Η ΜΕΘΟΔΙΚΗ ΑΥΣΗ 
ΤΟΥ ΓΕΩΜΕΊΙΡΙΚΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 


σ ΓΕΜαΙκΕ 


ΤΜΑΟΓΙΕΣΙΟΝ ΑΙ Έζοις ΠΑΜΕ 


ΜΕΤΛΦΤΑΣΗ ΚΑΙ ΕΥΜΠΔΗΣΩΙΗΙ 


ΓΡ, Ο. ΒΟΥΔΟΥΡΗ 


ΛΗΑ ΜΗΧΛΑΜΙΚΟΥΣΜΠ 


ΔΕΥΤΕΡΗ ΑΝΑΝΕΩΠΜΕΝΗ ΕΚΔΟΤΗ -- Μι {ΙΤΥΜΠΑΗΤΡΟΩΜΑ ᾖΤΙΟΩΜΕΤΙΙΑΙΓ 


Γιά τοὺς ὑποψήφιους στὸ Ε.Μ,. Πολυτεχνεῖο 
καὶ στὶς ἄλλες θετικὲς ἃι Στρστιωτικὲς Σχολὲς 


Π.ιβλιοπωλεῖυ Άγναν 8. Πούντα - Αθήνα 


μυαλο οοᾱ ους. 


(945) στην ελληνική οικογένεια 6/8/2018 


Μαβιοάες σας γοδμοίοη 
οί ος αἴδοιξδσίου ἆθφ 


ργουίσπιας ἄθ Οδθοπιοθίγιε 


6. Ι ΕΜΑΙΠΕ 
ΡΠΟΓΕΘΘΕυύυΝ ΑΙ’ ΕΟΟΙ.Ε ΗΑΝΙ.ΕΥ 


ΜΕΘΟΔΙΜΚΗ ΛΥΣΗ ΤΟΥ 
ΤΟΥ ΓΕΩΜΕΤΡΙΜΚΟΥ ΠΡΟΒΛΗΝΑΤΟΣ 


ΜΕΤΑΦΡΑΣΗ ΚΑΙ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ 
Γ.Ο. ΒΟΥΔΟΥΡΗ 
ΔΙΠ.ΜΗΧΑΝΙΚΟΥ Ε.Μ.Π. 


52-ρ-ρ- 


Ε. κ. ΜΑΝΩΛΟΠΟΥΛΟΣ 
ΤΟΠΟΓΡΑΦΟΣ ΜΗΧΑΝΙΚΟΣ 
ΔΙΠ/ΧΟΣ Ε.Μ.Π. 


Βιβλιοπωλειο Α. Πουντζα Σταδίου και Πεσµατζογλου 
Αθήνα 1946 


Η ΜΕΘΟΛΔΙΚΗ ΛΥΣΗ 
ΤΟΥ ΓΕΩΜΕΊΡΙΚΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 


ο "ΕΜΑΙΕ Ε 


ΡΠΟΕΕΞςΕΙΙΡ Α Ι ἘςσοιεΕ ΗΑΝΙΕΥ 
ΜΕΤΑΦΡΑΣΗ ΚΑΙ ΣΥΜΠΑΗΡΩΣΗ 


Γ. Ο. ΡΟΥΔΟΥΡΗ 


ΔΙΠΛ. ΜΗΧΑΝΙΚΟΥ Ε.Μ.Π. 


ο πα 
Ε. Κ. ΜΑΝΩΛΟΠΟΥΛΟΣ 


ΤΟΠΟΓΡΑΦΟΣ ΜΗΧΑΝΙΚΟΣ 
ΔΙΠ/ΧΟΣ Ε.Μ.Π. 


γο ΣΑ Αι ν] 939 (ΜΑ ρτιοτ) 


ΔΕΥΤΕΡΗ ΑΝΑΝΕΩΜΕΝΗ ΕΚΔΟΣΗ -- ΜΕ ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ ΤΕΩΜΕΤΊΡΙΑΣ 


Γιὰ τοὺς ὑποψήφιους στὸ Ε. Μ. Πολυτεχνεῖο 
καὶ στὶς ἄλλες θετικὲς δ Στρατιωτικὲς Σχολὲς 
Βιβλιοπωλεῖο Α. Πούντζα Σταδίου ἃ Πεσματζόγλου-- Αθήνα Ι946 
μονο τομ ----κ ο 


Κάβε γνήσιο ὠἀγτίευπο φέρει τὴν ὑποραφὴ τοῦ Γ. Βονδούρη : 


βίκο Άν 


ως 


"Η πρώτη λιδόγραφη ἔκδοση τοῦ 198 δ-- ποῦχε τὴν καλωσύνη νὰ προ- 
λογίσει ὁ καθηγητὴς κ. Φωτόπουλος-- ἦταν ἀναγκασιικὰ κάπως πρόχειρη. 
"Ηταν πάντως μιὰ μετάφραση τοῦ βιβλίου «ᾖΜέ[ιοᾶρς αε γἐθο]ωίίοη οἱ ἂε 
ἀϊφοιμβδίοη ἄει ϱγοὐΐδγιει ἂε (Πόοπιό[γίον τοῦ καθηγητῆ ἄ. Ι,επιαίγ, ποὺ 
άνκλοφόρησε πάρα πολὺ στὴ Γαλλία. 

᾿Επειδὴ στὴ χώρα µας δὸν ὑπάρχει βαθµίδα ἐκπαίδευσης ἰσοδύναμη μὲ 
τὸ γαλλικὸ Βαεραἰαιιγόαί, χρειάστηκε νὰ συμπληρωδεῖ τὸ βιβλίο ἀπ τὴν 
πλευρὰ τῆς θεωβίας μ᾿ ὅλή τὴ «φοοντιστηριακὴ» διδασκαλία καὶ τὶς γνώσεις 
ἀπ᾿ τὸ Συμπλήρωμα τῆς Γεωμετρίας. "Ῥτσι τὸ τρίτο σχεδὸν τῆς ὕλης εἶναι 
παινούργιο---εἴτε μὲ τὴ µορφὴ συμπληρώσεω» καὶ ἀναπροσαβμογῆς τοῦ κει- 
µένου, εἶτε μὲ προσθῆκες ἀπὸ ὁλόκλήρα κεφάλαια ὅπως ἤ Εἰσαγωγὴ τοῦ 
Γ.(.Μ. καὶ τὸ τελευταῖο Κεφ. Χ]. 

Ἔγινε προσπάθεια ὥστε τὸ νέο σύνολο νὰ μὴν ἑστερήσει στὶς αὐστηρὲς 
ἀπαιτήσεις τοῦ ἀκριβοῦς μαδηματικοῦ συλλογισμοῦ, Παρ ὅλο ποὺ οὔτε ἡ 
γενική παράδοση τῆς στοιχειώδους ἑλληνικῆς µαδηματικῆς βιβλιογραφίας 
οὔτε ἡ δημοτικὴ γλῶσσα βοηθοῦσαν σ) αὐτό. 

Βάση τῆς ἐργασίας ἦταν ἡ ἐπιδίωξη νὰ μείνει στὸ μελετητὴ σὰν τελικὸ 
κέρδος ἡ ἱκανότητα τοῦ μεθοδικοῦ γεωμετρικοῦ συλλογισμοῦ, ἔστω κι ἂν 
κάθε γεωμετρικὸ πρόβλημα φαίνεται συνήδως μὲ πρώτη μαειὰ σὰν πεθί- 
πτωση εἰδική. Σχοπὸς δηλ. τῆς µελέτης αὐτῆς ἦταν ἡ μέθοδος, ᾗ ὀργάνωση 
τοῦ γεωμετρικοδ συλλογισμοῦ κι ὄχι μιὰ συνηθισμένη συρραφὴ προβλη- 
μάτων. 

Ιδιαίτερη σηµασία πρέπει » ἀποδοῦὺεῖ, στὴν προοδευτικἠ ἄνοδο ἀπ τὶς 
ἁπλὲς στὶς δύσκολες περιπτώσεις καὶ στὴν ἐπιμονὴ γιὰ συστηματικὲς καὶ πλή- 
θεις διερευνήσεις. 

Ἔχουμε τὴν ἑλπίδα ὅτι αὐτὸ τὸ βιβλίο, συνοδευόμενο γιὰ τὶς ἁπλὲς σχο- 
λικὲς γνώσεις, ἀπὸ μιὰ ὁποιαδήποτε γυμνασιακὴ Γεωμετρία, δᾶναι σημαντικὸ 
βοήδημα γιὰ τὶς εἰσαγωγικὲς ἐξετάσεις στὸ Γ. Μ. Πολυτεχνεῖο καὶ στὶς 
ἄλλες Θετικὲς καὶ Στρατιωτικὲς Σχολές. Κι ἀκόμα ὅτι ὑδὰ βοηθήσει καὶ 
σεὶς κατοπινὲς σπονδές, ἀφοῦ φῦάνει ὣς τὰ σύνορα τῆς [Παραστατικῆς 
χι ᾿ Αναλυτικῆς Γεωμετρίας. 

Τέλος πρέπει νὰ εὐχαρισιήσω ἐδῶ τὸ σεβαστὸ καθηγητή µου τῶν ᾿ Αν. 
Μαὐθηματικῶν στὸ Ε. Μ. Πολυτεχνεῖο κ. Ν. Κριτικὸ γιὰ τὶς πολύτιμες συµ- 
Ἰουλές καὶ τὴν ἑνδαρουντικὴ ἐπιοτολή του. 


᾿Αδήνα, "Ανοιξη 1946. 
Γιῶργος Ἡουδοφρης 


ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ) 


Πρόλογος ζ 
Περιεχόμενα «- «: ..... 
ΕΙΣΑΓΩΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ . -:. . - ᾗ 1 


Παραγωγικὴ μέθοδος ]-- Απόδειξη ἱ-- 
Ορισμός Ι---᾽Αξίυμα 9--θεώρημα ὃ. 

Ὑποθετικὲς προτάσεις Ὁ---Σχετιζόµενες 
τροτάσεις ὃ- -᾿Αναστροφῆς Νόμος ἆ--Δια- 
ζευκτιχὲς προτάσεις 4-- Διαζευτικῶν προ- 
τάσθων Νόμος ὃ. 

Αναγκαία Συνδήκη ὦ-- Ἱκανὴ Συνθή- 
κη ὦ-- Ἰδιότητες Ἰσοδύναμες ϐ. 

Σύνθεση Τ---᾿Ανάλυση {--- Ατοπος ᾿Απα- 
Υωγὴ 8. 

Ἠὐκλείδια Γεωμετρίι καὶ τὸ πλέγμα 
της Ὁ-- Ἑθκλείδιες Γεωμετρἰίες 11. 


Ἡ µΜεδοδος τῆς οσα 
Ἐπιστήμης: «. 

Άλλη λεξάρτηση. ὑποῦ. που 
τάσεων - ; 


Ἀλληλεξάρτηση μας 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ι 


Γεωμ. Πρόέλημα 1ὸὃ-- Ἐφαρμογὴ ᾿Ανα- 
λυτικῆς Μεθόδου 18--Γ. Ἑ. ὁρισµὲς 14-- 
Πιθανολόγηση Υ. τ. 11-- θεωρήματα Ἱή-- 
Δέσμης ὁρισμὸς 16-- Ἐφαπτομένης ὁρισμὸς 
10--- Γωνία περιρερειῶν δρισμὸς ενος 
θλήµατα 19 -- Ἐγγράφιμα Τετράπλευρα 2: 
---Πτολεμαίου θεώρηµα καὶ ο. 
9»--Ἡροθλήματα (Βὐθεῖα ΘΙπιδοπ) 23--- 
Κύκλο, Τριγώνου 2δ-- Προθλήματα 60 -- 
Προβλήματα (1-40) 20. 

Διχοτόμου θεωρήματα ὃὺ--'Αρμονικἁ 
Συζηνἠ σημεῖα ὑᾷ--- Απολλώνιος Κύκλος 
Όλ---Προθλήματα ὃ4-- Προθλήματα (11 -- 
05) 0. 


ἰδιοτήτων «. 2] 
Οἱ ὃ ἀποδειχτικοὶ τρόποι - ( 
Ἐφαρμογή 8 
Συµμβολισμοί» ο ο τν τν 1 

Οἱ Γεωμετρικοὶ τόποι: : ο 18 

Α. Βασικὲς περιπτώσεις - -: . 149 
Ὦ. Μὲ τὶς ἀναλογίες : : ο 99 
Γ. Οἱ τόποι σιὸ χῶρο '.. 43 


Προθλήματ« 43---Ὀρθογώνιεξς Εὐνετες 
{ἰ---Προθλήματα (61--- τὸ) 40. 


Ἡ Ῥτὴ Σεξιὰ στήλη εἶναι µόνο οἱ ὑπότιτλοι τῶν κεφαλαίων, στὴν ἀρ' στερῃ 


Ἕ ἀντίστοιχα περιεχόμᾶνα ἀναλυτικά. Οἱ ἀριγμοὶ ποὺ Απολουθοῦ» κάδε γενικὸ ἢ 
μερικὀ τίτλο ἄναφάροντηι παντοῦ στὴν ἀντίστοιχη σελίδα τοῦ κειµένου. 


Περιεχόμενα 


ΚΕΦΔΛΑΙΟ ΤΙ 


Ἡ µέδοδος τῆς τομῆς τῶν Υγ. τόπων 


ίση τῆς μεθόδου 4ἷ-- Διερεύνηση Ύὲ- 
μα απ. Γενικότητες 48- ΠἹροθλήματα 
αν-- "Αριθμός (Όν--Ὁ) ὄν- Προθλήματα 
--116) 60. » 
ο... ϐ5- “Δύναμη Σηµείου ϐ64--- 
Προθλήµατα ϐ5 -- Τύπος (0ο--2Ε]α ) 
ύθ---Προδλήματα ϐΊ--Ριξυκὸός Αξονας, 
Ῥιζυκὸ Κέντρο ϱ9- Θεώρημχ Βεενατά τὰ 
--Προθλήματα Τ2- Προδλήματα αιτ-- 
156) τ4. 
Προθλήματα Ἱτ--Προοπτικὰ Σχήµατα 
ττ---Διερεύνηση, Ἐπ΄᾿ "Απειρο Σημεῖο χι 
Εὐθεῖα Τ9- Προθλήματα Τᾶ--Προδλήµματα 
51--168) 85. 


Α. Μέρος 


Ῥ. Μὲ τὴν ὁμωιότητα 


Γ. Στὸ χῶρο 


ΚΞΦΑΛΛΙΟ ΤΙ 


Προσδιορισμὸς μιᾶς Εὐδείας 


Παρατηρήσεις, ᾿Ορισμοὶ δᾷ---Παραδείγ- 
µατα 84, 

Παραδείγματα ὃθ-- Κέντρα 'Οµοιότητας 
Κύκλων ὃτ. 

Παραξείγματα 99. 


Προθλήματα (160-195) 94. 


Α. Περιβάλλουσες : 


Εὐδεῖες ἀπὸ στὺ. σημεῖο 


Όυνση 
Ἐφαυρμογὲς 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ ιν 


Μεταφορὰ 


᾿Αρχὴ τῆς µεδόδου, Ορισμοί, θεωρή- 
µατα 96-- Εὐθείας Μεταφορὰ 9ἵ--Περι- 
φέρειας Μεταφορὰ 9Ἱ---Χρησιμότητα τῆς 
μεταφορᾶς 95- Θεώρημα τραπεζίου 98--- 
Προθλήματα 99. 

Προβλήματα (Ασύμδατες εὐθεῖες) 111 
-"ἩἨροθλήματα (196-991) 114. 


Λ. Στὸ ἐπίπεδο 


Ὦ. Στὺ χῶρο 


ΚΑΦΑΛΛΙΟ ν 


Στροφὴ 


᾿Αρχὴ τῆς μεθόδου Ορισμοί, Ἰδιότ 
Αρχὴ ητες 
116-- Βὐθείας Στροφὴ 117. Περιφέρειας 


Στροφὴ 111-- θεώρημα 119 -- Προξλήματα 


119-- Παρατήρηση 194. 


Α. Ἡ στροφὴ στὸ ἐπίπεδο - 


Β. 
Γ. Εὐδεῖες μὲ γνωστή διεύ- 
Δ. 


058 


δ4 
34 


90 


ψ6 


Π1 


116 


116 


Περιεχόμενα (α΄ 
Στροφή περὶ Άξονα, ᾿Ορισμοὶ 19τ--Κα- Β. Ἡ στροφὴ στὸ χῶρο - 131 
τάκλιση 12{--Προδλήματα (Απεικόνιση 
τοῦ Χώρου, ὕπαρξη ὨΤριόλρου) 128-- Προ- 
βλήματα (222-244) 193. 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ νι 
Ἡ Συµµετρία 191 
Παρατηρήσεις 154---Συμμ. ὡς πρὸς Κάν- Τὸ Ὀεωρητικὸ µέρος 194 
τρο 194 --Συμμ. ὡς πρὸς. λξονα 1ὸ5δ-- 
Συµμμ. ὡς πρὸς Ἐπίπεδο 196-- Ἰδιότητες 
15ὔ--θεώρηµα 190. 
Προδλήματα 196- Κωνιωὰς Τομὲς ση- ᾿ἘΕφαυμογὲς 196 
µείωση 140--Προβλήματα (9140--οὐδ8) 14:'. 
Ἰδέα, Παρχδείγματα, Προβλήματα 1:δ. "Η ἰδέα τῆς ᾽Αναστροφῆς 148 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ νυν] 
Ἡ μέθοδος μὲ τὰ ὅμοια σχήματα 159 
Σύγκριση Γεωματρική, Μέτρο, ᾿βναλο- , Ἡ βάση τῆς μεθόδου 169 
γία 159-- Ἐπεξήγηση τῆς μεθόδου 103. 9 
Προθλήματα 10δ-- Τραπεζίου Ἱδιότητες Ἐφαρμογὲς - 1595 
168-- Προβλήματα (2609--οὐ0) 106. 
ΚΕΦΛΛΑΙΟ να] 
᾿Εμβαδομετρία 161 
Παρατηρήσεις 1ὐτ---Ηροθλήματα (Μερ- ᾿Εφαριιογὲς 161 
σμὸς Ῥχυημάτων) 161-- Προβλήματα (201 
ο) Ἠττ. 
ΚΕΦΑΛΛΙΟ ΙΧ 
Ὡμοδεσία 118 
᾽Αρχὴ τὴς Ὄμοθεσίας, Ορισμοί, Ὁμό- Α. Μέρος : ο 118 
λογα σημεῖα 1Τ18-- Πρόσημο (Ἠ) λόγου ὅμο- . 
θεσἰας1 τ)---Παραδοχη ἰτὸ-- ΠρόθληµαΓε- δν 
γικὸ 119-- θεωρήματα δύο Βασικὰ 1860--- 
Ἰδιότητες 191-- Πρόδληµα Γενικὸ 183--- 
Παρατηρήσεις 192--Προδλήματα 192. 
ἸΑντιομόλογα σημεῖα 189.--θεώρημα Ἡ. Μέρος . 18 
190.-- Συμπεράσματα 190.-- θεώρημα 
191.--"Ἐφαρμογὴ 199.-- Ὁμόθδετο Περι- 
Φάρειας ὡς πρὸς τὸ Ἐέντρο της 192.- (3) Γιὰ τὴ χρήση τοῦ ὅρου δὲς ὑποσ. 


Προθλήματα 199. σελ. 990. 


δ΄ ο ο ος Ὁἡμσπ  σ ο--- 


ί ῇ [ 9ὔ6-- Ὁἵἳ. Μέρος . 
θεώρηµα (ὀµόθετα οὖθ. σχήματα) 1 ο 
δυμπερᾶσματα 196.--᾿Ομµοθεσία στὸ Χ6- 

ρο 191.--Προδλήματα 191 --Προδλήματα 

(500-645) 203. 


΄. ΚΕΦΑΛΑΙΟ χ 
᾽Αντιστροφὴ 


Εἰσαγωγικὸ πρόθληµα, Ὀρισμοὶ 90ῦ.-- Α. Μέρος 
"Αντίστροφα Σχήματα 206.--Βὐδείας ᾿Αν- 
τίστροφο 306.-- ᾽Αντιπαράλληλες Εὐθεῖες 
90Ί.- -΄ Περιφέρειας ᾿᾽Αντίστροφο 20ἵ.-- 
Ἰδιότητες 2068.--- Αντιστροφή στὸ Χῶ- 
ρο 909.-- Γενικὸ Ἡρόθλημα 2089.-- Ἡρο- 
θλήματα 9209. 


θεωρήματα 211.-- Προθλήματα 219.-- Ἑ. Μέρος 
Ἡροδλήματα (946 - 969) 218. 


"Οργάνωση τῆς Σχέφης 31ὔ.-- Παραδείγ- ὮὉἙΤ. Μέῦοδες σὲ ουνδυαομὸ: 
µατα 31ὔ.-- Προθλήματα (560 - 566) 2168. ος 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΧΙ 
Συμπλήρωμα 


Παρατηρήσεις 219.- -Διανύσματος δρι Α. Τὸ διάνυσμα . 
σμὸς 9219.-- Συμβολισμοὶ 920.--- Ἴσα διαν. 
2οὺ.-- ΠἩρόσθάση 991.--- ᾿Αφαίρεση 251.-- ή 
Ανάλυση σὲ συνιστῶσες 9901--- Πολ)σμὸς 
3021.-- Διαίρεση, Λόγος Τομῆς 229.---᾿Αρχὴ 
τῆς ᾿Αναλυτικῆς Γεωμετρίας (Συντεταγ- 
µάνες) 225.--- Λιχτέμνουσες 254,.-- θεώ- 
ρήμα Μενελάου 294. θεώρηµα Οενα 996-- 
θεώρημα, πρόταση ἆ ΑΙεπιοοτι 9956, 


Προοπτικἡ σηµείου καὶ σχήματος 92]-ὺ- ΕΒ "ΤΙ κενιρικὴ προβολἡ . 
Ἐπ'΄ ἄπειρο σημεῖο 92ύ.-- Παράλληλη καὶ 
Ὀρδὴ προδολὴ 9268.- Ιδιότητες, Σημεῖο 
Φυγῆς 238--Γεωμ. Παράσταση τοῦ Χώ- 
ρου (ΑἈρχὴ τῆς Παραστατικῆς Γεω- 
µατρίας) 2268. 


Γενικὰ Προβλήματα , 


Προθλήματα στὸ σύνολο τοῦ διδλἰου 
(6τ- 406) 9ῦ0- “Θέματα ἀπ᾿ τὶς Εἰσ. Ἑ- 
ξειτάσεις τοῦ ΕΜΠ (401-- 4268) 954, 


195 


211 


ως 916 


219 
910 


9090 


ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ » 


Ἡ µέῦδοδος τῆς μαδηματικῆς ἐπιστήμης 


ἱ. Ἡ παραγωγικὴ µέθοδος.- ἹἩ μέθοδος τῆς 
μαθηματικῆς ἐπιστήμης, ἢ µέὃοδος παραγωγική, ἔχει σκοπὸ νὰ συν 
δέσει λογικὰ ὕλες τὶς ἀλήδειες, ποὺ θεωροῦμε, μὲ τέτοια τάξη, ὥστε 
κάθε ἀλήθεια νὰ ἀπορρέει ἀποκλειστικὰ ἀπ᾿ τὶς προηγούμενες. 

Ἡ κυριώτερη πορεία τῆς µενόδου εἶναι ἡ ἀπόδειξη, ἀλλὰ ἡ παραγωγή 
χρησιμοποιεῖ ἐπίσης ἀρκετὰ τὸν ὁρισμό. Καὶ οἳ 2υὀ αὐτοὶ τρόπ2. προῦπο- 
θέτοῦὈ, ὅπως ἁμέσως θὰ φανεῖ, τὰ ἀξιώματα. 

ἩΠ. Απόδειξη: Τὸ ν ἀποδείξουμε μιὰ πρόταση, σηµαίνει 
νὰ τὶ ' ἀνάγουμε σὲ προτάσεις γνωστές. 

Ὡριζόμαστε κάθε στιγμὴ ἀπόχλειστικὰ σὲ προτάσεις ὅλωσ»,όλου ἄνα- 
γνωρε κένες σὰν ἀληνινὲς. Απ΄ αὐτές, μὲ λογικη ἐπετεργασία, ἐξάγουμε 
τὴν ἀπ'- λεικτέο πρόταση, ποὺ μποροῦμε νὰ την παίρνρυµε ἀπὸ πεῖ καὶ πἐρα 
σὰν γνωστή. 

Εἶναι ἀδύνατο νὰ τ ἀποδείξουμε ὅλα, γιατὶ κάποια πρωταρχική 
ἀπόδειξη Φᾶπρεπε ἀναγκαῖα νὰ στηρίζεται σὲ προτάσεις δη γνωστές, ποὺ 
ὠὡστόσο δὲ δὰ τὶς εἴχαμε ἀπολείξει. 

Ὑπάρχουν λοιπὸν ἀναπόφευκτα, στη Ζάση κάῑε ἀπολεικτικῆς ἐπιστή- 
µῆς, μερικὲς ἀναπόδεικτες δασικὲς προτάσεις, ποὺ τὶς Ῥεχόμαστε µόνο ἀπὸ 
φανθρότγτα διαισθητική, 5) 

Λὐτὲς οἱ ἀναπόδειχτες προτάσεις, ὁλιγέριϊμες ἐς ὄλλου, ἀποτελοῦν 
τὰ ἀξιώματα. 

ΗΠ. Ὀρισμός: Τὸ νὰ ὁρίσουμε ἕνα ἀντικείμενο ("’"} ση- 
µαίνει νὰ τὸ περιγράψουμε μὸ τῇ βοήθεια γνωστῶν ἀντικειμένων καὶ 
νὰ τοῦ προσδώσουµε ἕνα ὄνομα. 


(8) Π.ριιένο ἀπ᾿ τὴν «σέοπιείτίε αλόιιαπίαίτο» τοῦ Ε.6Ο.ΝΜ., Ραγιβ 
μονο. --- .» 
(05) Φανερότητκ« διαισθητικὴ (ἐν]άεπος ήν ϱ) ἔγαι μιὰ πρόταση 
ποὺ ἁρμόζε. νὰ τὴ Σεχτοῦμε ἀπό µόνη της σὰν ἀληδινή. Φανερότητν πα- 
ραγωγ'κὴ (όνιάεπσὰ ἀθᾳποινο) ἀποχτᾶξι μιὰ πρόταση ὕστερα ἀπὸ μιὰ 
ἀπόδειςη. ” 9 . ρ ’ 4. -- ᾿ . 

(058) Ἰζαλύτερα μιὰ κατηγορία απο αντικείµενα. αφου ὁ δρισμὸς λὲν 
ἀποδίδεται ἀτομικὰ στὰ καθόκαστι ἀντικείμενα, ποὺ δεωροῦμε. 
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Καθορίζουµε τὸ δριστἑο ἀντικείμενο ἀπὸ τὶς σχέσεις του μὲ . το 
ἀντικείμενα, δηλ. ἀπ᾿ τὶς διάφορες συνβήκᾶς Ἡ Ιδιότητες ποὺ τοῦ ος 
λουµε. Εἶναι ἀπαραίτητο αὐτὲς οἳ συνθῆχες να πω συμβιβαστὲς καὶ ά ο 
κοτὸς- -ἂν δηλ: αὐτὲς ἄλλαςαν, ἡ ἀντίληφη τοῦ Ἀνσυμένου θά ηταν ἀδύ- 
νατη ἢ ἀόριστη. Αὐτὴ ἡ διμερῆς ἔκφραση τα την νοα τν .. 
ρότητα τοῦ ὁδρισμοῦ µπορεζ νὰ ο οπώς Ἡς ἔτσι: Υπάρχει ενα ο 
µενο ποὺ ἱκανοποιεί ὅλες τὶς ἐπιβαλλόμενες συνθῆκες καὶ ἕνα µόνο. 

Πὸ πλεονέκτημα τῶν ὁρισμῶν εἶναι νὰ συντομεύρυν σημαντιχὰ τὸ λόγο, 
ἀφοῦ ἐπιτρέπουν σὲ χάθε στιγμή νὰ ἀντικαθιστοῦμε μὲ μιὰ μόνη λέξη περι- 
φράσεις συχνά μακρυές. 'Ὡστόσο πρέπει νὰ φροντίζουµα μ’ ἐπιμονῆ νὰ πραγ- 
ματοποιοῦμε νοητὰ τὴν ἀντίστροφη ὑποχατάσταση, σύμφωνα μ᾿ αὐτόν τὸν 
σπουδαῖο κανόνα τοῦ }Γαβοαὶ («Ἑδρτίί Φέοπιέιτία με») : πρέπει πάντοτε 
νοητὰ νὰ ὑποκαθιστοῦμε (νὰ βάζουμε στὴ δέση τοῦ ὁρισμοῦ) τὸ ὁρι- 
ζόμενο ἀντικείμενο. 

Εἶναι ἀδύνατο νὰ τὰ ὀρίσουμε ὅλα, γιατὶ ἕνας πρωταρχιχκὸς ὁρ'σμὸς 
Φὰ ὑπέθετε κατ Ανάγκη ἀντικείμενα Ίδη γνωστά, ποὺ ὡᾠστόσο δὲν 9ὰ τὰ 
εἴχαμε ὁρίσει. 

Εἶναι λοιπὸν ἀναπόφευχτο, στὴν ἀρχὴη κάθε μαθηματικῆς ἐπιστήμης νὰ 
δεχτοῦμε ὅτι ὑπάρχουν χάμπρσα ἀντικείμενα, ποὺ δὲν τὰ ὀρίζουμε, ἀλλὰ τά 
δεχόμαστε σὰν γνωστᾶ µόνο ἀπὸ διαίσθηση. 

Αὐτὰ τὰ ἀντικείμενα, ποὺ δὲν τὰ δρίζουμε, δὲν νοοῦνται χωρὶς µερι- 
κὲς ἰδιότητες φανερές, ἀλλὰ ἀναπόδειχτες, οἱ ὁποῖες ἀναπληρώνουν κατὰ 
κάποιο τρόπο τὸν ὁρισμό τους χαὶ ἐπιτρέπουν νὰ τὰ µπάξουμε στὸ συλλο- 
γισµὀ. Αὐτὲς οἱ χαρχκτηριστικὲς ἰδιότητες, δακτὲς χωρὶς ἀπόδειξη, ὀνομά- 
ζονται αἰτήματα. 

Ι’ Αξιώματα. Ὀνομάξζουμε ἀξίωμα κάθε πρόταση ἀπὸ µόνη 
της φανερή, δηλ. ποὺ μᾶς εἶναι βολικὸ νὰ τῇ δεχτοῦμε χωρὶς ἀπό- 
δειξη. 

Ὑπάρχουν, ὅπως εἴδαμε, δύο εἰδῶν ἀξιώματα : τὰ καθαντὸ ἀξιώματα 
καὶ τὰ αἰτήματα. 

Ίο Τὰ καθαυτὸ ἀξιώματα ἐκφράζουν ἱδιότητες χοινὲς σὲ ὅλες τὶς 
Ἀατηγορίες μεγεθῶν. Στηρίζονται στὴν ἀρχὴ τῆς ταυτότητας καὶ εἶναι κοινὰ 
σ’ ὅλες τὶς ἀκριδεῖς ἐπιστῆμες. 

Π. χ. Δυὸ ποσὰ ἴσα πρὸς τρἰτο εἶναι καὶ μεταξύ τους ἴσα. 

| 20 Τὰ αἰτήματα ἐκφράζουν τὶς φαναρὲς κι’ ἀναπόδεικτες ἰδιότητες, 
που χαρακτηρίζουν τὰ μὴ ὁριδόμενα ἀντικαίμανα. Παίζουν τὸ ρόλο τοῦ ὃρι. 
σμοῦ γιὰ τὰ ἀντικείμενα αὐτά, ποὺ ἀδυνατοῦμε νὰ τὰ δρίσουμε. 

Κάδα κλάδος στὰ μαθηματικἁ ἔχει τὰ ἰδιαίτερα αἰτήματά του. Τέτοια" 
εἶναι στὴ Γεωματρία οἱ χαραχτηριστικὲς ἰδιότητες γιὰ τήν οαὖθεῖα γραμμή, 
Τιὰ τὴν ἐπίπεδη ἐπιφάνεια κλπ. (3). 


.. 3) Τὰ ἀξιώματα (καθαυτὸ ἀξιώματα καὶ αἰτήματα) ἀποτελοῦν τὸ ἀρ- 
χικὸ πλέγμα, ποὺ πάνω σ᾿ αὐτὸ χαὶ Γὲ λογική ἐπεθξεργασία οἰκοδομοῦμε 


-- ὃ -- 


Ψ. θεώ ρημµα. Ὀνομάζουμε θεώρημα κάθε ἀποδεικτέα πρόταση. 

Ἕνα δεώρηµα 2ν»λµάζεται λῆμμα ὅταν ὃ πύριος προορισμός του εἶναι, 
νὰ διευκολύνει τὴν ἀπόδειξη ἑνὸς πιὸ απουλαίου θεωρήματος. Ἔνα θεώρημα 
ὀνομάζεται πόρισμα, ὅταν ἐξάγετα. ἁμέσως ἀπὸ ἕνα Ἡ περισσότερα γνωστά 
θεωρήματα. 


᾽Αλληλεξάρτηση τῶν ὑποδθετικῶν προτάσεων 


νι. Ὑποδθδετικὲὸς προτάσεις. Οἱ περισσότερες µαδηµα- 
τικὲς προτάσεις ἐκφράζονται μὲ τὴ µορφή ὑποψετικῶν προτάσθων, ποὺ πε- 
ριέχουν μιὰ ὑπόθεση καὶ ἕνα συμπέρασμα. 

Η.κ. ᾿Εὰν αὑτὸ τὸ ἀντικείμενο χατέχει τὴν ἰδιότητα Α (ὑπόδεση), θὰ 
νατέχει καὶ τὴν ἰδιότητα Β (συμπἑρασμα). 

Εἴτε, γιὰ συντομία: ἀπὸ Α ἔπεται Β. 

Τὸ ν᾿ ἀποδείξουμε μιὰ ὑποῦθετικὴ πρόταση, σηµαίνει νὰ δείξουμε 
ὅτι τὸ συμπέρασμα εἶναι ἕνα ἑπακόλονθο τῆς ὑπόθεσης, δηλ. ὅτι, μὲ τὴ 
βοήψεια τῶν γνωστῶν προηγουμένων προτάσεων, ἀπ᾿ τὴν ὑπόδεση ἕπεται 
λογικὰ τὸ συμπέρασμα. 

ψΙΙ. Σχετιζόμενες προτάσεις. ἀυὸ ὑποῦετικὲς 
προτάσεις λέγονται : 

Ίο ᾽Αντίστροφες, ὅταν ἡ ὑπόδεση καθεμιᾶς εἶναι τὸ συμπέρασμα τῆς 
ἄλλης. 

π.χ. (ἀπὸ Α ἔπαται Β) καὶ (ἀπὸ Β ἔπεται Α). 

2ο ᾿Αντίθετες, ὅταν ἡ ὑπόθεση χαὶ τὸ συμπέρασμα τῆς μιᾶς εἶναι οἱ 

ἀντίστοιχες ἀργήσεις τῆς ὑπόθεσης καὶ τοῦ συμπεράσµατος τῆς ἄλλης. 
π.χ. (ἀπὸ Α ἔπεται Ὦ) καὶ Ἠ(ἀπὸ ὄχι Α ἔπεται ὄχι Β). 

3ο ᾿Ανάστροφες, ὅταν ἡ Ὀπόθεση καθδεμιᾶς εἶναι ἡ ἄρνηση τοῦ συµ- 
περάσματος τῆς ἄλλης. 

«χ. (ἀπὸ Α ἔπεται Β) καὶ (ἀπὸ ὄχι Ἡ ἔπεται ὄχι Α) 

"Ὅταν δυὸ προτάσεις σχετίζονται κατὰ ἕναν ἀπὸ τοὺς πιὸ πάνω τρό. 
πους, ἡ μιὰ ἀπ᾿ αὐτὲς μπορεῖ νὰ χαραχτηρισθεῖ σὰν πρόταση εὖὐθεῖα, θὰ 
λάµε τότε, κατἁἀ τὴν περίπτωση, ὅτι ἡ ἄλλη πρόταση εἶναι ἀντίστροφη ἢ 
ἀντίθετη ἢ ἀνάστροφη τῆς πρώτης. 

Ἔτσι κάθε ὑποθετικὴ πρόταση ϐ) ἀνήκει στὸ σύνολο, ποὺ σχηματίζουν 
οἳ τέσσερες σχετιζόμενες ἀνὰ δύο προτάσεις : 


ἡ εὐθεῖα : ἀπὸ Α Ὦἕπαται Β (1) 
ἡ ἀντίστροφη : ἀπὸ Β Ὥἔπεται Α (9) 
Ἡ ἀντίθατη ἀπὸ ὄχι Ἀ ὮΈἔπαται ὄχι Β (9) 
ἡ ἀνάστροφη : ἀπὸ ὄχι Β ἆἔπεται ὄχι Α (4) 


τὸν χάθε κλάδο τῶν μαθηματικᾶν. Γι’ αὐτὸ τὴ μέθοδο τῆς μανηματικῆς 


ἀπιστήμης ἡ παραγωγικῆ µάθοδο τήν ὀνομάζουμε φκόμα καὶ ἀξιωματικὴ 
μένοδο. 
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Τ]ναι ἁπαραίτητο νὰ παρατηρήσωµε ὅτι αἳ προτάσεις (9) καὶ () εἶναι 
μεταξύ τους ἀνάστροφες, ὅτι οἱ (2) καὶ (4) εἶναι μεταξύ τους ἄντίθετες αι 
ἔτι οἱ (8) καὶ (4) εἶναι μεταξύ τους ἀντίστροφες. Δηλαδή : 

ο. Ἡ ἀντίστροφη κι ἡ ἀντίθετη μιᾶς ὁποιασδήποτε πρότασης εἶναι 
προτάσεις μεταξύ τους ἀνάστροφες. 

Ωο. Ἡ ἀνάστροφη μιᾶς ὁποιασδήποτε πρότασης εἶναι ταυτόχρονα ἡ 
ἀντίθετη τῆς ἀντίστροφής της καὶ Ἡ ἀντίστροφη τῆς ἀντίθετῆής της. 

Ἐάθε πρόταση χωριστὰ μπορεῖ νᾶναι ἀληθινη Ἡ φεύτικη. ”λλλά ἐμεῖς 
θὰ δοῦμε ἀμέσως ὅτι οἱ προτάσεις αὐτὲς συνδέονται μεταξύ τους ἀγνὰ δύο 
ΒΑ’ ὄνα σπουδαῖο νόµο. Σύμφωνα μ᾽ αὐτὸν π.χ. οἳ προτάσεις (1) γαὶ (4) εἶναι 
Μάντα ἀληθινὲς ἢ ψεύτικες ταυτόχρονα. 

νΠ. Νόμος τῆς ἀναστροφήῆς. Δυὸ ἀνάστροφες προ- 
τάσεις ἔπονται ἀμοιβαῖα, δηλ. Ἡ ἀληθεύουν ἢ φεύδονται κι οἱ δυὸ μαζύ 

ἵο Ἐὰν ἀληδεύει ἡ μιά, ἀληθδεύει κι ἡ ἄλλη, π. χ. ἐὰν εἶναι ἁλή- 
8ειχ ὅτι (ἀπὸ Α ἔπεται Β), τότε καὶ (ἀπὸ ὄχι Β ἔπεται ὄχι Α). Πραγματικά, 
γυκτὶ ἀπὸ ὄχι Β δὲν μποροῦμε νᾶχουμε Α. "Αν εἴχαμε, τότε, ἐπειδὴ κι ἡ 
εὐθεῖα πρόταση ἀληθεύει, ἀπὸ Α θἄχαμε ἩἙ καὶ, τελικά, ἀπὸ ὄχι Β θᾶχαμε 
Β, κατὰ τὴ διαδοχή : 

(ἀπὸ ὄχι Ὦ ἔπεται Α], (ἀπὸ Α ἔπεται Ἑ), ἄρα (ἀπὸ ὄχι ἩὮ ἔπεται Β). 
πρᾶγμα ἀδύνατο. Ἆροα ἀπ᾿ τὴν ἀλήδεια μιᾶς ὁποιχσδήποτε πρότασης ἔπεται 
πάνια ἡ ἀλήθεια τῆς ἀνάστροφῆς της. 

20 '᾿Εὰν ψεύδεται ἡ µιά, ψεύδεται κι ἡ ἄλλη. Πραγματικά, γιατὶ 
ἂν ὑπρθέσρυμε πὼς Ἡ δεύτερη εἶναι ἀληθινή, τότε σύμφωνα μὲ τὸ προηγού- 
μενο θᾶπρεπε ν᾿ ἀληθεύει πι ἡ πρώτη, ἐνῶ ἐμεῖς ὑποθέσαμε πῦς αὐτὴ 
γεύλεται. 

Γιὰ νὰ ἑκφράσουμε ὅτι δυὸ προτάσεις ἔπονται ἁμοιθαία, τὶς λέμε ἰσο- 
δύναμοες. 

Συμπεραίνουμε λοιπὸν πῶς δυὺὸ προτάσεις ἀνάστροφες εἶναι ἰσο-- 
δύναµες. 

ΙΧ. Ἔφαρμο γή. Γιὰ ν ἀποδείξουμε ταυτόχρονα δυὸ ἀνάστροφες 
προτάσεις, φτᾶνει ν' ἀποβείξουμε ἀπ᾿ εὐθείας τὴ μιά ἀπ᾿ αὐτές. Ἐν ὅσον Ἡ 
μ.ᾶ ἀληδεύει, ἡ ἄλλη ἔπεται ἀμέσως σύμφωνα μὲ τὸ νόµο τῆς ἀναστροφῆς. 

Ῥέρνυμε π.χ. ὅτι ἡ ἀντίστροφη κι ἡ ἀντίθετη μιᾶς καὶ τῆς ἴδιας πρό- 
τοαης εἶναι µεταξύ τους ἀνάστρηφες. Εΐναι λοιπὸν περιττὸ νὰ τὶς ἁποδεί- 
εσυμΣ χωριστά, Φτάνει νὰ δοχιμάσουµε τὴ μιά, ὁπότε ἔπετχι κ. ἡ ἄλλη. 


Χ. Διαξευκτικὲς προτάσεις. ἷο Λέμε ὅτι περισσό- 
ὁ Εδιότητες ἑνὸς καὶ τοῦ αὐτοῦ ἀντικειμένου εἶναι διαζευ- 
ο, 8 ὕταν οἱ ἰδιότητες αὐτὲς ἀπυκλείονται ἁμοιβαία, κατὰ τέτοιο- 
«ηλ ὥστε ἡ ἄρνηση τῆς μιᾶς νὰ ἰσοδυναμεῖ μὲ τὸ σύνολο τῶν ἄλλων. 

ΒΗ. χ. οἱ τρεῖς ἰΣιότητες ἑνὸς ἀριθιοῦ τῆς ἀριθμητικῆς (θετικοῦ), ποὺ 
μδορεῖ γάναι ἀκέραιος, Χλασματικὸς ἢ ἀσύμμετρος. ᾿Η ἁκόμα οἱ Ιδιότητες 
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ἑνὸς ἀλγεβρικοῦ ἀριθμοῦ, ποὺ μπορεῖ νάναι θετικός, μηδὲν ἡ ἀρνητικός. Ἰδού, 
γιὰ καθένα ἀπ' τὰ ἀντικείμονα αὗτά, τρεῖς διαζευκτικὲς ἰδιότητες. 

20. Λέμε διαζευκτικὴ πρόταση µμιὰ πολλαπλὴ 
πρύταση, πού ἐκφράξει ὅτι ἀπὸ μιὰ πλήρη σειρὰ ἀπὸ διαζευκτικὲς 
ὑποθέσεις ἔπονται ἀντίστοιχα μιὰ πλήρης σειρὰ ἀπὸ διαζευκτικὰ 
συμπεράσματα. 

Τέτοια εἶναι π. χ. αὐτὴ ἡ πρόταση, ποὺ ἀφορᾶ τὶς ρίζες μιᾶς ἑξίσω- 
σης δευτέρου βαθμοῦ : Ἐφόσον ἡ διακρίνουσα αἰναιθατική, μηδὲν ἢ ἀρνητική, 
οἳ ρίζες εἶναι δυὸ διάφορες πραγματικές, μιὰ πραγματικὴ διπλη ἢ δυὸ µιγχα- 
δικὲς συζυχεῖς. 

ΧΙ. Νόμος γιὰ τὶς διαζευκτικὺς προτά- 
σεις. Απὸ κάθε διαζευκτικὴ πρόταση ἔπεται ἡ ἀντίστροφή της. 

Μ’ ἄλλα λόγια : Ἐὰν ἀπὸ διαζευχτιχὲς Ὀποθέσεις ἔπονται ἐπίσης δια- 
ζευτικἁ συμπεράσματα, ὅλα τὰ ἄντίστροφα ἀληθεύουν ἀπίσης. 

"Ας ὑποθέσουμε ὅτι ἕνα δοσμένο ἀντικείμενο δόχεται µόνο τρεῖς δια- 
«ζευχτικὲς ὑποθέσεις Α, Α’, Α΄, ἀπ τὶς ὁποῖες ἔπονται ἀντίστοιχα τὰ τρία 
᾿διαζευτικὰ συμπεράσματα Β, Β’, Β”. 

Ἔχομε λοιπὸν ὡς εὖθεῖες προτάσεις : 

(ἀπὸ Α ἔπεται Β), (ἀπὸ Α΄ ἔπεται Β΄, (ἀπὸ Α΄” ἔπεται Β΄) 
(1) (5) (ὃ) 

Ἡρόκειται νὰ δοκιµάσουμε ἂν τὰ τρία ἀντἰστροφά τους εἶναι ἄληνινά. 

Πραγματιχά, ἡ πρόταση (1) ἔχει γιὰ ἀντίθετη τὸ σύνολο τῶν προτά- 
σθων (ὁ) καὶ (0), ἀφοῦ ὄχι Α σηµαίνει Α΄ ἢἡ Α΄, καὶ ὄχι Β ἱσοδυναμεῖ μὲ 
Β΄ ἡ Β”. Ἐξ ἄλλου αὐτὴ ἡ ἀντίθετη πρόταση εἶναι ἐξ αἰτίας τῆς ὑπόθεσης 
ἀληθινή. "Αρα ἀπ᾽ αὐτὴ ἔπεται ἡ ἀνάστροφή της, δηλ. ἡ ἀντίστροφη τῆς (1). 

Ίὁ ἴδιο καὶ γιὰ τὴν ἀλήθεια τῶν ἄλλων δυὸ ἀντιστρόφων προτάσεων. 

Συμπαιραίνουμε ὅτι δυὸ διαζευκτικὲς προτάσεις ἀντίστροφες 
εἶναι μεταξύ τους ἰσοδύναμες. 


᾽Αλληλεξάρτηση τῶν μαθηματικῶν ἰδιοτήτων 


ΧΙΠ. Συνθήκη ἀναγκαία. Συνθήκη ἱκανή. 
Ίο. Λέμε ἀναγκαία συνθή γη μιᾶς ἰδιότητας, κάθε συµπέ- 
ρασμα, ποὺ ἔπεται ἀπὺ τὴν ἰδιότητα αὐτή. 

20 Λέμε ἱκανὴ συνθήκη μιᾶς να κάθε ὑπό- 
ὃεση ἀπ τὴν ὁποία ἔπεται ἡ ἰδιότητα αὐτή. 

ἝἜντσι, γιὰ νὰ ἐκφράσουμα ὅτι (ἀπὸ Α ἔπεται Β) 
μποροῦμε νὰ ποῦμε ἁδιάφορα ὅτι ({Α αἶναι μιά Ἱκανὴ συνθήκη τοῦ Ὦ) εἴτε 
ὅτι (Β εἶναι μιὰ ἀναγκαία συνθήκη τοῦ Α]. 

ΧΗΙ. Συνθήκη ἀναγκαία καὶ ἰκανᾖῆ. Μιὰ ἰδιό- 
τητα Β εἶναι συνθήκη ἀναγκαία καὶ ἱκανὴ τῆς ἰδιότητας Α, ὅταν οἱ δυό 


νι 


αυτὲς ἰδιότητες ἔποντα: ἀμοιβαῖα. Δηλ. ὅταν (ἀπὸ Α ἔπεται Β) καὶ (ἀπὸ 


Β ἔπεται Α). 
Ἔτσι, τὸ ν᾿ ἀπολδείξουμε ἕνχ ὑεώρημα καὶ τὸ ἀντίστροφό του, σηµαί- 


ψει νὰ δείξουμε ὅτι μιὰ ἀπὸ ης συν ῆχες του εἶναι ταυτόχρονα ἀναγκαία 


καὶ ἱχανή. 

»Ανάποξα. Έστω πρὸς ἀπόδειξη αὐτὴ ἡ διπλὴ πρόταση: 

Γιὰ νὰ ὑπάρχει τὸ Α, πρέπει καὶ ἀρκεῖ νὰ ὑπάρχει τὸ Β. 

Ἡ ἁἀπόδειξη θὰ περιλάδει αὐτὰ τὰ δυὀ ἀντίστροφα θεωρήματα : 

1ο Αὐτὸ πρέπει, εἴτε ἡ συνθήκη, εἶναι ἀναγκαία, δηλ. (3) 

(ἀπὸ Α ἔπεται Β) 
9ο Αὐτὸ ἀρκεῖ, εἴτε {, συνθήκη εἶναι ἱκανή, δηλ. 
(ἀπὸ ἩὮ ἔπεται Α). 

χιν.Ισοδύναμες ἰδιότητες. Δνὸ ἰδιότητες ἑνὸς μαὶ 
τοῦ αὐτοῦ ἀντικειμένου λέγονται ἰσοδ ύνα μες ὅταν ἕπονται ἁµοι- 
βαῖα, δηλ. ὅταν κάθο μιὰ ἀπ᾿ αὐτὲς εἶναι συνθήκη ἵκανὴ καὶ ἀναγκαία γιὰ 
τὴν ἄλλη. 

Δυὸ ἰδιότητες ἰσολύναμες πρὸς τρίτη εἶναι καὶ μεταξύ τους ἰσοδύναμες, 

Δυὸ ἰσσδύναμες ἰδιότητες μποροῦν ν᾿ ἀντικατασταθοῦν ἁμοιθαῖα σὲ κάθε 
περἰσταση. ΙΙ. χ. στὶς δυὸ παρακάτω περιπτώσεις : 

"Ας εἶναι Α, Β, Ἡ, Δ, .. . διάφορες ἰδιότητες ἰσοδύναμες ἀνὰ δύο. 

1ο. 'Εὰν ἕνα ἀντικείμενο δρίζεται ἀπὸ τὴν ἰδιότητα Α, δρίζεται ἐπίσης 
ἀπὸ καθεμιά, Ἔχουμα λοιπὀν γιὰ ἕνα καὶ τὸ αὐτὸ ἀντικείμενο περισσότε- 
ρους ἰσοδύναμους ὁρισμούς, χα, σὲ κάθε περίσταση, μποροῦμε νἁ διαλέγουμε 
μεταξύ τους τὸν καταλληλότερο γιὰ τὸ σκοπὸ ποὺ ἐπιδιώκουμε. 

ο. Εὰν ἡ ἰδιότητα Α ἐμφανίζεται στὴν ἐχφώνηση ἑνὸς θεωρήματος» 
εἴτε σὰν ὑπόθεση, εἶτε σὰν συμπέρασμα, μποροῦμε πάντοτε νὰ τὴν ἀντικαθι- 
στοῦμε μὲ μιὰ ἀπ᾿ τὶς ἰσοδύναμες ἰδιότητες Β, Μ, Δ,.... 

Μετασχηματίζουµε ἔτσι τὸ δοσμένο Φεώρημα σὲ ἄλλο ἰσοδύναμο, πι- 
Σανῶς εὐκολώτερο, ἀνάλογα μὲ τὴν ἀντικατάσταση, 1 ο) κάνουμε. 

Ἡ ἱσοδυναμία στὶς ἰδιότητες παίζει στὴν ἐπιστήμη ἕνα κεφαλαιώδη 
Ρόλο, γιατὶ τὸ πλεῖστο ἀπ τοὺς συλλογισμοὺς ἀνά' ονται σὲ μιἁ σειρὰ ἀπὸ 
μετασχηματισμούς, ᾗασισμένους στὴν ἰσοδυναμία αὖ' ᾖ. 


Ὄὔοθρω...... 


.. τν ει ἀπαραίτητη ἡ ἐξοικείωση μὲ τὶς μαθηματικὲς αὐτὲς ἐχφρά- 
ο οτι αφορᾶ π. χ. την ἀναγκαία συνθήκη, ἡ μαθηματικὴ ἔχφραση 
«ἓν οιαφέρει ἀπ᾿ τὴ συνηθισμένη. "Όταν λέμε στὴ ζωὴ ὅτι τὸ Β εἶναι μιὰ 
Ἀναγκαία συνθήκη τοῦ Α, ἐννοοῦμε ὅτι 
ο θὰν δὲν ὑπάρχει τὸ ἩἙ, δὲν ὑπάρχει καὶ τὸ Α 

: τὸ Είναι τὸ ἴδιο, ὅτι (ἀπὸ ὄχι Ὦ ἔπεται ὄχι Α). Ἑπομένως, σύμφωνα μὲ 


την ὃν ν τὴ ἥ : . . 
/ .. ο ον ἡ πρόταση εἶναι ἰσοδύναμη μὲ τὴν ἀνάστροφή της (ἀπὸ 


Οἱ τρεῖς ἀποδεικτικοὶ τρόποι 


Ἡ ἀπόδειξη μιᾶς ὑποθετικῆς πρότασης μπορεῖ νὰ γίνει μ᾿ ἔναν ἀπ᾿ τοὺς 
ἑξῆς τρεῖς (3) διαφορετικοὺς τρόπους : ἀπόδειξη ἄμεση, ποὺ μπορεῖ νὰ γίνει 
εἴτε µὲ τὴ σύνθεση εἴτε μὲ τὴν ἀνάλυση, καὶ ἀπόδειξη ἔμμεση εἴτε μὲ 
τὴν εἰς ἄτοπον ἀπαγωγή. 

ΧΥγ. Ἀπόδειξη μὲ τὴ σύνὂεση. Ἡ συνθετικὴ ἀπό- 
δειξη ἑνὸς θεωρήματος συνίσταται στὸ νὰ κατέβουμµε ἀπ᾿ τὴν ὑπόθεση 
στὸ συμπέρασμα μὲ μιὰ σειρὰ ἀπὸ άν αγκαῖ ες συνθῆκχες. 

"Ας ποῦμε πὼς ἔχουμε ν᾿ ἀποδείξουμε τὴν πρόταση : (ἀπὸ Α ἔπετα! Β). 

Ἡ σύνθεση συνίσταται στὀ ν’ ἀποχαταστήσουμε μεταξὺ Α χαὶ Β μιὰ 
ἁλυσίδα ἀπὸ ἰδιότητες Α, 5.Δ,. ... Κ, Β 
τέτοιες, ὥστε ἀπὸ καθεμιὰ νὰ ἔπεται ἡ ἑπομένη. 

Ὁ συλλογισμὲς παίρνει λοιπὸν αὐτὴ τὴ µορφή : ἀπὸ Α ἔπεται Τ, ἀπὸ 
ΓΡ ἔπεται Δ...., ἀπὸ Κ ἔπεται Β. 

ρα, ἀπὸ Α ἔπεται Β. 

Χρήση τῆς σύνθεσης. Ἡ ούνίεση εἶναι ἡ πιὸ καθαρή µέῦοδος ἕκ- 
Ῥεσης στὴν ἀνάπτυξη τῶν ἀκριβῶν ἐπιστημῶν. ᾿Ακολουφεῖ πορεία φυσική; 
ἄἅμεση καὶ γρήγορη. )Αλλὰ ὑποθδέτει ὅτι ξέρουμε τὴν ἁλυσίδα ἀπ᾿ τὶς ἰδιό- 
τητες, ποὺ πρέπει νὰ παρομθάλουμε ἀνάμεσα στὴν ὑπόνεση καὶ τὸ συμπέ- 
ρασμα. 

Βἶναι ἡ μέθοδος, πού, σχεδὸν ἀποχλειστικά, ἀκολουθεῖται σὲ κάθε 
χύχλο στὰ µαθηματιχά. 

ΧγΙ. Ἀπόδειξη μὲ τὴν ἀνάλυση. Ἡ ἀναλυτικὴ 
ἀπόδειξη ἐνὸς θεωρήματος, συνίσταται στὸ ν᾿ ἀνέβουμε ἀπ᾿ τὸ συµπέ- 
ῥασμα στὴν ὑπόθεση μὲ μιὰ σειρὰ ἀπὸ ἀναγκαῖες καὶ ἵκα- 
νὲς συνθδῆκες. 

Ας ποῦμε πὼς θάλουµμε ν᾿ ἀποδείξουμε τὸ θεώρημα : (ἀπὸ Α ἔπεται Β). 

Ἡ ἀνάλυση συνίσταται στὸ ν΄ ἀποκαταστήσουμε μεταξὺ Β καὶ Α μιὰ 
ἁλυσίδα ἀπὸ ἰδιότητες Β, Μ, δι. δ ΣΑ 
τέτοιες, ὥστε ἀπὸ χαθεμιὰ νἁ ᾖἔπεται ἡ ἐπομένη καὶ ἀπ᾿ αὐτὴ νὰ ἔπεται ἡ 
προηγουµένη. Ὁ συλλογισμὸς παίρνει λοιπὸν αὐτὴ τὴ µορφή : 
ἀπὸ Ἑ ἔπεται Μ, καὶ ἀντιστρόφως -- ἀπὸ Μ ἔπεται Ν, χαὶ ἀντιστρόφως -- 
». .- ἀπὸ Σ ἕπεται Α, καὶ ἀντιστρόφως. 

Ἔτσι, ἀπὸ Α ἔπεται Σ, ἀπὸ Σ ἔπεται Ρ,...;, ἀπὸ Μ ἔπεται Β. 

Αρα ἀπὸ Α ἔπεται Β. 

Χρήση τῆς ἀνάλνσης. Ἡ ἀνάλυση εἶναι πρὸ παντὸς ἡ μέθοδος τῆς 
ἀναζήτησης. Μ΄᾽ αὐτὴν μποροῦμε νὰ δρίσχουµε τὴν ἁλυσίδα ἀπ᾿ τὶς ἐνδιά- 


3) Λὲν ἀναφέρεται ὃ τρόπος μὲ τὴν πλήρη ἐπαγωγή, γιατὶ αὐτὸς 
χρησιμοποιεῖται σχεδὀν ἀποχλειστικὰ στὴ μαθηματική ἀνάλυση. 


µεσες ἰδιότητας ἀνάμεσα σὲ μιὰ ὑπόθεση κχὶ τὸ συμπέρασμα, ποὺ πρόκειται 
νἁ δγάλουµε ἀπ' αὑτή. 

Ἡ ἀνάλυση εἶναι λοιπὸν ἀπαραίτητη, ὅταν πρόκειται Υ᾿ ἀποδείξουμε 
γιὰ ἐξάσκηση ἕνα δεώρηµα ἡ νὰ λύσουμε ἕνα πρόβλημα. 

Σὰν μέθοδος ὄκθασης, ἡ αγάλυση αἴναι λιγώτερο λεπτὴ καὶ λιγώτερο 
γρήγορη ἀπ᾿ τὴ σύνθεση. Δὲν τὴν χρησιμοποιοῦμε συνήθως παρὰ γιά τὴ λύση 
προθλημάτων, ποὺ σχετίζονται μὲ τὸν ἀντίστοιχο κλάδο (3)(33). 

χΧνΙΙ. Ἡ εἰς ἄτοπον ἁπαγωγή. Τὸ νὰ ἀποδείξουμε 
ἕνα θεώρημα μὲ τὸ ἄτοπο σηµαίνει ν ἀποδείξουμε ὅτι ἂν δε- 
χτοῦμε τὴν ὑπόθεση, τὸ συμπέρασμα δὺν μποροῦμε νὰ τὸ ἀρνηθοῦμε 
χωρὶς σύγκρουση πρὸς αὐτή. 

"Ετσι, γιὰ ν' ἀποδείξουμε τήν πρόταση (ἀπὸ Α ἔπεται Β), πρέπει νὰ 
κάνουμε φανερὸ ὅτι δὲν μποροῦμε νὰ δεχτοῦμε ταυτόχρονα ({Α καὶ ὄχι Β) 
χωρὶς νὰ πέσουµε σὲ ἄτοπο. Ἡ δυσκολία εἶναι νὰ δροῦμα καὶ ν᾿ ἀποκλεί- 
σουµε καθετὶ ποὺ δὲν εἶναι Β. 

Τή µέφοδο αὑτὴ ἀπολουθφήσαμε κι ἑδῶ, ὅταν ἀποδείξαμα τὸ νόµο γιὰ 
τὶς ἀνάστροφες προτόσεις (ΥΙΙΙ). 

Ὅο Ἡ δοκιμασία μὲ τὸ ἄτοπο εἶναι λοχικὰ αὑστηρή. Αλλά, καθὼς δὲν 
ἐξηγεῖ ποιὰ ἄμβση σύνδεση ὑπάρχει ἀνάμεσα στὴν ὑπόνεση καὶ τὸ συμπέ- 
ρασµα, τδίνει χανθδὶς νὰ νοµίσει πὼς δὲν εἶναι φωτεινή. ᾿Ὡστόσο ἡ µάνοδος 
αὐτὴ εἶνχι συχνὰ χρήσιμη χαί, πολλὲς φοράς, ἡ σοντομώτερη καὶ ἡ καλύτερη. 


Ἐφαρμογὴ 


Ἡ ἔννοια τοῦ μεγέθους εἶναι μιὰ γενικὴ κατηγορία, δηλ. µιὰ ἀρχικὴ 
ἔννοια, ποὺ δὲν θὰ ξέραμε νὰ τὴν ὁρίσουμε. 

Ἑμεῖς ἐδῶ ἀσχολούμαστε μὲ τὰ γεωμετρικὰ μεγέθη ἢ σχήµατα, δηλ. 
σημεῖα τοῦ χώρου, θὐθεῖες, ἐπιφάνειες, στερεὰ καὶ πάνε σύνολο ἀπὸ ῥσαδή- 
ποτε τέτοια ἀντιχείμενα. 

Γιὰ νὰ οἴκρδομήσουμε παραγωχιχἁ εἴτε ἀξιωματικὰ τὴ Γεωμετρία 
εἶναι ἀπαραίτητο νὰ ξεδιαλύνουμε τὸ ἀρχικὸ πλέγμα της, δηλ. τὰ καθαυτὸ 


3) Κατὰ τήν σύννεση µετασχηματίζουµε τὴν ὑπόνεση 6ρίσκοντας ἆνα- 
γκαῖες συννῆκες. Κατὰ τὴν ἀνάλυση μετασχηματίξουµε τὸ συμπέρασμα, δρί- 
σχοντας ἱκανὲς τι ἀναγχαῖες συνθῆκες. θὰ µμπορούσαμεα νὰ χρησιµοποιή- 
σοῦμε καὶ μιπτὴ μέθοδο, κατὰ τὴν Αποία θὰ προχωρούσαμε παράλληλα κι 
ἀπ᾿ τήν ὑπόθεση πρὸς τὰ κάτω καὶ ἀπ᾿ τὸ συμπέρασμα πρὸς τ’ ἀπάνω. 

κ) 0 ἐρευνητικὸς χαρακτήρας τῆς ἀναλυτικῆς μεθόδου, θὰ τὴν κάνει 
τὴν Χύρια μέθοδο γιὰ τὸ θιδλίο αἱτό, ὅπου τὸ ἀντικβίμενό του εἶναι ἀκριέῶς 
ἡ μεθοδ.κη λύση τοῦ προθλήματος τῆς Γεωμετρίας. Ἰδιαίτερη προσοχή 
πράπει ν΄ ἀποδώσουμε στὸν ἔλαγχο ἂν οἱ συνθῆκες τοῦ ἀναλυτικοῦ συλλογι- 
σμοῦ µας αἶναι πάντοτε καὶ ἴκανάς, ἡ παρἀλειφις τοῦ ὁποίου κάνε; ἁπαραί- 
τητη τὴν ἀπόλειξη τῆς ἀντίστροφης πρότασης (παραδείγματα στὸ κείµενο). 


--ο-- 


ἀξιώματα καὶ τὰ αἰτήματα, ἀναφορικὰ μὲ τὰ γεωμετριχὰ μεγέθη. "Ολες οἵ 
ἄλλες προτάσεις Φὰ ἔπονται λογικά. 

᾿Αναφέρουμεα, ἀνδεικτικὰ µόνο (3) μερικὰ ἀπ᾿ τὰ ἀξιώματα κι αἰτή- 
µατα τῆς Εὐκλείδιας Γεωμετρίας, ἑφ' ὅσον ὃ σκοπός µας δὲν εἶναι νὰ ἐπι- 
μείνουμε σ’ αὑτὸ τὸ µέρος τῆς θεωρίας : 

᾿Αξιώματα τῆς ἱσότητας : 

1ο Δύο ὁμογενῆ (δηλ. τῆς ἴδιας κατηγορίας) μεγέθη εἶναι Ίσα (2ληλ. 
μποροῦν νὰ ταυτισδοῦν) Ἡ ἅγισα (δηλ. δὲν εἶναι ἴσα) 

2ο Δύο µεγέδη ἴσα εἶναι ἀμοιδαῖα ἴσα. Δηλ. τὸ πρῶτο εἶναι ἴσο μὲ τὸ 
δεύτερο καὶ τὸ δεύτερο ἴσο μὲ τὸ πρῶτο. 

8ο Δύο µεγάθη ἴσα πρὸς τρίτο εἶναι χαὶ µεταξύ τους ἴσα. 

(Ἔπεται ἀπὸ δῶ, ὅτι δυὸ ἴσα μεγέθη μποροῦν ν’ ἀντικατασταθοῦν ἁμοιθαῖα 
απὲ κάδε περἰσταση). 

᾿Αξιώματα τῆς πρόσδεσης : 

4ο Τὸ ἄθροισμα δύο ὁμογενῶν μεγενῶν εἶναι μέγεθος τῆς ἴδιας κα- 
πηγορίας. 

ὕο ᾿Ισχύει γιὰ τὴν πρόσθεση ἡ ἄἀντιμετάθεση ᾖ(Α΄--Α΄--Α’-|-Α) κι 
ὃ ἐπιμερισός  ([Α΄ΓΑ”Η-Α”ΞΞΑ”ΤΗΙΑ" ΓΑ’) 

(Απὸ δῶ ἔπεται ὅτι τὸ ἄθροισμα εἶναι ἀνεξάρτητο ἁπ᾿ τὴν τάξη τῶν 
προσθετέων καὶ ὅτι μποροῦμε ν᾿ ἀντικαθιστοῦμε κάμποσους προσθετέους 
μὲ τὸ ἄνροισμά τους). 

“Ορισμός : Λέμε ὅτι ἕνα µέγενος εἶναι µεγαλύτβρο ἑνὸς ἄλλου, ὅταν 
τὸ πρῶτο ἰσοῦται μὲ τὸ ἄθροισμα τοῦ δεύτερου κι ἑνὸς τρίτου. 

᾿Αξίωμα τῆς διαφορᾶς : 

ϐρ Αν δυὸ μεγέθη αἶναι ἄνισα, τὸ ἕνα εἶναι μεγαλύταρο τοῦ ἄλλου 
᾿(ὁπότε αὐτὸ εἶναι μικρότερο τοῦ πρώτου). Δηλ. ὑπάρχει ἕνα τρίτο μέγεὺος, 
πού, ἂν προστεθεῖ στὸ δεύτερο, ξαναδίνει τὸ πρῶτο. 

(Τὸ τρίτο αὑτὸ µάγαθος ὀνομάζεται διαφορὰ τῶν δύο ἄλλων). 

“ώρισμός : Λέμε ὅτι ἕνα μέγεθος εἶναι διαιροτὸ σὲ Ὁ, ὃ,..., ν µέρη, 
ὅταν μποροῦμα νὰ τὸ θεωρήσουμε σὰν ἄθροισμα ἀπὸ 3, Ὁ,...)Υ μεγάθη 
τῆς ἴδιας χατηγορίας. 

᾿Αξιώματα τῆς διαιρετότητας : 

Το Ἡάθε συναχὲς µέγδὺδος Α εἶναι διαιρετὸ σὲ δυό µάρη, χι ἑπομένως 
σὲ ὁσαδήποτε. 

ὃο Κάδε συνεχὲς μέγεθος Α εἶναι ὅ.αιρετὸ σ ἕναν ὁποιοδήποτε ἄρτιο 
ἀριθμὸ ἀπὸ ἴσα µέρη. 

᾿᾽Αξιώματα τοῦ Αρχιμήδη : 

9ο Τὰ πολλαπλάσια (Λ-:Α--9Α, Α-ΓΑ-ΙΓΛΞΞδΑ,' :«) ἀνὸς μεγάδους 
Α σχηματίζουν μιά ἀκολουθία ἀπὸ αὔξοντα μεγέθη, ποὺ αὐξάνουν ἀἁπεριό- 


Ν 
. 


δη Πολύ περισσότερ», ἐπειδὴ ὅλα τὰ γυμνασιακὰ θιθλία Γεωμετρίας πα- 
ρρυσιάζουν στὸ σημεῖο αὐτὸ ἀδικαιολόγητη ἀδυναμία. 


-- 10 σα 


βιστα (μποροῦν νὰ γίνουν μεγχλύτερα ἀπὸ κάθε δοσμένο ὁμογενὲς µέγενος 
ὁσοδήποτε μεγάλο). 

10ο Τὰ ὑποπολλαπλάσια [ ὃν . ο. , ο. ο | ἑνὸς μεγέθους ΛΑ 

9 9 4 
σχηματίζουν μιὰ ἀκολουδία ἀπὸ φθίνοντα μεγέθη ποὺ µικραίνουν ἀπεριόρι- 
στα (μποροῦν νὰ γίνουν μικρότερα απὸ Χκάθα δοσμένο ὁμογενὲς μέγεθος ὃσο- 
δήποτε µικρὀ). 

Μὲ δάση τὰ ἀξιώματα αὐτὰ καὶ μερικἁ ἄλλα προχωροῦμε στῆν µαθη- 
µατικὴ (γεωμετριχή) παραγωγή. ᾽Αλλὰ γιὰ νὰ προχωρήσουμε μᾶς χ/ειάζεται 
νὰ ὀρίσουµε τὰ µεγένη. µέ τὰ ὁποῖα δὰ ἀπασγοληθοῦμε χαὶ γιὰ τὸ σχκοπὸ 
αὐτὸ εἶναι, ἀπαραίτητα κάµποσα αἰτήματα : 

Αἰτήματα τῆς εὐθείας : 

(Ἡ ἔννοια τῆς εὐθείας εἶναι μιὰ ἔννοιχ, ποὺ τὴν ἀποχτᾶμε μὲ τὴν πα- 
ῥατήρηση, ἀλλά ποὺ δὲν μποροῦμε νὰ τὴν ὁρίσουμε). 

11ο Δύο σημεῖα (Φέσεις µέσα στὸ χῶρο) καδορίζουν μιά εὐθεῖα, Αηλ. 
ἀπὸ δυὸ δοσµένα σημεῖα περνάει μιὰ εὐθεῖα καὶ μιὰ μόνη. 

12ο Ἡ εὐθεῖα εἶναι μιὰ Απεριόριστη γραμμή. Δηλ. μιὰ εὐθεῖα ἐπεχκτεί- 
γεται ἀπεριόριστα κατὰ τὶς δυὸ ἀντίθετες διευθύνσεις της. ᾿πίσης μεταςὺ δύο 
σημείων ὃ συντομώτερος δρόμος εἶναι ἡ εὐθεῖα. 

(Ἔπονται σὰν ἱδιότητες ὅτι ἀπὸ κάθε σημεῖο περνοῦν ἄπειρες εὐθεῖες, 
ὅτι δυὸ εὐθεῖες μὲ δυὸ κρινὰ σημιεῖὰ συμπίπτουν, ὅτι δυὸ διαφορετικὲς Σὐθεῖες 
Έχουν τὸ πολὺ ἕνα ποινὸ σημεῖο κλπ.). 

“Ορισμός : Δυὸ εὐθδεῖες χέγονται παράλληλες, ὅταν ὀνήχουν στὸ ἴδιο 
ἐπίπβδο καὶ δὲν ἔχουν κανόνα ποινὸ σημεῖο. 

19ο (τοῦ Εὐκλείδη). 'Απ᾿ ἕνα σημεῖο, ποὺ δὲν ἀνήκει σὲ μιὰ εὐφεῖα 
μποροῦμε νὰ φέρουμε μιὰ παράλληλο πρὸς αὑτὴ καὶ µία μόνη. 

Αἰτήματα τοῦ ἐπιπέδου : 

(Καὶ τὸ ἐπίπεδο ἀποτελεῖ ἐπίσης μ.ιὰ ἔννοια, ποὺ ἀδυνατοῦμε νὰ τὴν 
ὁρίσουμε). 

14ο Τὸ ἐπίπεδο εἶναι μιὰ ἀπεριόριστη ἐπιφάνεια ποὺ περιὲχει ὁλόχληρη 
τὴν εὐθεῖα, ποὺ κἀνοΓίξουν δυὸ τυχαῖα σημεῖα του. 

10ο Κάνε ἐπίπεδο χωρίζει τὸ χῶρο σὲ δύο ἡμιχώρια, ποὺ ῥρίσκονται 
ἀπὸ διαφορετικὲς μεριὲς τοῦ ἐπιπέδου. 

16ο Κάθε εὐθεῖα ἑνὸς ἀπιπάδου χωρίζει τὴν ἐπιφώνειά του σὲ δύο ἥμιε- 
πίπεδα, ποὺ δρίσκονται ἀπὸ διαφορετικὲς μεριὲς τῆς εὐθείας. 

(Απὸ δῶ ἔπονται οἱ γνωστὲς ἰδιότητες τοῦ ἐπιπάδου, ὅπως ὅτι τρἰα ση- 
μεῖα ὀρίζουν ἕνα ἐπίπεδο κλπ.). 

Στὴν ἀποδεικτικῇ πορεία θὰ χρησιμοποιηθεῖ συχνὰ καὶ τὸ αἴτημα τοῦ 
άμεταβλήτου.: Στὰ γεωμετρικὰ σχήματα ἀποδίδουμα µορφή, ἕκταση καὶ 
θέση. Καὶ οἱ τρεῖς αὐτὲς ἔννοιες εἶναι ἀρχικὲς γιὰ τὴν άντιληφη τοῦ σύμ- 
παντος. Λέμε τότε ὅτι: 

1Το Ἕνα ἀμετάδλητο σχῆμα εἶναι ανεξάρτητο αἀπ' τὴ θέση του στὸ 


χῶρο. Ληλ. μπορεῖ ν᾿ αλλάξει διαδοχικἁ ἄπειρες θέσεις στὸ χῶρο, χωρὶς 
οὔτε ἤ µορφή του οὔτε ἡ ὄκτασή του νὰ μεταβληθοῦν. 

18ο Δυὸ ἁμετάθλητα σχήματα ποὺ συμπίπτουν σὲ μιὰ δοσµάνη δάση, 
μποροῦν νὰ συµπέσουν σὲ κάνε ἄλλη Φέση τοῦ χώρου. 


Μὲ τέτοια ἀξιώματα καὶ αἰτήματα (στὰ ὁποῖα πρέπει νὰ συμπεριλά- 
βουµε καὶ τὶς γενικὲς κατηγορίες, ὅπως χῶρος. μέγεθος, µορφή, θέση, κλπ.) 
μποροῦμε πιὰ νὰ οἴκοδομήσουμε λογικὰἁ τὴ Στοιχειώδη Εὐκλείδια Γεωμε- 
τρία. Στὴν παραγωγιἡ παραπάρα πορεία θὰ Ἀχρησιμοποιοῦμε μονάχα τήν 
ἀπόδειξη καὶ τὸν ὁρισµμό. Μαμμιὰ πρόταση, ποὺ νὰ μὴν εἶναι ἀξίωμα εἴἶτε 
αἴτημα, ἀποδειγμένο θεώρημα εἴτε ὁρισμὸς (ὀρθὸς καὶ πλήρης ιὲ τὴ βοήθεια 
γνωστῶν ἄντικειμένων) δὲν 9ὰ γίνεται πια δεκτή. 

Ἐννοεῖται ὅτι ἂν ἀλλάξουμε ἔστω χαὶ μιὰ ἀπ τὶς ἀναπόλδεικτες προ- 
τάσεις, ποὺ πήραμε σὰν ἀληθινὲς --- καὶ τίποτα ἀπὸ λογικη γαθαρὰ ἄποψη 
δὲν μᾶς ἐμποδίζει -- τότε ὅλο τὸ οἰκοδόμημα θὰ μεταδληθεῖ περισσότερο 
λιγώτερο. Μὲ τὴν ἀλλαγὴ π. χ. τοῦ 19ου αἰτήματος τοῦ Εὐκλτίδου καὶ τὴν 
παραδοχἡ τοῦ ἀντιθέτου, καθὼς καὶ μὲ κατάλληλες ἀἄλλαχγὲς σὲ μεριχκὲς 
ἆλλες ἀρχιχὲς προτάσεις μποροῦμε νᾶχουμα τὰ γνωστά μὴ Εὐκλείδια συστή- 
µατα Γεωμετρίας. Ἡ πλήρης ὅμως διατύπωση κι ἡ παραπέρα µελέτη 2ὲν 
περιλαμδάνεται στὸ σχοπὸ τοῦ διθλἰου αὐτοῦ (6λ. μὴ Βὐκλείδιες ΤΓευμιετρίες). 


Σημειώνουμε τὴν σηµασία τῶν συνηθεστέρων συμβόλων : 
ἴσος 


« μικρότερος ἡ ἴσος, μεγαλύτερος ἢ ἴσος 
«2 ὅμοιο σχῆμα 

ιο κατὰ συνέπεια, ἔπεται 

ντο σημεῖο τουτότητας 

στὺ. σταδερὸς 

||. παράλληλος 

ι κάθετος 

«ἕ εἴτε Α γωνία 

(ΑΒ) μῆνος τοῦ εὐθ. τμήματος ΑΒ 

περ. (Ο, Ε) περιφέρεια μὲ κέντρο Ο καὶ ἀκτίνα Ε 
τργ. τρίγῶγο 

ὀρῦ- ὑρθὴ (γωνία) 

ὀρθ- τργ. ὀρθογώνιο τρίγωνο 

γ. τ. νεωμετρικὸς τόπος 

8, Κ, µ,..- γνωστά μήκη 

α, Ωὢ)... Ὑνωστὲς γωγίες 

τ ἡμιπερίμετρος τριγώνου. 


Στὰ σχήματα οἵ ἔγτογες γραμμὲς ἢ τὰ διπλὰ σημεῖα παριστάνουν 
τὰ ζητούμενα ἀπ᾿ τὺ πρόβλημα γεωμετρικὰ στοιχεῖα. 


ΠΗ ΜΕΘΟΔΙΚΗ ΛΥΣΗ 
ο ΤΟΥ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 


ΟΙ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ τοποΙ 


Α. Μερικὸς  βασικὲς περιπτώσεις 


Κάδε γεωμετρικὸ «πρόβλημα» εἶναι μιὰ πρόταση, ὅπου, σύμφωνα 
πρὸς ὠρισμένες δοσµέγες συνθῆκες, ζητεῖται ἡ κατασκευ Ἰ ἑνὸς γεωµετρι- 
κοῦ στοιχείου. Π.χ. «δίδεται ἐπίπεδο καὶ ζητεῖται νὰ κατ«σκευασθεῖ πάνω 
σ᾿ αὐτὸ μιὰ ὀρθὴ γωνία». Τὸ πρόβλημα αὐτὸ μπορεῖ νό διατυπωθεῖ καὶ 
σὰν Ὀεώρημα : «Αν ἔχουμε ἕνα ἐπίπεδο, τότε κάθα γωνία τοῦ ἐπιπέλου 
ἐγγεγραμμένη σὲ ἡμιπεριφέρεια εἶναι, ὀρθή». Ιζαὶ κάθε πρόβλημα απορεῖ 
νὰ διατυπωθεῖ σὰν θεώρημα, σὰν ἀποδεικτέα δηλ. ὑποβετικὴ πρόταση, 
μὲ ὑπόθεση τὸ σύνολο τῶν δοσµένων συνθηκῶν καὶ συμπέρασμα τὴ 
λύση τοῦ προβλήματος, ἐφόσον μᾶς εἶναι γνωστή. 

Γιὰ τὴ λύση τῶν προβλημάτων ἐφαρμιόζουμε γενικἁ τοὺς τρεῖς ἀπο- 
δειμτικοὺς τρόπους, ποὺ ἐκθέσαμε στὸ εἰσαγωγικὸ σημείωμα, κι ἰδιαί- 
τερα τὴν ἀναλυτικὴ μέθοδο. Κατ αὐτὴ θεωροῦμε τὸ πρόβλημα λυµένο 
καὶ ζητοῦμε ν᾿ ἀνέβουμε πρὺς τὰ δοσµένα στοιχεῖα μὲ ϊχανὲς καὶ 
ἀναγκαῖες συνθῆκες. Συνήθως προχωροῦμε µόνο μὲὰ ἀναγκαῖες συνδῆ- 
κες, λέμε π. χ. ὅτι ἂν (9) εἶναι τὸ ζητούμενο σχῆμα, τότε δὰ συμβαί- 
γει αὐτὸ κι αὐτό. Καταλήγουμε ἔτσι σὲ μιὰ τελικὴ ἀναγκαία συν- 
θήκη, Ἡ ὁποία βρίσκεται 'σὲ ἄμεσιη σχέση μὲ τὰ δοσµένα στοιχεῖα, 
κι ἐπιτρέπει τὴν ἐξ ἀρχῆς κατασκευη τοῦ ζητουμένου σχήματος. ᾽Αλλὰ 
γιὰ νάνοι ἀληδινή, γιὰ νἆναι δυνατή, ἡ κατασκευὴ αὐτή, θάπρεπε νὰ 
ἐλέγχαμε ἂν ἀντίστροφα οἵ ἀναγκαῖες συνθῆκες, ποὺ ὁδηγήσαγνε σ᾿ αὐτή, 
ἦταν ὅλες σύγχρονα καὶ ἱκανές  Διαφορετικὰ εἵμαστε ὑποχρεωμένοι ν᾿ 
ἀποδείξουμε καὶ τὴν ἀντίστροφη πρόταση. | 

Ἡ ἀξία τῆς ἀνάλυσης ὡς μεθόδου ἔρευνας βρίσκεται ἀκριβῶς στὴν 
εὐχολία μὲ τὴν ὁποία μποροῦμε γάᾶχουμε ἀναγκαῖες ᾽ συνθῆκες σὰν τὶς 
παραπάνω. Προστίθεται ὅμως ἢ ὑποχρέωση νὰ ἐλέγξουμε ποιὲς ἀπ᾿ ὅλες 
τὶς δυνατὲς ἀναγκαῖες συνδΏῆχες εἶναι καὶ ἱκανές δηλ. ἤ:.ὑποχρέωση 
νὰ κατέβαυι ὤπεσαο ἀπ τὴ" ᾿πόθεαι (δεδ”-ιένα) στὸ πι όστις 
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(λύση). Γι’ αὐτὸ λέμε συνήθως ὅτι γιὰ νὰ λύσουμε ἕνα πρόβλημα κάνουμε 
πρῶτα τὴν ἀνάλυση κι ἔπειτα τὴν σύνδεση, δηλ. τὴν ἀπόδειξη τοῦ ἀντι- 
στοίχοῦ θεωρήματος μὲ τὺν συνθετικὸ τρόπο. Αὐστηρά, ἂν κατὰ τὴν ἀνά- 
λυση χρησιμοποιούσαµε µόνο Ἱκανὲς καὶ ἀναγκαῖες συνθῆκες, πρᾶγμα 
ποὺ συνήθως στὴν πράξη δὲν μᾶς εἶναι βολετὸ νὰ τὸ ἐλέγχουμε κάθε 
στιγµή, ἡ ἀπόδειξη τοῦ ἀντιστρόφσυ θἄτανε λογικὰ περιττή. Δὲν θᾶμενε 
παρὰ ἡ πραγματοποίηση τῆς κατασκενῆς μὲ τὸν κανόνα καὶ τὸν διαβήτη. 


ὈὍρισμός: Κάθε γξωμετρικὸ σχῆμα, ποὺ ὅλα τὰ σημεῖα 
του, ἀλλὰ καὶ µόνον αὐτά, ἔχόνν μνιὰ' ὡρισμένη ἰδιότητα, ἀποτελεῖ 
ἕνα «γεωμετρικὸ τόπο». 

Ὁ Υ. τ. εἶναι λοιπὸν ἕνα σημειοσύνολο, ποὺ περιγράφεται ἀπὸ κά- 
ποια καδοριστικὴ ἱδιότητα. Γι’ αὐτὸ καὶ μερικἁ σχήµατα εἶναι γ. τ. ἐξ 
᾿ὁρισμοῦ : 

Ἡ περιφέρεια απ. χ. εἶναι ὅ γ. τ. τῶν σηµείων τοῦ ἐπιπέδου, ποὺ 
ἀπέχουν ἀπ' ἓν᾽ ἄλλο-- τὸ κέντρο Κ--μιὰ σταθερὴ ἀπόσταση-- ἴση μὲ τὴν 
ἀκτίνα ΕΒ. 

Σχεδὸν πάντα μποροῦμε νὰ πιθαναλογήσουμε τὴν μορφὴ τοῦ τόπου 
μας : ᾿Αρχεῖ π. χ. νὰ διαπιστώσουμε πὼς τὸ ζητούμενο σχῆμα ἔχει ση: 
μεῖα καὶ σὲ ἄπειρή (ὁσοδήποτε µεγάλη) ἀπόσταση, γιὰ νὰ συμπεράνουµε 
πὼς θᾶναι µία ἢ περισσότερες εὐδεῖες εἴτε ἐπίπεδα, εἴτε ἀκόμα ἀνοιχτὸ 
(μὴ τελειωμένο ἀπὸ παντοῦ σὲ γραμμή ἢ σ᾿ ἐπιράνεια) κομμάτι τοῦ χώ- 
ρου. Ὅταν ἀντίθετα ὅλα τὰ οημεῖα τοῦ τόπου βρίσκουνται σὲ περιορι- 
σµένες (μικρότερες κάποιου σταθεροῦ, ἀλλ᾽ ἀρκετὰ μεγάλου µήχους) ἆπο- 
στάσεις, τότε τὸ σχῆμα µας θᾷναι µία ἢ περισσότερες περιφέρειες εἴτε 
τόξα, σφαιρικὲς ἐπιφάνειες ' εἴτε κομμάτια ἀπ᾿ αὐτές, εὐθύγραμμα τµή- 
µατα ἐπιπέδου, εἴτε τέλος κλειστὰ κομμάτια τοῦ χώρου: 

Φτὰ ἐπίπεδα σχήματα, σημεῖο στὸ ἄπειρο σηµαίνει συνήθως γιὰ 
τὸν γ. τ. εὐθεῖα. 

Μποροῦμε τώρα νὰ προχωρήσουμε σ᾿ ἐφαρμογές. 

ον 
Θεώρημα: κ«ςἊἈΑν δίδονται δυὀ σημεῖα Α καὶ Β, τόταο ἡ κάθετος 
στὸ µέσο (µεσοκάθετος ἢ ἐπίμεσος) τοῦ αὖθ. τμήματος ΑΒ εἶναι 
ὃὁ τόπος τῶν σημείων, ποὺ ἰσαπέχουν (ἀπέχουν ἴσες ἁποστάσεις) 
ἀπὸ τὰ δύο σταθερὰ σηµεῖα». 

Γιὰ νὰ κατασκευάσουµε τὴν κάθετο αὐτή, φθάνει νὰ προσδιορί- 
σουµε σὲ ἴση ἀπόσταση ἀπὸ τὰ Α καὶ Β δυὸ σημεῖα Μι, καὶ Μ.. Μὲ 
κέντρο λοιπὺὸν τὰ Α καὶ Β... αλπ. 

Ἰδοῦ μερικὲς γνωστὲς συγέπειες τοῦ θεωρήματος ἀὐτοῦ : 

Ἱ.--«Τὸ κέντρο Κ μιᾶς περιφέρειας, πού Ἑέρουμε πὼς περνάει ἀπ᾿ 
τὰ σημεῖα Α καὶ Β. βρίσκεται πάνω στὴν «ἐπίμεσο» εἴτε «μεσοχάθετο» 
τοῦ τμήματος ΑΒ. 
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Αν τὸ σημεῖο Ι ὤφειλε νὰ ὑπακούει καὶ σὲ μιὰ δεύτερη συνθήκη, 
τότε θὰ μποροῦσε τελείως νὰ προσδιορισδεῖ (στὴ μέθοδο τῆς τομῆς τῶν ᾿ 
Υ. τ. 9) ἀπασχοληθοῦμε μὲ τὶς περιπτώσεις αὐτές). 

2.--Ἡ εὐθεῖα, ποὺ ἑνώνει τὰ κέντρα δύο τεμνοµένών περιφερειῶν, 
εἶναι κάθετος οτὸ µέσο τῆς χοινῆς χορδῆς. 

ὃ.--Ἡ εὐθεῖα, ποὺ περνάει ἀπ᾿ τὸ κέντρο ἑγὸς κύκλου κι ἀπ᾿ τὸ 
µέσο ἑγὸς τόξου αὐτοῦ, εἶναι κάθετος στὸ µέσο τῆς χορδῆς τοῦ τόξου. 

4.---Γιὰ νὰ διχοτοµήσουµε ἕνα εὐθ. τμῆμα ΑΒ, φθάνει νὰἁ κατα- 
σκευάσουµε δυὸ σημεῖα Μ;, καὶ Μο σὲ ἴσες ἀποστάσεις ἀπ᾿ τὰ Α καὶ Β 
καὶ νὰ χαράξουµε τὴν εὐδεῖα Μι Μο. Στὴν πράξη δὰ φροντίσουμε, ὥστε 
τὰ σημεῖα Μι καὶ Μ., ν᾿ ἀπέχουν ἀρκετά τὸ ἕνα ἀπ τ ἄλλο χαὶ νὰ βρἰ- 
σκούνται ἀπὺ διαφορετικὲς μεριὲς τῆς ΑΒ, γιὰ νὰ εἶναι ἡ χάραξη ὅσο 
μπορεῖ ιό ἀχριβής. 


μ. 
κ... 


Θεώρημα: «Ἡ διχοτόµος μιᾶς Ὑωνίας αἶναι ὃ τόπος τῶν ση- 
µείων, ποὺ ἱσαπάχουν ἀπ᾿ τὶς πλευρές της», 

:Στὴ στοιχειώδη Γεωμετρία λέμε «ὙΥωνία» τὸ σχῆμα, ποὺ συγκρο- 
τοῦν δυὸ ἡμιευθεῖες μὲ κοινὸ τὸ σημεῖο τῆς ἀρχῆς. Ὡστόσο εἶναι σκό- 
πιμο νὰ πλατύνουμε τὴν παραπάνω πρόταση γιὰ δυὸ τεμνόµενες εὐδεῖες. 
Τότε εἶναι φανερὸ πὠς στὴ θέση τῆς μιᾶς διχοτόµου µπαίνουνε δυὺ δι- 
χοτομοῦσες εὐθεῖες κάθετες μεταξύ τους (ὁ σταυρὸς τῶν διχοτόµων)- 


Θεώρημα: «0 τόπος τῶν σημείων, ποὺ ἰσαπάχουν ἀπό δυὸ πα- 

ράλληλες οαὐθεῖες, εἶναι ἡ ἰσαπέχουσα παράλληλος». 

Γεγικὰ ὅταν μιλᾶμε γιὰ δυὸ εὐθεῖες τοῦ ἐπιπέδου, χωρὶς νὰ καδο- 
ορίζουμε σὲ πιὰ σχέση βρίσκουνται μεταξύ τους, θά δεωροῦμε ὅτι τέµνον- 
ται. Στὴν ξεχωριστὴ περίπτωση τῆς παραλληλίας, ὃ σταυρὸς τῶν διχο- 
τόμων δὰἀ δίνει τὴ Ὀέση του στὴν ἰσαπέχουσα παράλληλο-- στὴν «μεσο- 
παράλληλο» μὲ μιὰ λέξη. Ἡ µεσοπαράλληλος εἶναι καὶ ὃ τόπος τῶν µέ- 
σων τῶν τμημάτων, ποὺ τελειώνουν στὶς δυὸ δοσµένες παράλληλες 
εὐθεῖες, 


Θεώρημα: «Ὁ τόπος τῶν σημείων, ποὺ ἀπέχουν ἀπὸ σταδερὴ 
εὐθεῖα μιὰ γωστή ἀπόσταση, ἀποτελεῖται ἀπὸ δυὸ αὐθεῖες παρἀλ- 
ληλες πρὸς τῇ δοσµένη». 

Ἡ πρόταση, αὐτὴ θά χρησιμοποιηθεῖ πολὺ παρακάτω, στὴ µέ6οδο 

τῆς μεταφορᾶς. α 
ἁ κ 

Θεώρημα: «Δίδεται μιὰ εὐδεῖα ὃ καὶ σημεῖο Α, ἄξω ἀπ αὐτὴ. 
"Αν εἶναι Ὦ τὸ σημεῖο ὅπου τυχαία εὐθεῖα ἀπ', τὸ Α Χόδει τὴν δ,τότα 
ὁ τόπος τῶν µέσων Μ τῶν τμημάτων ΑΒ εἶναι μιὰ εὐθαῖα ε ᾖ δ». 

Ἐκτὸς ἀπ᾿ τὸ τὐχαῖο τμῆμα ΑΒ (σχ. 1), ἂς πάρουµε καὶ τὸ τμῆμα 

ΑΓ1δ. Ἡ εὐθεῖα ΜΙ (1 τὸ µέσο τοῦ ΑΓ) ἑνώνει τὸ τυχἀῖρ σημεῖο Μ 
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τοῦ τόπου μὲ τὸ σταθερὸ Ἱ, ποὺ κι αὐτὸ ἀνήκει ἐκ κατασχενῆς στὸν 
τόπο. ᾿Αλλὰ ἡ ΜΙ, ἔτσι κατασκευασμένη, ἑνώνει τὰ µέσα δύο πλευρῶν 
τοῦ τργ. ΑΒΓ-- ἄρα εἶναι ΜΙ ||δ. Κι ἐπειδή, σύµφωνα μὲ τὸ Εὐκλείδιο 
αἴτημα, ἀπ᾿ τὸ Ι μιὰ µόνη παράλληλος πρὸς τὴ ὃ μπορεῖ νὰ γραφεῖ, 
κάθε σημεῖο τοῦ τόπου θὰ βρίσκεται ἀναγκαῖα πάνω 
στὴν παράλληλο αὐτή. Ὁ ἔλεγχος ἂν ἡ ἀναγκαία αὐ- 
τὴ συνθήκη εἶναι καὶ ἱκανὴ γιὰ νάχει τὸ Μ τὴν ἰδιό- 
τητα τοῦ τόπου, ὁδηγεῖ στὴν ἀπόδειξη τῆς ἑξῆς ἀν- 
τίστροφης πρότασης. Αν Μ τυχαῖο σημεῖο εὐθείας 
ε, ὅπου εἰ] ὃ καὶ σ' ἀπόσταση ἀπ τὴν τελευταία ἴση 
μ᾿ ἐκείνη τοῦ γνωστοῦ σηµείου Α ἀπ᾿ τὴν ε, τὸ Μ 
εἶναι µέσο τοῦ τμήματος ΑΒ,όπου Ἡ ἡ τομὴῆ τῆς εὐδείας ΑΜ καὶ τῆς δ. 


δα. 


Θεώρημα: «Ἑνώνουμε σταθερὀ σημεῖο Α (σχ. 1) μὲ τὸ τυχαῖο 
σημεῖο Μ γνωστῆς εὐθείας ε καὶ πάνω στὴν εὐθεῖα ΑΜ πέρνουµε 
(ΜΕ)--(ΑΜ). Ὅταν τὸ σημεῖον Μ κινεῖται ἐπὶ τῆς ε, ὃ Υ.τ. τοῦ ἄχρου 
Ἡ εἶναι εὐθεῖα δε». 

ὍΟρισμός. Τὸ σχῆμα ποὺ τὸ ἀποτελοῦν ὅλες οἳ εὐθεῖες μὲ κοινὸ ἕνα 
σημεῖο Α, λέγεται «δέσμη» εὐθειῶν. Τὸ Α εἶναι τὸ «κέντρο» χι ἡ τυχαία 
ἀπ᾿ αὐτὸ εὐθεῖα μιὰ «ἀχκτίνα» τῆς δέσµης. Μπορεῖτε, ἂν θέλετε, νὰ δια- 
τυπώσετε τὰ δυὸ παραπάνω θεωρήματα χρησιµοποιόντας αὐτὸν τὸν 
ὁρισμό. 

κ ν 

θεώρημα: «Ὁ τόπος τῶν σημείων,ποὺ Ερίσοκονται µέσα στὀ ἄνοιγ- 
μα μιᾶς γωνίας ΧΟΒΨ καὶ ποὺ οἱ ἀποοτάσεις τους ἀπ᾿ τὶς πλευρὲς 
τῆς γωνίας ἔχουν ἄθροισμα σταθερὰ ἴσο μ᾽ ἕνα µῆκος λ, εἶναι ἕνα 
εὖθ. τμῆμα. Τὸ τμῆμα αὐτό, μαζὺ μὸ τὶς πλευρὲς τῆς γωνίας, σχη- 
µατίζει ἰσοσχελὲς τρἰγωνο, ποὺ τὰ ἴσα ὕψη του ἔχουν µῆκος λ», 

Ας «γατασκευάσουµε 
(σχ. 2) τὸ τυχαῖο ση- 
μεο ἨΜ τοῦ τόπου : 
(ΜΑ) -Ι-(ΜΒ) --λ, Γιὰ νᾱ- 
χουμε τὸ λ πάνω σὲ μιὰ 
µόνη εὐθεῖα, ὃς προεχτεί- 
γουµε τὸ τμῆμα ΑΜ κατά 
μῆκος (ΜΓ)--(ΜΕΒ). Τότε 
εἶναι (ΑΓ) --λ. Κι ἂν κχα- 
θάξουμε τὴν Γ2!ΟΣ, ἡ 
παράλληλος αὐτὴ εἶναι μιὰ 
πατασκευάσηιη γνωστὴ εὐθεῖα. Ἡ τομὴ Δ τῶν ΓΖ καὶ ΟΨ ἀνήκει στὸν 
τόπο, ἀφοῦ ἡ ἀπύόσταση (ΔΗ/--λ, καὶ δὲν ἐξαρτᾶται ὁπ᾽ τὸ τυχαῖο ση- 
μεῖο Μ τοῦ τόπου, δηλ. τὸ Δ εἶναι ὅπως λέμε «σταθερό». 

Εΐναι φυσικὸ γὰ σκεφτοῦμε νὰ ἑνώσουμε τὸν σταθερὸ Δ μὲ τὸ Μ 


ἂς εἶναι δὲ Ὦ ἡ τομὴ τῶν εὐθειῶν ΔΜ καὶ ΟΧ. Τὰ ὀρὺ. τργ. ΜΒΔ καὶ ΜΓΑ 
εἶναι ἴσα, ἀφοῦ ἔχουν κοινἡ τὴν ὑποτείνουσα καὶ πήραμε (ΜΒ) -- (ΜΓΙ. 
ρα «ἄΜΔΓ -- ἅ ΜΔΑΒ. 

Αλλ᾽ ἐξ αἰτίας τῆς παραλληλίας εἶναικαὶ -ἅ ΜΔΓ -- ἅ ΜΕΑ. 

Συμπεραίνουµε λοιπὸν πὼς «« ΜΔΕ -- ἅ ΜΕΑ, 
δηλ. συμπεραίνουμε πὼς τὸ τργ. ΔΟΕ. εἶναι ἰσοσκελές. Τέλος ἐπειδὴ τὸ Δ εἷ- 
γαι σταθερό, χι’ ὁλόκληρο τὸ εὐδ. τμῆμα ΔΕ θὰ εἶναι ἐπίσης αταθερό, δηλ. 

ἐξ ἀρχῆς κατασκευάσιµο ἀνεξάρτητα ἀπ᾿ τὸ τυχαῖο σημεῖο Μ τοῦ τόπου. 

Αντίστροφη πρόταση : Τὰ σημεῖα τῆς βάσης ὁποιουδήποτε ἰσο- 
σχελοῦς τριγώνου ἀπέχουν ἀπ᾿ τὶς ἴσες πλευρὲς ἀποστάσεις μὲ ἄθροισμα. 
σταθερὸ κι ἴσο πρὸς τὰ ἴσα ὕψη τοῦ τριγώνου. 

Αν ΜΞΕΔΞΑΕΕ τὸ τυχαῖο σημεῖο τῆς βάσης τοῦ ἰσοσκελοῦς καὶ ΜΑ, 
ΜΒ οἱ ἀποστάσεις του ἀπ᾿ τὶς ἴσες πλευρές, τότε φθάνει νὰ πάρουμε 
στὴν προέκταση τῆς ΑΜ μῆκος (ΜΓ) -- (ΜΕ). Θά δοῦμε ἀμέσως ὅτι εἶναι 
ΓΔ | ΟΧ κι ἑπομένως (ΓΑ) -- (ΔΗ) -- λ, εἴε (ΜΑ) -Ι- (ΜΒ) --λ, 
ἩΜἩ ἀπόδειξη τελείωσε. 

Ὡστόσο, τί γίνεται ἄραγε μὲ τὰ σημεῖα στὶς 
προεκτάσεις τοῦ τµήµατος ΔΕ ; Ἑὔκολα μπορεῖ- 
τε ν᾿ ἀποδείξετε πὼς ἂν Μ΄’ ἕνσ τέτοιο σημεῖο 
(σχ. 9) τότε εἶναι ἢ διαφορὰ τῶν ἀποστάσεων 
(Μ΄Α΄) -- (Μ΄Β΄) ποὺ ἰσοῦται πρὸς λ. 

Τέλος ἂν στὴ θέση τῆς γωνίας ΧΟΨ πάρουμε 
δυὸ ὁλόχκληρες τεμνόµενες εὐθεῖες, θὰ βροῦμε σὰν 
ἀντίστοιχο τόπο 4 εὐθύγρσμμα τμήματα παρόμοια 
μὲ τὸ ΔΕ καὶ βαλμένα σὲ σχῆμα ὀρθογώνιο (σχ. ὃ). 
Γιὰ τὶς προεκτάσεις τῶν πλευρῶν αὐτοῦ τοῦ ὂρ: 
θογωνίου ἰσχύει ἡ πρόταση μὲ τὴ διαφορά. 

1 

Πρόβλημα: «Ἑνώνουμε σταθερὸ σημεῖο Α μὲ τυχαῖο σημεῖο Β 

μιᾶς περιφέρειας. Νὰ θρῆτε τὸ Υ. τ. τοῦ µέσου Μ τοῦ τμήματος 
ΑΒ, ὅταν τὸ Ὦ διαγράφει τὴ περιφέρεια». 


Θἀ συναντήσουμε 
συχνἀἁ ἐφαρμογὲς 
τοῦ προβλήματος 
αὐτοῦ στὴ μµέθὂοδο 
τῆς ὁμοθεσίας. 

"Ας γράψουμε στὸ 
σχ. 4 τὰ τµήµατα 
ΑΟ καὶ ΟΒ -- τὸ 
πρῶτο σταθερὸ χατὰ 
θέση καὶ μέγεθος, 
τὸ δεύτερο κατά µέ- 
γεθος µόνο, ἴσο πρὸς 
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18 Ἡ µαβοδική λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήµατος 


τὴν ἀκτίνα Ε. Αν ΜΙ |ΒΟ, τὺ 1 πάνω στὸ τμῆμα ΔΟ, δἀὰ εἶναι Ι τὸ 
µέσο τοῦ τμήματος αὐτοῦ κι ἑπομένως : 


(08) κα, 
Μη: ο 9 
Τὸ Μ ἀπέχει λοιπὸν ἀπ' τὸ σταθδερὸ σημεῖο Ι μιὰ γνωστὴ ἀπόστσση 


σ κ 
--- ᾿Ανήχει δηλαδὴ στὴν πεφιφερεια ( 1, ει ). 
᾿Αντίσιροφη πρόταση : Τὰ ν᾿ ἀποδείξουμε τὴν ἀντίστροφη πρό- 
ταση γράφουμε τὸ τμῆµα ΜΙ (Μ τυχαῖο σημεῖο τῆς περιφέρειας 1) καὶ 
ἀπ᾿ τὸ Ο τὴν εὐθεῖα ΟΒ|Ι/1Μ. ΄Αν Ἡ εἶναι ἢ τομὴ τῆς ΟΒ μὲ τὴν 
εὐθεῖα ΑΜ, τότε: 


νά 
(08) -3:4Μ)- 1.59 - 5, 
δηλαδη τὸ Ἡ ἀνήκει σύγχρονα καὶ στὴν περιφέρεια Ο. Ἡ περιφέρεια 
( 1. -δ- ) εἶναι λοιπὸν ὃ τόπος. 


Πάνω σὲ κόθε τέµνουσα ΔΒΒ΄ (δὲς τὸ σχῆμα) ὑπάρχουν δύο ση- 
μεῖα τοῦ τύπου. τὰ µέσα τῶν τμημάτων ΑΒ καὶ ΑΒ’ -- ἐξαιρεῖται ἡ 
περίπτωση τῆς ἐπαφῆς. 

"Ορισμὸς τῆς ἐφαπτομένης: «θΘεωροῦμε μιὰ περιφέρεια 0 καὶ μιὰ 
εὐθεῖα, ποὺ νὰ τὴν κὀδει στὰ σημεῖα Ὦ καὶ Β΄ (σχ. 4). ζρατώντας 
σταηερὸ γάποιο σημεῖο Α τῆς εὐθείας, τὴ στρέφουµε γύρω ἀπ) 
αὐτό, ἔτσι, ὥστε τὸ μῆχος τῆς χορδῆς ΒΒ΄ νὰ γίνεται διαρκῶς µι- 
κρότερο καὶ νά τείνει στὸ μηδέν, Στὴν ὁριακἠ της θέση ἡ εὐθεῖα 
ἀνομάζεται ἐφαπτομένη ,τῆς περιφέρειας καὶ τὸ ὁριακὸὀ σημεῖο 
Β 7: Β΄ Ξ- Β, εἶναι τὸ σηµεῖο τῆς ἐπαφῆς». 

Λὐτὸς ὁ ὁρισμὸς γενιχεύεται παρόμοια γιὰ δυὸ τυχαῖες γραμμές. 

Ῥτὺὸ πρόβλημά µας ἂν ἡ τέµνουσα ΑΒΒ΄ στρέφεται γύρω ἀπ᾿ τὸ 
Α ἔτσι, ὥστε τὸ Β΄ νὰ πλησιάζει διαρκῶς στὸ Β, τότε ταυτόχρονα καὶ 
τὰ µέσα Μ΄, Μ δά πλησιάζουν μεταξύ τους. τὴν ὁριακὴἡ περίπτωση ἡ 
εὐδεῖα θὰ ἐφάπτεται σύγχρονα καὶ στὶς δυὺὸ περιφέρειες, θὰ τοὺς εἶναι 
δηλ. «κοινὴ ἐφαπτομένη». Τέτοιες κοιγὲς ἐφαπτόμενες ὑπάρχουν δύο 
συμμετρικές. 

αν 

Ὀρισμὸς τῆς γωνίας δύο περιφερειῶν : «Όταν δυὀ. περιφέρειες 
τέμνονται, δρίξουµε σὰν γωνία τους, τὴ γωνία τῶν ἐφάπτομάνων 
τους σ᾿ ἕνα ἀἁπ᾿ τὰ δυὸ σημεῖα τομῆς». 

Ὅταν οἱ δυὸ περιφέρειες τέμνονται ὑπὸ μηδενικἡὴ γωνία, δηλ. ὅταν 
οἱ ἐφαπτόμενές τους στὸ σημεῖο τῆς τομῆς ταυτίζονται σὲ μιὰ κοινὴ 
ἐφάπτομένη, τότε οἳ περιφέρειες ἐφάπτονται μεταξύ τους. 

Ἑπυμένως δυὸ περιφέρειες βρίσκονται σ᾿ ἐπαφή, ὅταν ἔχουν τὸ 
πολὺ ἕνα κοινὸ σημεῖο. 
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Παρόμοια, θά ὀνομάζουμε 
ϱ0/ 5 


«γωνία» 


περιφέρειας καὶ τέµνουσας 


οὐθείας, τὴ γωνίᾳ ποὺ σχηματίζει ἡ εὐθεῖα μὲ τὴν ἐφαπτομένη τῆς πε- 
Οιφέρειας σ᾿ ἕνα ἀπ᾿ τὰ σημεῖα τῆς τομῆς. 
Σύμφωνα μ᾿ αὐτὸ τὸν ὁδρισμὸ κάδε διάµετρος τέµγει κάθετα τὴν 


περιφέρεια στὴν ὁποία ἀνήκει. 


Οἱ ὁὀρισμοὶ γενικεύόνται γιὰ τυχαῖες γραμμές. 


Πρόβλημα: 


εΝὰ δρηῃτε τὸ Υ. τ. τῶν πκεντρων 


τῶν περιφε- 


οειῶν, ποὔχουν στοναρη ἀχκτίνα α καὶ τέµνουν ὀρθογώνια Ὑγνωστὴ 


περ,εέρεια (0, Ε).» 

Φτὺ σγ. Ὁ ἂς εἴναι Ι μιὰ τυ- 
χαία θέση τοῦ κινητοῦ κέντρου. 
Οἱ ἐφαπτόμενες ΑΒ καὶ ΔΓ δὰ 
εἶναι γάθετες, σύμφωνα μὲ τὴν 
ὑπόψεση καὶ τὸν ὀρισμό. ᾽Αλλὰ 
καὶ ΟΑΔ ΑΒ, δηλαδη τὸ τμῆμα 
ΟΛ ἀνήχει στὴν προέκταση τῆς 
εὐδείας ΑΙΟ.-- εἴτε ἀλλοιῶς κά- 
ὃε ἐφαπτομένη τῆς μιᾶς περιφέ- 
ρειας περνάει ἀπ᾿ τὸ κέντρο τῆς 
αλληῆς. 

Κατὰ τὴ μετακίνησή τον λοι- 
πὸν τὸ τργ. ΟΑΙ διατηρεῖ στα- 
δερὸ τὸ 


ὁμόκεντρη περιφέρεια (Ο, ΟΕ. 


μέγεθός του, ἀφοῦ οἳ 
μήκη ἴσα πρὺς Κ καὶ α. Ὁ καδένας βλέπει τὸ ἀποτέλεσμα 
σης αὐτῆς: Τὸ μῆκος (ΟΙ) εἶναι σταθερὸ καὶ τὸ 1 κινεῖται 


κάθετες πλευρές του 


Σε. 5 


διατηροῦν 
τῆς ἀνάλν- 
πάνω στὴν 


Μ᾽ εὐχολία μπαρεῖτε ν᾿ ἀποδείξετε τὴν 


ἀντίστροφη πρόταση καὶ νὰ ἐπιβεβαιώσετε πὼς ὁλόκληρη Ἡ περιφέρεια 


» ν ., ο ΄ 
αυτη εἶνοι ὁ τορος. 


Πρόβλημα: «Μὲ κέντρο τὸ σταθερὸ σημεῖο Ὦ γράφουμε δάση 
ἀπὸ εὐθεῖες ποὺ συναντοῦν μιὰ γνωστὴ περιφέρεια ϱ. Ἄητοῦμε τὸ Υ.τ. 
τῶν µέσων τῶν χορδῶν, ποὺ ἡ περιφέρεια ἀποχόθει ἀπ᾿ τὶς εὐθεῖες». 


Θὰ εἶναι ΟΙ 1 ΑΒ (στὺ σχ. 
ϐ 1 εἶναι κάποιο σημεῖο τοῦ τό- 


που). Ἡ «ἵ ΟΙΡ εἶναι ὀρθή, 
εἴτε, ὅπως λέμε συνήθως, τὸ τμῆ- 
μα ΟΡ «φαίνεται ἀπ᾿ τὸ 1 ὑπὺ 
ὀρθδῆ γωνία. Τὸ 1 κινεῖται λοιπὸν 
ἀναγκαῖα πάνω σὲ περιφέρεια μὲ 
διάµετρο τὸ ΟΡ. Μένει νὰ ἐλέγ- 
Ἔουμε γατὰ πόσο ἢ συνθήκη αὖ- 
τὴ εἶναι καὶ ἱκανὴ γιὰ νὰ ὄχει 
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ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ον ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο... 


τὸ 1 τὴν ἰδιότητα τοῦ τόπου. Δηλαδὴ µένει νἀἁ ἐλέγξουμε κατὰ πόσο 
ἀληθεύει ἡ ἑξῆς ἀντίστροφη πρόταση: 

ὋἊν εἶναι 1 σημεῖο τῆς περιφέρειας (ΟΡ) καὶ γραφεῖ ἡ εὐθεῖα ΡΙ, 
τότε τὸ 1 εἶναι µέσο κάποιας ἀποκοπτόμενης χορδῆς. 

᾽Αλλὰ πρῶτα - πρῶτα γιὰ νὰ ὑπάρξει τέτοια χορδή, πρέτει ἢ εὖ- 
θεῖα ΡΙ νὰ κόβει τὴν περιφέρεια Ο. Δηλαδὴ τὸ 1 δὲν μπορεῖ νὰ βοί- 
σχεται πέρ ἀπ' τὸ τόξο ΜΟΝ. Ὑπ' αὐτὴ ιὴ συγὺήκη ἡ «ἕ ΡΙΟ εἶναι 
ὑρθή, ἀφοῦ βλέπει σὲ ἡμιπεριφέρεια, κι ἑπομένως ΟΙ. ΑΒ εἴτε ΑΙ:-18. 
“Ὁ τόπος περιορίζεται λοιπὸν στὸ τόξο ΜΟΝ’ (νὰ πόση ἀξία ἔχει ν᾿ ἀπο- 
δείχνουµε κοτὰ κανόνα τὴν ἀντίσιρσφη πρόταση). 

Εϊναι φανερὸ ὅτι τὰ Μ καὶ Ν εἶναι τὰ σημεῖα, ὅπου οἱ ἐφαπτόμε- 
γες ἀπ’ τὸ Ρ ἁγγίζουν τὴν περιφέρεια Ο. Στὴν περίπτωση ὅπου τὸ Ῥ 
βρίσκεται µέσα σιὴν δοσµένη περιφέρεια, ἔχουμε σὰν τόπο ὁλόκληρη 
τὴν περιφέρεια ΟΡ. 


επ 
κ κ 


Τὰ ἐγγράφψιμα τετράπλεύρα. «Λέμε ὅτι ἕνχ τετρᾶ- 
πλευρο εἶναι ἐγγράφιμο σὲ κύκλο, ὅταν ὑπάρχει περιφέρεια, ποὺ νὰ 
περνάει κι ἀπ᾿ τὶς τέσσερες κορυφές του, 


ϐ) ἀποδείξουμε ἐδῶ µμερικἁἀ βασικἁ θεωρήματα γιὰ τὰ σχήματα. 
αὐτά, προσέχοντας ἰδιαίτερα στὶς ἀντίστροφες προτάσεις ἐξ αἰτίας τῆς 
χρησιµότητάς τους στὶς ἐφαρμογές. 


Πρόταση Ἰη. «Στὰ ἑγγράφιμα τετράπλευρα κάθε πλευρὰ φαίνε- 
ται ἀπ᾿ τὶς δυὸ ἀπέναντι]κορυφὲς ὑπὸ ἴσες γωνίες. Καὶ τ’ ἀντίστροφο». 

Οἵ γωνίες ΑΓΕ καὶ ΑΔΒ τοῦ 
ἐγγράψιμου τετράπλεύρο;) ΔΒΓΔ 
τοῦ σχ. τ βλέπουν στὸ ἴδιο τόξο 
τῆς περιγεγραµµένης περιφέρειας, 
ἄρα εἶναι ἴσες. 

᾿Αντίστροφο. Ὑποδέτουμιε ὅτι 
εἶναι ««ΛΓΒ το «ΓΑΔΕΒ καὶ δέ- 
λουµε ν᾿ ὀποδείξουμε ὅτι τὸ τετρά- 
πλευρο ΑΒΓΑΔ εἶναι ἐγγράψιμο σὲ 
κύκλο. 

Φὑάνει νὰ δειχτεῖ πὼς ὁ πε- 
οιγεγραμμµένος περὶ τὸ τργ. ΑΓ 
κύκλος περνάει κι ἀπ᾿ τὸ Δ. Αν 
αὐτὸ δὲν συμβαίνει,  ἡ εὐθεῖα ΑΔ 
δὰ κόβει πάντως τὴν περιφέρεια. 
ΑΤΓΒ σὲ κάποιο σημεῖο Δ΄ διαφορετικὸὀ ἀπ᾿ τὸ Δ. Οἱ ἐγγεγραμμένες γω- 
γίες ΑΔἩ καὶ ΑΓΒ βλέπουν στὸ ἴδιο τόξο κι εἶναι ἴσες. ᾿Απ᾽ αὐτὺ χαὶ 
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..ε.-. 


τὴν ὑπόθεση βγαίνει ὅτι «ἕ ΑΛΏ ας  ΑΔΒ. Στὸ τργ. ΒΔΔ’ ἡ 
«ἆ ΑΔΗ εἶναι ἐξωτερικὴ κι ἑπομένως 


ἄ ΑΔΗ -- ΔΔΒ ---ἅ ΔΗΒΔ--  ΑΔΒ -- ἅ ΔΗΛ. 


Ἴλρα -ἅἆ ΑΒΔ -- 0, δηλαδὴ τὰ σημεῖα Δ΄ καὶ Α δὲν μποροῦν παρά νὰ 
ταυτίζονται: 

Ἐφαρμόσαμε ἐδῶ τὸν τρίτο ἀποδειπτικὸ τρόπο μὲ τὴν εἰς ἄτοπο 
ἀπαγωγή. 

Πρόταση 2η: «Οἱ ἀπέναντι γωνίας ἐγγραφίμου τετραπλεύρου 
εἶναι παραπληρωματικὲς (Έχουν ἄθροισμα 19809 αεἴτε 2 ὀρθές). Καὶ 
τ᾽ ἀντίστροφο». 

᾽Αφοῦ τὸ ζεῦγος τῶν ἀπέναντι γωνιῶν' βλέπει σ᾿ ὁλόκληρη τὴν πε- 
οιγεγραμµένη περιφέρεια, ἔχει φυσικὰ ἄθροισμα ἴσο μὲ τὴν ἐπίκεντρη 
πρὺς τὴν ἡμιπεριφέρεια γωνία, δηλ. μὲ 1800, Τὸ ζήτημα εἶναι λοιπὸν 
γ) ἀποδείξουμε τ᾽ ἀντίστροφο: 

Ὑποδέτουμε στὸ σχ. Ἰ ὅτι -ἆἵ ΑΒΓ --« ΑΔΓ -- 9 ὀρθ. καὶ ἵη- 
τᾶμε ν᾿ ἀποδείξουμε πὠὼς αὐτὸ φθάνει γιὰ νάἆναι τὸ ΑΒΓΔ ἐγγράψιμο 
σὲ κύκλο. 

Ἐπειδὴ ὁ συλλογισμὸς γιὰ τὴν εὐθεῖα πρόταση δὲν εἶναι ὤμεσα ἀν- 
τιστρεπτός, παταφεύγουμε πάλι στὴ μέθοδο μὲ τὴν εἰς ἄτοπο ἀπαγωγή. 

Τὸ σημεῖο Δ ἢ θὰ βρίσχεται πάνω στὴν περιφέρεια ΑΒΓΡ ἢ δὲν 
Ὁ’ ἀγήχει σ᾿ αὐτή. Άλλη περίπτωση φυσικὰ δὲν ὑπάρχει. 

Γιὰ ν᾿ ἀποχλείσουμε τώρα τὴ δεύτερη ἐκδοχή, ἂς ποῦμε πὼς ἡ 
εὐθεῖα ΑΛ κόβει ὄχι στὸ Δ, ἀλλὰ σὲ κἄποιο διαφορετικὸ σημεῖο Δ΄ τὴν 
περιφέρεια ΑΒΓ. Τὸ τετράπλευρο ΑΒΓΔ΄ θὰ εἶναι ἐγγράψιμο ἐκ κατα- 
σκευῆς, κὺ ἑπομένως : 

«« ΑΒΓ -|- ἄ ΑΔΤ -- 5 ὀρθ. 
Ἡ σχέση αὐτὴ σὲ συνδιασμὸ μὲ τὴν ὑπόθεση δίνει: 
« ΑΔΤ -- «ΧΑΔΓ, 

Προχωρόντας ὅπως καὶ στὴν προηγούµενη πρόταση, θάχουμε 
ἀπ᾿ τὸ τργ. ΔΔΑΤΓ : 

«ἵ ΑΔΓ -- ἅ ΑΑΤ -Ι- ἅ ΑΓΝ -- ἆ ΑΔΓ -|- ἅ ΔΓΔ 
ἤτοι Ὁἆἵ- ΔΓΔ΄ -- 0 κι ἑπομένως τὰ σημεῖα Δ καὶ Δ΄ ταυτίζονται. 

Πρέπει νὰ παρατηρήσουμε ὅτι ἡ ἀπόδειξη αὐτὴ ἰσχύει ἐξ ἴσου καὶ 
γιὰ τὴ περίπτωση ποὺ θὰ θεωρούσαμε τὸ Δ ἀπ τὴν ἄλλη". μεριὰ τοῦ 
Δ΄, ἔξω ἀπ' τὸν κύκλο. 

Πρόταση 3η: «Σὲ κάθε ἐγγράφιμο τετράπλευρο, κάθε ἐξωτε- 

ρική του γωνία εἶναι ἴση μὲ τὴν ἀπέναντι ἐσωτεριχή. αἱ τ' ἀντί 
στροφο», 


1ο) Ἡ μεβοδιχη λύση τοῦ γεωμετρ,κοῦ προβλήματος 


Μπαρεῖτε μ᾿ εὐκολία νὰ κάµετε τὴν ἀπόδειξη, ἀνάγοντας τὸ δεώ- 
ρηµα στὴν ἀλήδεια τῆς ὂης πρότασης. 

Πρόταση 8η: «Σ) ἐγγράφιμο τετράπλευρο τὰ γωόµενα τῶν 
τμημάτων, στὰ ὁποῖα κάθε διχγώνιος χωρίζετα: ἀπ᾿ τὸ σημεῖρ τῆς 
τομῆς της μὲ τὴν ἄλλη -διαγώνιο εἶναι ἴσα. Ἰναὶ τ᾽ ἀντίστροφο». 

Ἡ εὐθεῖα πρόταση εἶναι τὸ ἴδιο τὸ γνωστὺὸ θεώρημα τῶν τεµγο- 
µένγων χορδῶν. 1 ιὰ τ) ἀντίστροφο ἐφαρμώστε τὴ μέθοδο μὲ τὴν εἲς 
ἄτοπο ἀποαγωγὴ (εἴτε παρατηρεῖστε στὺ σχ. ἵ ὅτι τὰ τρίνωνα ΑΕΒΡ καὶ 
ΓΒΑ εἶναι ὅμοια κλπ.). 

Πρόταση δη: «Σὲ τετράπλευρο ἐγγράγψιμο σὲ χύχλο τὸ γινό- 
μενο τῶν διαγωνίων του εἶναι ἴσο μὲ τὸ ἄθροισμα τῶν γωοµένων 
τῶν ἀπέναντι πλευρῶν του. Καὶ Τ ἀντίστροφο, (Γνωστὸ σὰν ὑεώ- 
ρήμα τοῦ Πτολεμαίου)». 

Θἀὰ χρησιμοποιήσουμε ὅπως καὶ γιὸ τὴν 4η πρὀταση, κατ’ ἐξαίρεση 
γιὰ τοῦτο τὸ Α΄. µέρος τοῦ Κεφαλαίου, τὰ γνωστὰ ἄλλωστε θεωρήματα 
τῆς ὁμαιότητας τῶν τριγώνων. Στὸ σχ. ἵ γράφουμε τὴν εὐθεῖα ΤΗ (τὸ 
Ἡ πάνω στὴ ΒΔ) σὲ τρόπο ποὺ νᾶναι ἆ ΑΓΗ -- 4 ΒΓΑ. Θἄάχουμε 
τύτε τὶς ὁμοιότητες : 

τργ. ΔΓΠΗ ε τρ). ΠΓΑ καὶ τοῦ. ΒΓΗ εἩ τργ. ΑΓΔ 

χι ἑπομένως : 
ΗΒ ΓΡ 
ΑἩ απ ὉἘ δή αἱ 
εἴε: ΔΗ. ΑΓ -- ΑΒ. ΓΔ υναὶ ΗΒ. ΔΓ «- ΑΔ. Γ1. 

Ἡ πρόσθεση κατὰ µέλη τῶν σχέσεων αὐτῶν, δίνει : 

ΑΓ. (ΔΗ ἠ- ΗΒ) -- ΑΒ. ΓΑ -- ΑΔ. ΓΒ, 
δηλαδὴ φτάνουμε στὴ σχέση, ποὺ θέλαμε νὰ καταλήξουμε : 
ΑΓ .ΔΒ -- ΑΒ. ΓΔ ἠ- ΑΔ. ΓΕ. 


᾿Αποδεῖξτε τὸ ἀντί τὴ η ᾗ ἳ 
2 ίστροφο μὲ τὴν εἰς ἄτοπο ἀπαγωγή. 


Μιὰ ἐφαρμογή : «Μᾶς δίνουν σὲ χύχλο τὰ μήκη δυὸ διαξοχικῶν γορ- 
δῶν (ΒΑ) -- α καὶ (ΒΓ) -- Ὁ καὶ μᾶς ζητᾶνε νὰ λογαριάσουµε τὸ 
μῆκος τῆς χορδῆς ΑΓ, ποὺ ἀντιστοιχεῖ στ ἁἀθροισμένο τόξο ΑΒΓ». 

Γράφουµε στὸ σχ.Ἰ τὴ διάµετρο ΒΔ΄ τοῦ «ύκλου κι ἐφαρμόζουμε 
στὸ τετράπλευρο ΛΒΓΑ” τὸ προηγούμενο θεώρη α τοῦ Πτολεμαίου : 
ΑΓ. ΒΔ’ ΞΞ ΑΒ. ΓΔ” -- ΑΛ’ «ΓΗ. 
᾽Αλλ᾽ ἄν εἶναι Ε ἡ ἀκτίνα τοῦ κύκλου, θἄᾶχουμε : 
(ΒΔ") Ξ:3Ε, (ΑΔ” -Τ4Ν.--ᾱἲ, (ΓΑ”) -- 1181-05, 
κι ἑπομένω: γιὰ τὸ (ΑΓ) -- κ βρίσκουμε ὅτι : 


κ«- 4 4κ)--5' -- ο 1485-52 
χα 


1. Α, Οἱ γεωμετρικοὶ τόποι να, 


Ὅ τύπος αὐτὸς χρησίµευσε γιὰ βάση στὴν τριγωνομετρία τοῦ 
Πτολεμαίου-- ὅπως τὴ λέγε--ποὺ δὲν λογαριάζει μὲ τὰ τόξα, ἀλλὰ μὲ 
τὶς χορδές τους. 


3ς 
Ἀ 


Συνεχίζουμε τὶς ἐφαριιογὲς τοῦ µέρους αὐτοῦ στοὺς γεωμ. τόπους. 

Πρόβλημα: «Τὰ ἄκρα τῆς ὑποταίνουσας ἑνὸς ὀρθ. τργ. ΜΝΡ 
Ὑλυστροῦν πάνω στὶς πλευρὲς μιᾶς ὀρθῆς γωνίας ΧΟΨ (σχ. 8). Βρῆ- 
τε τὸν τόπο τῆς κορυφής Μ τῆς ὀρνῆς γωνίας τοῦ τριγώνου», 


"Ας εἶναι ΑΒΓ μιὰ θέση τοῦ τριγώ- 
νου. Οἱ δυὺ ἀπέναντι ὀρθὲς γωνίες Ο ϱ 
καὶ Α τοῦ τετράπλευρουν ΟΒΑΓ εἶναι πα- 
ραπληρωματιχές, δηλ.τὸ τετράπλευρο εἷ- 
ναι ἐγγράψιμο. Ἡπομένως (πρόταση 11): 

« ΑΟΗ-:- ἅᾖ ΑΓΒ. 

Ἡ 6 ΑΟΒ ἔχει λοιπὸν σταδερὴ 
τιµή, ἴση πρὸς τὴ χ Ρ τοῦ δοσµένωυ 
τριγώνου. Αὐτὸ σηµαίνει πὼς τὸ Μ κι- 
νεῖται πάνω στὴν εὐθεῖα 07, ποὺ μὲ τὴν 
ΟΧ σχηματίζει τὴ -6 Ρ. 

᾿Αντίστροφο: παίρνουμε τυχαῖο 
σημεῖο Α τῆς Οᾷ καὶ μὲ κέντρο αὐτὸ 
πι ἀκτίνα (ΜΕ) --ν γράφουμε τόξο, 
ποὺ τέμνει τὴν ἡμιευθεῖα ΟΨ στὸ 
Γ. Πρὸς τὴν ΑΓ φέρνουμε τῆν κάθετο στὸ Α κι ἂν εἶναι Β ἡ τομὴ 
αὐτῆς μὲ τὴν ΟΧ, γράφουμε καὶ τὸ τμῆμα ΒΓ, Τὸ τετράπλευρο ΟΒΑΓ 
εἶναι ἐγγράψιμο, μιὰ κι ἔχει δυὸ ἀπέναντι γωνίες του ὀρδές, χι έπο- 


μένως : 
ἄΑα[Γβ- ἆλοιμ- ἅἄρ 

Τὰ ὁὀρῦ. τοΥ. ΑΒΓ καὶ ΜΝΡ ἔχουν κιόλας μιὰ κάθετη πλευρὰ καὶ 
μιὰ ὀξεία γωνία ἀντίστοιχα ἴσες, δηλ. εἶναι ἴσα, καὶ τὸ Α εἶναι πραγ- 
ματικἁ σημεῖο τοῦ τόπου. Αὐτὸ ποὺ θέλαμε ν᾿ ἀποδείξουμε. 

Ὡστόσο, γιὰ νὰ ὑπάρχει τὸ σημµεῖο τομῆς Τ, εἶναι ἀπαραίτητο ἡ 
ἀπύσταση τοῦ Α ἁπ᾿ τὴν ΟΨ νἆναι τὸ πολὺ ἴση μὲ τὸ μῆχος ν. "λς 
πάρουµε λοιπὸν τὴ ξεχωριστὴ θέση ΑεβΒεΓι τοῦ τριγώνου, ὅπου οἱ κά- 
θετες πλευρές του εἶναι παράλληλες πρὸς τὶς πλευρὲς τῆς ὀρθῆς γωνίας. 
'Ἐπειδὴ πάντα (Αι Γι) Ξ-ν εἶναι ἀδύνατο νὰ ὑπάρχει πάνω στὴν 07 
σημεῖο τοῦ τόπου πἐρ᾽ ἀπ' τὸ Α,. 

Αν τώρα τὸ Α βρίσχεται ἀνάμεσα στὰ σημεῖα Ο.καὶ Αι, δὰ ὑπάρ- 
χουν πάντοτε δυὸ σημεῖα τομῆς Γ καὶ Τ’ πάνω σ᾿ ὁλόχληρη τὴν εὐθεῖα 
ΟΨ. Απ’ αὐτὰ τὸ ἕνα ἀνήκει ὁπωσδήποτε στὴν ἡμιευθεῖα ΟΦ, 0) ἀνή- 
χει δὲ καὶ τὸ δεύτερο σ᾿ αὐτὴν ἂν τὸ (ΑΟ) Ἂν. Αὐτὺὸ συμβαίνει ὅταν τὸ 
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Α. βρίσκεται ἀνάμεσα στὰ Α. καὶ Α. -- ὅπου Α.: εἶναι ἡ θέση τῆς χορυ- 
φῆς στὴν περίπτωση, ὅπου ἡ ὑποτείνουσα τοῦ τριγώνου πέφτει πάνω 
στὴν ΟΧ. 

Αὐτὸ τὸ Α. Ὀάναι ἀναγκαστικὰ ἀνάμεσα στὰ Ο καὶ Α., ἀφοῦ τὰ 
µήκη (Ο0Α:) καὶ (ΟΑς) ἀντιπροσωπεύουν ἀντίστοιχα μιὰ κάθετη πλευρὰ 
καὶ τὴν ὑποτείνουσα τοῦ ἴδιου ὀρῦ. τργ.. εἶναι δηλ. (0Α;) «(0Α,). 

Στὴν περίπτωση, ποὺ τὸ κινητὸ σημεῖο Α βρίσκεται ἀνάμεσα στὰ 
Ο καὶ Α., µόνο ὄνα ὀντίστοιχο τρίγωνο μὲ τὶς κορυφές του πάνω στὴ 
γωνία ΧΟΝἩ μπορεῖ νἀ κατασκενασθεῖ. 

᾽Αλλὰ κι αὐτὸ ὄχι πάντα. Γιατί ; Γιατὶ ἡ κάδετος πρὸς τὴν ΛΕ στὸ 
Α πρέπει νὰ συνανίᾶ τὴν ἡμιευθεῖα ΟΧ χι ὄχι τὴν προέκτασή της. Ἰΐναι 
ἀρκετὸ γι᾽ αὐτὸ τὸ Α νὰ βρίσκεται ἀπ᾿ τὸ Ο σ’ ἀπόσταση µεγαλύτερη ἀπ᾿ 
τὸ ΟΑ. -- ὅπου ΑιΟΓι εἶναι ἡ θέση τοῦ ὀρῦ. τρΥγ. ὅταν ἢ ὑποτείνουσά 
του πέφτει πάνω στὴν ΟΨ. 

Ἡ διερεύνηση αὐτὴ δίνει σὰν συμπέρασμα ὅτι ὃ τόπος εἶναι µόνο 
τὸ τμῆμα Α|Αε. Καὶ τὰ μὲν σημεῖα τοῦ Α:Α, ἀντιστοιχοῦν σὲ μιὰἁ μόνη 
δυνατὴ θέση τοῦ τριγώνου, ἐνῶ τὰ σημεῖα τοῦ Α.Α. σὲ δυό. 


Πρόβλημα: «Ζζητεῖται ὁ τόπος τῶν σηµείων ποὺ οἱ προδολές 
τους πάνω στὶς πλευρὲς ἑνὸς τριγώνου Βρίσκονται ἐπ᾽ εὐνείας (ἡ 
εὐθεῖα τοῦ ΘΗπ8οι)». 


"Ας εἶναι στὸ σχ. 9 Μ ἕνα τυ- 
χαῖο σημεῖο κι’ ἃς ὑποθέσουμε πὼς 
οἱ προβολές ἴου (οἱ τομὲς τῶν κα- 
θέτων ἀπ᾿ αὐτὸ μὲ τὶς πλευρὲς τοῦ 
δοσµένου τριγώνου ΑΒΓ) Ρ, Σ καὶ 
Τ βρίσκονται ἐπ εὐθείας. Θάναι 
τότε: «ἅΕβΣρ-- ἅ ΑΣΤ. 

Τὸ τετράπλευρο. ΜΒΡΣ εἶναι 
ἐγγράψιμο σὲ κύκλο μὲ διάμετρο 
ΜΒ, ἀφοῦ οἳ γωνίες ΜΡΗΒ καὶ ΜΣΗΒ 
εἶναι ὀρθές. 

Συνεπῶς: «ἅ ΒΣΡ -- χ ΒΜΡ. 

Παρόμοια εἶναι ἐγγράψιμο καὶ 

Σι 9 τὸ τετράπλευρο ΜΤΑΣ, ἀπ᾿ τὸ ὁποῖο : 
«« ΑΣΙ-- ἅἆ ΑΜΤ. 

᾿Απ΄ αὐτὲς τὶς ὃ σχέσεις προκύπτει: -«ἅ ΒΜΡ -- « ΑΜΤ, ὁπότε 
βέβαια ἐξ αἰτίας τῶν ὀρὺ. τργ. δὰ εἶναι καί : 4 ΜΒΡ -- ἅ ΜΑΤ. 
Ἡ 4 ΜΑΤ εἶναι ὡστόσο παραπλήρωμα τῆς 4 ΜΑΓ, κι ἑπομένως : 


« ΜΒΡ-- ἆ ΜΑΓ -- 9 ὀρθ. 
Τέλος τοῦτο σηµαίνει πὼς τὸ τετράπλευρο ΑΜΒΓ εἶναι ἐγγράψιμο καὶ 


1. Α. Οἱ γεωμετρικοὶ τόποι 3ῦ 


κατὰ συνέπεια τὸ Μ κινεῖται στὴν περιγεγραμµένη περὶ τὸ δοσμένο 
τργ. ΑΒΓ περιφέρεια. 

Ἡ ἀπόδειξη τῆς ἀντίστροφης πρότασης ἀνάγεται στὴν ἐπαλή- 
Όευση τῆς ἰσότητας τῶν γωνιῶν ΒΣΡ καὶ ΑΣΤ, ὅπύότε βέβαια ἢ γραμμὴ 
ΡΣΤ τῶν προβολῶν δὰ εἶναι εὐθεῖα. Γιὰ τὴν ἁπόδειξη αὐτὴ ἀρχεῖ νὰ 
διατρέξουµε τοὺς προηγούμενους συλλογισμοὺς κατ’ ἀντίστροφη τάξη. 


Ἂ 
κ: 
Οἱ κύκλοι τοῦ τριγώνου. δχετικὰ μὲ τὸν ἐγγε- 


γραμμένο καὶ τοὺς παρεγγεγραµµένους χύκλους ἑνὸς τριγώνου, ἀληθεύουν 
οἱ παρακάτω προτάσεις : 


Πρόταση α: «Αν εἶναι τὸ σημεῖὸ ἐπαφῆς τῆς πλευρᾶς ΑΒ 
τριγώνου ΑΒΡ μὲ τὸν παρεγγεγραμµένο Χύχλο 1’, ποὺ ἄντιστοιχεῖζ 
στὴ ὰἅ Α, τότε τὸ μῆκος (ΑΖ) εἶναι ἴσο μὰ τὴν ἡμιπερίμετρο τ 
τοῦ τριγώνου», 

Ολόκληρη ἣ µπερίµετρος 
(ΑΒ) -|- (ΒΓ) -- (ΓΑ) -- οι. 
Ἂν Δ καὶ Ἐ οἱ ἐπαφὲς τοῦ 
κύκλου 1Ι΄ μὲ τὶς ἄλλες δυὸ 
πλευρὲς τοῦ τριγώνου δᾶναι : 
(ΒΔ) -- (Β2) καὶ (ΓΔ) -- (ΓΕ). 
Αρα: ὃτ-- (ΑΒ) -{- (ΒΔ) -|- 
(ΔΕ) - (ΤΑ) Ξ- (ΑΒ) - 
(82) -- ΓΕ) -- (ΓΑ) -- 
ΞΞΙ(ΑΒ) -Γ (32) -Γ [(ΑΓ) -Γ 

ὍΕΒ)] -- (Α2) -Γ (ΔΕ). 
Κι ἐπειδὴ ἄλλωστε(Α 2) -- 
(ΑΕ), συμπεραίνουμε πὠς : 
(ΑΖ) -Ξ- (ΛΕΒ) Ξ τ. Παρόμοια 


φυσικἁ καὶ γιὰ τοὺς ὄλλους κ ας 
δυὸ παρεγγεγραμµένους στὶς 
γωνίες Β καὶ Γ κύκλους. Σκ {0 


Πρόταση β: «Τὸ µῆκος ἀνάμεσα, στὴν κορυφὴ Α ἑνὸς τριγώνου 
ΑΒΓ καὶ στὸ γειτονικὸ σημεῖο ἑπαφῆς Μ τοῦ ὀγγθγραμμένου κύ- 
Ἀλου, εἶναι ἴσο μὲ τὴ διαφορὰ τῆς ἡμιπεριμέτρου καὶ τοῦ μήκους 
τῆς ἀπέναντι πλευρᾶς ΒΓ». 


Ἔχοντας ὑπ᾽ ὄψη τὸ σχ. 10, συμβολίζουμε μέ: 
(ΑΜ) --- (ΑΔ) --κ, (ΒΚ) --(ΒΜ)-ν ΤΛΞ ΠΚ) -ε 
καὶ κατὰ τὰ καθιερωμένα: (ΑΒ]ο,(β)-α, ο. Ξ- . 


Ἐϊναι φανερὸ ὅτι : 


Όττ-α ΓΡ Το-(ς .39 Εκ) ΕΥ -δ κα ΕΥ- 1), 
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δηλαδη ττ κ-ἰ-γ--, εἴει: Χθτ-(Υ 17 ξτ--α, 
εἴτε τέλος (ΑΜ) Ξ-τ-- (ΒΓ). 

Πρόταση Υ: «Τὰ σημεῖα ἑπαφῆς τοῦ ἐγγεγραμιιένου καὶ τοῦ 
παρεγγεγραµµένου σὲ τρἰιγωνο κύκλου, ποὺ ἀντιστοιχοῦν σὲ μιά, 
καὶ τὴν ἴδια πλευρα, ἰσαπέχουν ἀπ᾿ τὰ ἄχρα αὐτῆς τῆς πλευρᾶς». 

Ἀρησιμοποιεῖστε γιὰ τὴν ἀπόδειξη τὶς δυὸ προηγούμενες πρυοτά- 

σεις ((Ἠ8) -- (82) -- κλπ.) 

Πρόταση ὃ: «Τὰ σημεῖα ἁπαφῆς τοῦ ἐγγεγραμμένο) καὶ πε- 
ρβγγεγραμμένου σὰ τρίγωνο κύκλου, ποὺ ἀντιστοιχοῦν σὲ μιὰ καὶ 
την ἴδια πλευρά, ἀπέχουν μεταξύ τους ἀπόσταση ἴση μὲ τῇ δια- 
φορᾶ τῶν δυὸ ἄλλων πλευρῶν τοῦ,τριγώνου». 

Αηλ. μὲ τὰ στοιχεῖα τοῦ σχ. 10: (ΔΕΗ) -- ς -- Ὁ. 

Ἐϊναι πραγματικά: ΑΚ Ξ- ΒΓ -- ΔΒ -- ΚΡΓ, ᾽Αλλὰ σύμφωνα μὲ 

τὴν πρόταση (Υ) εἶναι : ΔΒ -- ΚΓ χι ἑπομένως : 
ΑΚ: ΗΓ-- ο:ΓΚκ. 

᾽᾿Αφοῦ ὅμως (ΓΗ) --τ-- (ΑΒ), πρόταση (β), ἡ σχέση αὐτὴ 

γράφεται : 


(ΔΕ) - (81) --32.τ--2.(ΑΒ)-α--(8-- Ὁ--ς)--.ο--ς -- Ὀ. 


Πρόβλημα: «Κὰἁ δρῆτε τὸν τόπο τῶν σηµείων, ἀπ τὰ ὁποῖα 
σταθερὸ τμημα ΒΓ φαίνεται ὑπὸ γνωστὴ γωνία ω». 

Αν εἶναι Α τυχαῖο σημεῖο τοῦ τόπου 
καὶ γράψουμε τὴν περιγεγραμμµένη στὸ τργ. 
ΑΒΓ περιφέρεια, εἶναι φανερὸ πὼς ἡ περιφέ- 
ρεια αὐτὴ μένει σταδερή, ἀνεξάρτητα ἀπ᾿ τὴ 
δέση τοῦ Α.Ὁ τόπος εἶναι λοιπὸν ὕλη αὐτὴ ἡ 
περιφέρεια: ᾿Αποδειχνοντας ἡτ) ἀντίστροφο 
μπορεῖτε νὰ διαπιστώσετε πὠς ὁ τόπος εἶναι 
μόνο τὸ τόξο ΒΛΓ καὶ τὸ συμμετρικό του ὡς 
πρὸς τὴν ΒΙΟ. 


΄ 


Κατασκευὴ τῶν τόξων.Σχηµατίζουµε στὸ 
σχ. 1 ᾷΕΗΓΔ-ω (ξ δοσμένη). Ἔπειτα 
φέρνουμε τὴν ΓΣ 1 ΓΔ καὶ γράφουμε καὶ τὴν 
ἐπίμεσο ΜΣ τοῦ τµήµατος ΒΓ. Παρατηροῦμε 
τότε, ἂν Α εἶναι κάποιο σημεῖο τοῦ ἁπὸ πάνω 
τόξου (Σ, ΣΙ), ὅτι: 


««ΕΒΓΔ-- ω -- ἅ ΓΣΜ (ἐπειδὴ 
κα νά, ἔχουν . τὶς πλευρές τους) 4 ΒΑΓ, 


Ι. Α. 0ἱ γεωμετρικοὶ τόποι οτ 


Οἑὰ μπορούσαμε ἐπίσης νὰ ἐλέγξουμε ιὴν κατασνενἡ μὲ ἄμεση 
ἐφαρμογὴ τοῦ γνωστοῦ θεωρήματος: 


«ῇΠ γωνία, ποὺ σχηματίζεται ἀπὸ μιὰ χορδή κύκλου καὶ ἀπ' τὴν ἑφα- 
πτομένη σ' ἕνα ἀπ᾿ τὰ ἄχρα τῆς χορδῆς, ἰσοῦται μὰ τὴν ἐγγεγραμ- 
µέγνη γωνία ποὺ θλέπει στὸ τόξο τῆς χορδῆς». 


Αν σγηµατίσουµε τὴ -6 ΗΓΑ πρὸς τὸ ἄλλο µέρος τῆς ΒΓ», 
θὰ κιιτασκευάσουµφ τὸ δεύτερο συμμετρικὸ τόξο. 


Πρόβλημα: «Ἑνώνουμε τυχαῖο σημεῖο Α ἑνὸς τόξου μὸ τὰ ἄκρα 
αὐτοῦ Β καὶ Ὁ. Ζητοῦμε : 
1ο Τὸν τόπο τοῦ χέντρου τοῦ κύκλου τοῦ ἐγγεγραμμένου στὸ τργ. ΑΡΓ. 


30 Γὸν τόπο τοῦ γέντρου τοῦ κύνλου τοῦ παρεγγαγραµµένου στὴ 6 Α», 


᾿Ανεξάρτητα ἀπ᾿ τὴ Όέση τοῦ Α 
Α. ἡ -ἅ Α εἶναι γνωστή, ἀφοῦ βλέ Ἅ 
πει σὲ σταθερὺ τόξο. Πρῶτα - πρῶτα 
ἂς παρατηρήσουμε πὼς γιὰ νὰ προσ- 
διορίσοηµε τὸ κέντρο τοῦ ἐγγεγραμ- 
µένου κύκλου, φθάνουν δυὸ διχοτό- 
ἰιοι. ἘἨπειδῆ τὸ σημεῖο Α χινεῖται, 
πρυτιμᾶμε βέβαια νἁ γράψουμε τὶς 
διγοτόµοὺυς ΒΙ καὶ ΓΙ. "Αν θέλαμε 
νὰ βροῦμε τὸν τόπο τοῦ ὀρθομέντρου 
(σημείου τομῆς τῶν ὑψῶν) τοῦ τργ: 
ΛΒΓ. θὰ κάναμε τὴν ἴδια παρατή- 
ϱηση. ᾿Αντίδετα ὅμως, ἂν μᾶς ζη- 
τοῦσαν τὸν τόπο τοῦ κέντρου βάρους 
(σημείου τομῆς τῶν διαµέσων), κι 


3 νι) ) κά 4 2 
ἐπειδῆ τὸ κ. β. βρίσκετοι στὰ -τ- Ζχ {32 


ἀπ᾿ τὴν κορυφὴ τοῦ τριγώνου, θὰ φέρναµε µόνο τὴ διάµεσο ἀπ᾿ τὸ Α. 
Λύση τοῦ Ίου προβλήματος. ᾿Απ΄ τὸ σχ. 12 ἔχουμε : 


1800 --Α 5 
ποπ ο Εεἰτειυ 


ἆ΄ ΕΙ -- 1609 -- --σ-- -- 180) -- 


4 ΡΙΓ -- 0 -- -ᾱ- -- στθ. 
Τὸ Ι κινεῖται λοιπὸν πάνω σὲ τόξο, ποὺ γράφεται πάνω στὸ σταθερὸ 
τμῆμα ΒΓ καὶ δέχεται «ἵ ω --- 90 --- -- (Λέμε ὅτι ἕνα τόξο ΒΓ «δέ- 


χεται» μιὰ γωνία ὢ ὅταν γιὰ τὸ τυχαῖο σημεῖο.] τοῦ τύξον, εἶναι 


-ά ΒΙΓ -- ο). 
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Αντίστροφο: ὭῥΓιὰ τὸ τυχαῖο σημεῖο ἶ τοῦ ΒΤ., εἶναι: 
Κ ΒΙΓ --ρ0.--ᾱ- ἀπ'ὅπον: «ἀΙΒΓΙ- ΚἄΙῃβ«θυ». 


Αὐτὸ σηµαίνει πὼς ἂν διπλασιάσουµα τὶς δυὸ γωνίες τοῦ πρώτου μέ- 
λουι τῆς ἀνισότητας, οἱ προκύπτουσες πλευρὲς ΒΑ΄ καὶ ΤΑ’ (Α΄ τὺ σημεῖο 
τῆς τομῆς τους) θἀ συναντῶνται! πάνω ἂἀπ' τὴν ΒΓ, ἀφοῦ 


««τββ’ -- ἅ ΒΓΑ’ «180". 
Ακόμα, ἀπ᾿ τὴν κατασκενἠ τοῦ σχήματος, εἶναι : 


« ΠΙΓ -- ϱ09 -|- - . δηλαδὴ τὸ Α΄’ ἀνήκει στὸ δοσμένο τόξο, 


Κατασκευὴ τοῦ τόπου. ἘΕνδείχκνυται νὰ ἐπιδιώκουμε πάντα την 
κατασχευἠ πάνω στὸ ἀρχικὸ σχῆμα. Τράφουμε τὴν εὐθεῖα ΓΔ σὲ τρὀ- 


πο, ποὺ νάναι ἅ ΒΓΑ --9υ ο --ᾱ- καὶ φέρνουμε τὴ [ΣΙ Γδ. Ἡ 


ΓΣ θὰ βρίσκεται μεσ’ τὴν ἀμβλεία ἆἅ΄ ΒΓΑ καὶ θἄχουμε : 
ἆἄβισ---ᾱ- 

Τοῦτο σηµαίνει πὼς ἡ εὐθεῖα ΓΣ περνᾶ ἀπ' τὸ µέσο τοῦ ἀπὸ 
κάτω τόξου ΒΓ τῆς περιφέρειας ΒΑΓΡ. Αλλά κι ἡ κάθετος στὸ µέσο 
τῆς Ἰορδῆς ΒΙΓ περνάει ἀπ' τὸ ἴδιο µέσο κι ἑπομένως αὐτὸ εἶναι τὸ 
κέντρο τοῦ κύκλου, ποὺ θέλουμε νὰ χατασχευάσουµε. 

Λύση τοῦ 2ου προβλήματος. Γιὰ λόγους ποὺ τοὺς ἐξηγήσαμε, 
θὰ φέρουμε τὶς ἐξωτερικὲς διχυὑτόµοις τῶν γωνιῶν Β καὶ Ὁ. Αν Ι΄ ἡ 
τυµή τους, βρίσκουμε, κατὰ τρόπο παρόμοιο, ὅτι : 


«8ΙΓ -- 0.---ᾱ- 


(αὐτὸ βγαίνει χι ἀμέσως ἀπ᾿ τὸ ἐγγράψιμο τετράπλευρο ΒΙΓΙ΄). "Ἔνας 
βιαστικὸς θάβγαζε κι ὅλας τὸ συμπέρασμα πὼς ὁ τόπος εἶναι ὅλο τὸ 
τόξο Β]Ι΄ Γ τοῦ κύκλου ΒΙΓΙ’. 

Δὲν εἶν ὅμως ὁλόκληρο τὸ τόξο αὐτύ. Γωτὶ ἂς εἶναι Ι΄ χάποιο 
σημεῖο του καί, διπλασιάζοντας τὶς γων/ες ΙΒΡΓ καὶ. ΙΓΒ, ἃς γράψουμε 
τὶς εὐθεῖες ΒΧ καὶ ΓΨ. Οἱ εὖὐθεῖες αὐτές, γιὰ νὰ μπορεῖ ἡ τυµή τους 
ν᾿ ἀγήχει στὸ δοσμένο τόξο, πρέπει νὰ συναντοῦνται πάνω ἀπ τὸ τμῆµα 
ΒΓ. Αὐτὸ θἀ πεῖ πὼς οἱ γωνίες ΙΒΓ καὶ Ι΄ΓΗΒ πρέπει νᾶναι ὀξεῖες. 
Αν λνιπὸν φέρουμε τὶς ΒΜ 1 ΒΓ καὶ ΓΝ 1 ΒΓ, τὸ Ι΄ πρέπει καὶ ἆρ- 
κεῖ νὰ βρίσκεται πάνω στὸ τόξο ΜΝ. 


Πρόβλημα: «Νἁ δρῆτε τὸ σχῆμα ποὺ συγχροτοῦν τή σηµεῖᾳ Ἡ 
μὲ τὴν ἰδιότητα : ἡ ἁπόσταση τῶν προδολῶν τους Α χαὶ Β πάνω 
στὶς πλευρὲς μιᾶς γωνίας ΧΟΦ ἔχει σταθερὀ µῆκος α». 


Πρέπει νὰ παρατηρήσουμε ἐδῶ, ὅτι, ἂν σὲ τρίγωνο ἡ βάση χι ᾗ ἀπέ- 


εδ... υ] 


ναντι γωνία του μένουν σταθερίῖ, θὰ διατηρεῖ ἐπίσης σταθερὸ μῆκος κι ἡ 
ἀχτίνα τοῦ περιγεγραµµένου κύχλου. Αὐτὸ μᾶς ἐπιτρέπει κάποτε νἁ µετα- 
αχηματίζουµε τὸ πρόβλημά µας. Ἡ παραχάτω λύση ἀναφέρεται στὶς πε- 
οιπτώσεις ὅπου τὸ σημεῖο Μ βρίσχεται εἴτε µέσα, εἴτε ἔξω ἀπ᾽ τὴ ἅ Χοψ. 
Τὰ τέσσερα σημεῖα Α.Ο.Β, Μ 
ἀνήκουν σὲ περιφέρεια μὲ διάµε- 
τρο ΟΝΜ, ἀφοῦ οἱ γωνίε ΟΑΜ 
πιὶ ΟΒΜ εἶναι ὠρθές. ὍὉ περι- 
γεγραμµένος γύρω στὸ τετρά- 
πλευρο ΟΑΜΒ κύκλος εἶναι περι- 
γεγραμμµέγνος καὶ γύρω στὸ τργ. 
ΟΑΗ, στὸ ὁποῖο μιά πλευρὰ χι ἡ 
ἀπέναντι γωνία. µένουν κατὰ τὸ 
µέόγεῦος σταθερά. Ὁ κύκλος αὐτὸς 
διατηφεῖ λοιπὸν σταθερὴ ἀχτίνα 
κ. 9 ο - καὶ τὸ Μ κινεῖται 
πάνω στὴν περιφέρεια (0,28Β). 
᾿Αντίστροφο. Αν Μ’ εἶναι κά- 
ποιο σημεῖο τῆς περιφέρειας 
(0,38), γράφουμε τὴν Μ΄Α΄ΙΟΧ 
καὶ τὴν Μ΄ Β΄ Ι ΟΨ χαι ζητᾶμε 
ν᾿ ἀποδείξουμε ὅτι (ΑΒ) -α, Πρὶν ἀπὸ κάθε τί πρέπει τὸ Α’ 
νὰ βρίσκεται πάνω στὴν ἡμιευθεῖα ΟΧ χαὶ τὸ Β πάνω στὴν ΟΨ. Αν 
λοιπόν γράψουμε τὶς ΟΡΒΙΟΧ καὶ ΟΖΙΟΥΨ, τὸ σημεῖο Μ' πρέπει ν' 
ἀγήκει στὸ τόξο ΕΖ. Ὑπ' αὐτὸ τὸν ὅρο, τὰ τρίγωνα ΟΑ΄Β΄ καὶ ΟΑ8Β 
εἶναι ἐγγράψιμα σὲ ἴσους κύχλους μ' ἀκτίνα Β, κι ἑπομένως, ἀφοῦ 
εκόμα ἡ 6 ΧΟὕΨ μένει χοινή, εἶναι (ΑΒ) - (ΑΒ) --. 


Εκ 435 ὰ 


Προβλήματα 


{. --"Αν ὅλος οἱ ἐπίμεσες στὶς πλευρὲς τετραπλεύρου συναντοῦνται στὸ ἴδιο 
σημεῖο, τὸ τετράπλευρο εἶναι ἐγγράφιμο. 

2.-- Αν ὂλες οἱ διχοτόµοι τῶν γωνιῶν τετραπλεύρου συναντοῦνται στὀ ἴδιο 
σημεῖο, τὸ τετράπλευρο εἶναι περιγράφιµο. 

1.---Σὰ περιγρἁφιμο τετράπλευρο τὸ ἄθδροισμα δυὀ ἀπέναντι πλευρῶν ἰσοῦ- 
ται μὲ τὸ ἄθροισμα τῶν δυὸ ἄλλων. 

4.-- Ῥόπος τῶν σηµείων, ποὺ τὸ ἄδροισμα ἣἡ ἡ διαφορὰ τῶν ἁἀποστάσεών 
τους ἀπὸ δυὸ παράλληλες εὐθεῖες εἶναι ἕνα γνωστὸ µχος. 
5.--Τόπος τῶν σηµείων Μ μὲ τὴν ἰδιότητα : ἂν φέρουμε ἀπ᾿ αὑτὰ τὰ πα- 
ρἀλληλα τμήματα ΜΑ καὶ ἩΒ πρὸς τὶς Φυὸ πλευρὲς μιᾶς Ὑωνίας, 

νὰ εἶναι (ΜΑ) ᾱ- (ΜΒ) -- {ς (γνωστὸ μῆχος). 
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6.- Ἐόπος τῶ» γέντρων τῶν παραλληλογράμμων, ποῦχουν σταθερή μιὰ 
βάση, κατὰ τὸ μέγεθος καὶ τὴ θἐση, καὶ ὕψος γνωστό, 
7. "Τόπος τῶν µέσων τῶν πλευρῶν ἑνὸς τριγώνου, ποὺ ἡ δάση του μένει 
ατοθερή κι { Ἰωνία τῆς κορυφῆς εἶναι δοσμένη. 
8- Σ' ἕνα τρίγωνο Ἡ βάση μένει σταθερἡ, κατὰ τὸ μέγεθος χαὶ τὴ )έση, 
χι Ξἶναι γνωστὴ ἡ διαφορὰ τῶν δυὸ ἄλλων πλευρῶν. Νὰ θρῆτε τὸ 
Ὃπ. τῶν ἰχνῶν τῶν καθέτων, ποὺ φέρονται ἀπ᾿ τὰ ἄκρα τῆς δά- 
σης πρὲς τή Σικοτόμο τῆς ἀπέναντι γωνίας. 
ϱ- Τὸ ἴδια, ὅταν ἀντὶ γιὰ τή διχφορὰ τῶν δυὸ πλευρῶν ἔχουμε τὸ ἄθροισμά 
τους πι ἀντὶ γιὰ τὴν ἐσωτερ.κὴ διχοτόμο τὴν ἀντίστοιχη ἐξωτεριχκῆ. 
10.- 1 ἄκρα ἑνὸς γνωστοῦ μήκους γλυστροῦν πάνω στὶς πλευρὲς μιᾶς ὁρ- 
υῆς γωνίας. Τόπος τοῦ μέσου του. 
11.- Τόπος τοῦ σομμετρικοῦ ἑγὸς σημείου Α ὡς πρὸς ὅλες τὶς εὐθεῖες, ποὺ 
περνᾶνε ἀπὸ στανερὸ σημεῖο. ι 
12.---Γόπος τῶν κάντρων τῶν περιφρερειῶν μὲ γνωστη ἀχτίνα, π»ὺ τέμνουν 
μιὰ οταθερή περιφἐρεια κατὰ διάμετρο. 
19.---Ποῦ θρίσκονται τὰ ἄχρα τῶν ἰσομηκῶν ἐφαπτομένων πρὸς μιὰ σταθερῖι 
περιφέρεια ; 
Ι4.--᾽᾿Απὸ ποιὰ σημεῖχ μιὰ στανερὴ πᾶριράρειχ φαίνεται ὑπὸ τὴν αὐτὴ γωνία: 
15.---Αίδεται περιφέρεια καὶ μιὰ χορδὴ ΑΒ. Μὲ κέντρο τὸ τυχαῖο σημεῖο Ε 
τοῦ τόξου ΑΒ γράφουμε περιφέρεια ἑἐφαπτομένη στὴ χορδή καὶ 
φέρνουμε τὶς ἐφαπτόμενες εὐθεῖες ΑΜ καὶ ΒΜ. Τόπος τοῦ Μ. 
16.-- Τόπος τῶν κέντρων τῶν πδριφερειῶν μὲ δοσµένη ἀκτίνα, ποὺ κόβουν 
μιὰ σταδερὴ περιφέρεια πατὰ χορδή γνωστοῦ μήχους. 
.17.--Δίδεται κύκλος μὲ διάµθτρο ΑΒ: πάνω σ᾿ ὁποιαλήποτε χορδὴ ΑΓ παίρ- 
γουµε ΑΙ 5 ΓΒ, Τόπος τοῦ Ἱ. (Θ᾽ ἀναζητήσουμε πρῶτα τὸ ἄντί- 
στοιχο σηµεῖο τοῦ τόπου, ὅταν ἡ ΑΓ γίνεται ἐφαπτομένγ). 
Ι8.--"Δίδεται ἕνας πύχκλος καὶ μιὰ του διάμετρος ΑΒ. Πάνω σ’ ὁποιαδήποτε 
ἀχτίνα ΟΡ παίρνουμε ΟΙ -- ΓΔ, ὅπου ΓΔ εἶναι τὸ | τμῆμα ποὺ 
φέρεται πρὸς τὴ διάμετρο. Τόπος τοῦ Ἱ. 
19.--Τὸ ἴδιο ὅταν ΟΙ --- 0Δ. 
20.--᾽Απ' τὸ σημεῖο Α, ἑχτὸς χύχλου, γράφουμε μιὰ τυχαἰα τέµνουσα καὶ 
στὸ µέσο Ι τῆς ἁποχκοπτόμενης χορδῆς ὑφώνουμε τὸ | τμῆμα 
(Μ) --- (ΑΠ. Τόπος τοῦ Μ. 
--"Απ΄ τὸ ἕνα ἄκρο τῆς διαμέτρου ΑΒ χύχλου «φέρουμε τυχαία χορδή 
ΑΥ, ποὺ τὴν προεκτείνουµα κατὰ μήκος ΓΜ -- ΤΗ. Τόπος τοῦ Μ. 
-Αίδονται δυὸ περιφέρειες μὲ χοινὰ σημεῖα τὰ Α καὶΒ, Ἑνώνουμε ὅποιο- 
δήποτα σημεῖο Γ τῆς μιᾶς μὲ τὰ Α χαὶ ἩὮ καὶ προεχτείνουµε τὶς 
ΓΑ χαὶ ΓΗ ὥσπου νὰ συναντήσουν τὴν ἄλλη περιφέρεια στὸ Δ κχὶ 
Ῥ. Ποιὸς εἶναι ὁ τόπος τῆς τομῆς τῶν ΑΕ ναὶ ΒΔ; 


21. 


22. 


1. Α. ΟΣ γεωμετριχκοὶ τόποι Φ] 

20. Σὲ τργ. ΛΒΓ ἡ δάση ΒΓ μένει σταθερὴ κι ἡ τιμὴ τῆς ἀπέναντι γωνίας 
Α εἶναι, Σοσµένη. Νὰ Ββρῆτε τὸν τόπο τῶν κέντρων τῶν πκρεγγα- 
χραμμένων κύκλων σὲ κανδεμιὰ ἀπ᾿ τὶς 4 Ὦ καὶ ΓΕ. 

24.--Σὲ τρίγωνο ἡ ξάση μένει σταθερὴ κι ἡ «ἵ τῆς κορυφῆς εἶ νι γνὼ" 
στή, Νὰ θρῆτε τὸν τόπο τοῦ ὀρθοκάντρου (σημείου τομῆς τῶν ὑφῶν). 

25.-- Σχεδιάζουμε ἕνα ἰσοσγελὲς τργ. ΑΒΙΓ μὲ κορυφή Α. ὴὸ κέντρο τὸ Α. 
καὶ τυχαία ἀκτίνα γράφρυμε περιφέρεια κι ἀπ᾿ τὰ Β καὶ Τ φὲ- 
ρουµε πρὸς αὐτὴ τὶς μὴ συμμετριχὲς ἑφαπτόμενες : 
1ο Τόπος τοῦ σημείου τομῆς τους Μ. 
2ο "Αν πάνω στή ΜΒ πάρουμε ΜΙ -- ΜΥ, τόπος τοῦ Ι. 

26.-- Τόπος τῶν σημείων ἑπατρῆς τῶν εὐθειῶν ποὺ µμένούν | πρὸς Ἰυωστὴ 
διεύθυνση κι ἐφάπτοντα! πρὸς ὅλες τὶς περιφέρειες, ποὺ ἀφάπτονται 
σ᾿᾽ ὡρισμάνο σημεῖο μιᾶς δοσμένης εὐθείας. 

27.--᾿Απ’ τὸ σημεῖο Ῥ τῆς πλευρᾶς ΒΙ ὀνὸς τριγώνου, γράφουμε τυχαία 
τέµνουσα ΡΤΣ (Ἑ πάνω στὴν ΑΙ χαὶ Σ στὴν ΑΒ). Νὰ δρῆτε τὸ 

. Υ.τ, τοῦ δευτέρου σημείου τομῆς τῶν περιφερειῶν (Ρ.Γ,Τ) καὶ (5,Β,Σ). 

28,-- Απ’ τὸ σημεῖο Α τῆς τομῆς δυὸ περιφερθιῶν, γράφουμε τέµνουσα, ποὺ 
συνανταει τὶς περιφέρειες στὰ Ὦ πκαὶ Ἑ. Τόπος τοῦ σημείου τοµῆς 
τῶν διαµέτρων, ποὺ περνᾶνε ἀπ᾿ αὐτὰ τὰ σημεῖα. 

20.---Δίδεται μιὰ περιφέρεια Ο κι ἡ εὐθεῖα ΩΧ. ᾽Απ΄ τὸ χινητὸ πάνῳ στὴν 
ΟΧ σημεῖο Ῥ γράφουμε τὴν ἐφαπτομένη ΡΜ. Νὰἀ Εερῆτε τὸ Υ. τ. 
τῆς ὀρθῆς προδολῆς τοῦ κέντρου πάνω στη διχοτόµο τῆς « ΟΡΗΜ. 

30.---Δίδοντα! δυὸ ὁμόκεντρες περιφέρειες. Απ' τὸ κινητὸ σημεῖο Α τῆς µα- 
γαλύτερης φέρνουμε ἐφαπτομένη πρὸς τὴ μικρότερη καὶ τοποῦθ6- 
τοῦμε πάνω σ᾿ αὐτ] τὸ σταθερὸ μῆχος (ΑΙ) -- λ. Τόπος τοῦ Ι. 

3|.-- Ένα γνωστὸ µῆκος ΑΒ Ὑλυστράει ἀνάμεσα στὶς σταθερὲς εὐνεῖες ΟΧ 
κι ΟΨ : 
1ο Τόπος τοῦ κέντρου τοῦ περιγεγραμµάγνου κύκλου στὸ τργ. 0ΟΑΡΒ. 
2ο ᾿Απ᾿ τὰ σηµεῖα Α καὶ Ὦ φέρουµε τὰ |, τμήματα ΑΓ καὶ ΒΔ 
πρὸς τὶς σταθερὲς αὐθεῖες. ᾿Αποδεῖξτε πὼς τὸ μῆκος ΓΔ μένει στα- 
θερό. 
ὃο ΠἩοῦ δρἰίσχεται τὸ ὀρλδόχεντρο τοῦ τργ. 0Α8Β : 


342.-- Δίδεται κύκλος καὶ δυὸ διάµετροι ΑΑ΄ 1 ΒΒ’. "Ας ἑνώσουμε ὁποιοδήποτε 
σημεῖο Τ τοῦ τόξου ΑΒ μὲ τὸ σημεῖο Α΄ κι ἃς εἶναι Ι ἡ τομή τῶν 
ΓΑ΄ καὶ ΒΒ΄. Νὰ βρῆτε τὸν τόπο τῶν κέντρων τῶν περιγεγραµ- 
µάνων κύκλων γύρω σὲ καθένα ἀπ᾿ τὰ τργ. ΤΙΒ καὶ ΠΒ’. 

33.--Σὲ δοσµένη περιφέρεια γράφουμε τὴ σταδερὴ χορδὴ ΑΒ καὶ μιὰ ἄλλη 
μεταθλητὴ ΑΓ, Πάνω σ’ αὗτά τὰ δυὀ τμήματα κατασκευάζουµε τὸ 
παρ]μο ΑΒΓΔ’ νὰ 6ρῇτε: α) Τὸν τόπο τοῦ. κέντρου αὐτοῦ τοῦ 
παρ)μου. ϐ) Τὸν τόπο τῆς κορυφῆς Δ. Υ) Τὸ παρ)μο μὰ τὴν ἑλά- 
γιστη διαγώνιο. 
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44. Μέσα σὲ ἰσοσκαλὲς τρίγωνο νὰ θρῆτε τὸν τόπο τῶν σημείων, ποὺ ἡ 
ἁπόστασή τους ἀπὸ τὴ θάση εἶναι ἴση μὲ τὸ ἄδροισμα τῶν ἀπο- 
στάσεών τους ἀπ᾿ τὶς ἴσες πλευρές. 

45.- Δυὸ περιφέρειες ἐφάπτονται στὰ σταδερὰ σημεῖα Α χαὶ Β μιᾶς εὐδείας 

ο... ΛΗΒ καὶ µεταξύ τους. Νὰ θρῆτε τὸν τόπο τοῦ σημείου ἐπαφῆς τους. 

40.--Σ' ἕνα τετράπλευρο μιᾶὰ πλευρὰ μένει σταδερὴ χατὰ τὴ θέση καὶ τὸ 


μέγεθος. ᾽Ακόμα τὰ μήκη μιᾶς διαγωνίου καὶ δυὸ ἄλλων πλευρῶν 
εἶναι γνωστά. Τόπος τοῦ .µέσου τῆς δεύτερης διαγωνίου. 


47.-- Ἔχετε ἕνα χύχλο καὶ μιὰ σταθερή του διάμετρο. Απ΄ τὸ ἄκρο Μ τῆς 
τυχαίας ἀκτίνας ΟΜ γράφετε τὴν ΜΡ ΑΒ. Νὰ βρῆτε τὸ Υ.τ. τοῦ 
κέντρου τοῦ κύκλου τοῦ ἐγγεγραμμόνου στὸ τργ. ΟΜΕΡ. 

38.- Τὰ παραλληλόγραμμα ΑΒΓΔ ἔχουν σταθερὴ τὴν κορυφὴ Α, ἑνῶ τὰ Β 
καὶ Γ κινοῦνται πάνω σὲ γνωστή εὐθεῖα, Τόπος τῶν κέντρων τους. 

30,- Τὸ ΑΒ εἶναι τὸ ὕψος, ποὺ ἀντιστοιχεῖ στὴν ὑποτείνουσα τοῦ ὀρθ. τργ. 
ΑΒΓ, Ἑνώνουμε ὁποιοδήποτε σημεῖο Δ τοῦ ΑΗ μὲ τὰ Β καὶ Τ καὶ 
στὰ σημεῖα αὐτὰ «φέρουμε τὶς κάθετες πρὸς τὶς ΔΒ καὶ ΔΡ, Ποιὸς 
εἶναι ὁ Υ.τ. τῆς τομῆς αὑτῶν τῶν κανδέτων ; 

40.--Τόπος τῶν κέντρων τῶν περιφερειῶν, ποὺ ἑφάπτονται σὲ μιὰ αὐθεῖα Χ, 
ὅταν οἱ δυὸ ἑφαπτόμενες εὖὐθεῖες ἀπὸ δυὸ σταθερὰ σημεῖα Α καὶ Β 
τῆς Χ πρὸς κάνε τέτοια περιφέρεια πρέπει νἆναι παράλληλες. 


ἱ. ΟΙ ΓΒΩΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 


Β. Μὲ τὴν ἔννοια τῆς ἀναλογίας 3 


Εΐναι σχόπιµο νὰ ἐπαναλάβουμε τὰ θεωρήματα τῆς διχοτόµου. 


Πρόταση Α: «Εάδε διχοτόµος (ἐσωτεριχὴ ἢ ἑξωτερικὴ) γωνίας 
τριγώνου, χωρίζει τὴν ἀπέναντι πλευρὰ σὲ µέρη ἀνάλογα πρὸς τὶς 


δυὸ ἄλλες προσκείµενες πλευρές». 


Γὰ γεωμ. στοιχεῖα αὐτοῦ τοῦ θεωρήματος συνδέονται µεταξύ τους 


ποσοτικἁ μὲ τὴν παρακάτω σχέση: 


Πρόταση ΕΒ: «Συμθδολίουμε μέ: ἆ καὶ ἆ΄ 


τ’ ἀντίστοιχα μήχη 


τῆς ἐσωτερικῆς χι ἐξωτερικῆς διχοτόµου τῆς χ Α ῄτργ. ᾽ΑΒΓ, µ 
καὶ ν τὰ μήκη τῶν τμημάτων ΒΔ καὶ ΔΓ -- ὅπου 4 ἡ τοµὴ τῆς 
ἐσωτερικῆς διχοτόµου ΑΔ μὲ τὴ ΒΓ --- μ΄ καὶ Υ τ ἀντίστοιχα µεγέδη 
: γιὰ τὴν ἐξωτερικὴ διχοτόµο καὶ τέλος τὰ μήχη τῶν πλερῶν (ΒΓ) --α 
(ΓΑ) -- Ὁ καὶ (ΑΒ) -- ο. Μὲ τὸ συμθολισμὸ αὐτὸ ἰσχύουν οἳ σχέσεις: 


ἆ  -- Ὁς -- μν 


ἀ3 -- ν΄ -- υὸ». 


Στὸ σχ. 14 περιγράφουµε κύχλο γύρω ἀπ᾿ τὸ τργ. ΛΒΙ) χι ἀφοῦ 
γράψουμε τὴ διχρτόµο ΑΔ τὴν προεκτείνουµε µέχρι τῆς τομῆς της Μ 


μὲ τὴν περιφέρεια. Ἐΐϊναι βέβανα τότε : 
δηλαδὴ -ἅ ΒΑΝ -- « ΔΑΓ. 


ϐΝ -- ΜΕ, 


Ἐξ ἄλλου εἶναι ἕ΄ ΑΜΒ -- «ἆ ΛΓΒ, ἀφοῦ κι οἳ δυό τους βλέπουν στὸ 


ἴδιο τόξο. "Αρα τὰ τρίγω- 
να ΑΒΜ καὶ ΑΓΔ εἶναι 
ὅμοια χι ἑπομένως : 


ο Μο. ον 
ΑΓ ΑΔ) 
εἴτε ἂν βάλουμε προσωρινὰ 
ἆ -- κ 
(ΜΔ) «εκ. τ τς 


.α ᾱ- ἢ ἆ» -ἵ- ἀ.κξ-ο.ο. 


Σύμφωνα ὅμως μὲ τὸ 


(ϐ) Ἡποροὺμε νὰ διχιρέσουµε τὴν ᾿Επιπεδομετρία σὲ δυὸ θασικὰ µέρη: 
Τὸ πρῶτο, ποὺ στηρίζεται στὶς ςασικὲς ἰδιότητες ἰσότητας Χι ἀνισότητας τῶν 
σγημᾶ-ῶγν, καὶ τὸ δεύτερο, ποὺ εἰσάγει τὴν ἔννοια τῆς ἀναλογίας καὶ μελετᾶ 


τὰ Άμοια σήματα. 
6. Ι,ειπαίτα - Ρ. Βουδούρη 


ὃ 
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θεώρημα τῶν τεµμνοµένων χορδῶν: (ΑΔ). (ΔΜ) -- (ΒΑ) :(ΔΓ), 
δηλαδὴ ἁ.κξ-μ.ν. 

Οἱ δυὀ τελευταῖες σχέσεις δίνουν : 

ἆἲ -μ.ν-ς- ὓ.ς καὶ τελικά: ἁἆ ξπῦυ.ς--μ.γ. 

Τὴν πρόταση γιὰ τὴν ἐξωτερικὴ διχοτόµο μποροῦμε νὰ τὴν ἀνά- 
γουµε στὴν περίπτωση τῆς ἐσῶωτερικῆς ἄν, στὴν προέκταση τῆς εὐθείας 
ΒΑ, πάρουµε τμῆμα (ΑΕ) -- (ΑΓ) -- υ. Τότε ἡ Δ΄Α εἶναι ἐσωτερυκ δι- 
χοτόµος στὸ τργ. ΕΔΏ, ἀφοῦ τοργ. ΑΔΤ - τργ. ΛΔΈ ἀπ᾿ τὴν κατασκευὴ 
χι ἑπομένως «« ΕΔΑ -- «ἆ ΑΔΈ. 

Αὐτὲς οἱ δυὺ προτάσεις μᾶς ἐπιτρέπουνε νὰ ὑπολογίζουμε τὰ µήχη 
τῶν διχοτόµιων ἀπ᾿ τὶς πλευρὲς ἑνὸς τριγώνου, ἀφοῦ στὶς σχέσεις τῆς 
πρότασης (Β) τὰ μεγέθη µ, ν καὶ μµ’, ν΄ μποροῦν νὰ ὑπολογισθοῦν ἀπ᾿ 
τὶς πλευρὲς μὲ τὴ βοήθεια τῆς πρότασης (Α): µ ες ν τς 

ὍΟρισμός. Τὰ σημεῖα Δ καὶ Δ΄ ἑνὸς τμήματος ΒΓ, γιὰ τὰ ὁποῖα συµ- 
ΒΔ ΒΛ 
ΔΓ ΑΓ) 
τοῦ τμήματος. Τέτοια σημεῖα χωρίζουν τὸ τμῆμα ἐσωτερικὰ κι ξωτε- 
ρικἁ στὸν ἴδιο λόγο. 


βαίνει θὰ τὰ λέμε «ἁρμονικὰ συζηγὴ» ὡς πρὸς τὰ ἄχρα 


Αα 
Ἀ κ 
Πρόβλημα: «Ἀητεῖται ὃ γ.τ. τῶν σημείων Μ, ποὺ ὁ λόγος τῶν 
ἀποστάσεών τους ἀπὸ δυὸ ἄλλα σταθερὰ σημεῖα Α καὶ Β, πο) 
[ 
μένει σταθερὰ ἴσος μὰ τὸν ἀριὺνμὸ λ». 

Γράφουμε στὸ σχ. 10 τὴν 
ἐσωτερικὴ ΜΝ καὶ τὴν ἐξωτερι- 
κὴ ΜΛ διχοτόµο, ὁπότε σύμφωνα 
μὲ τὶς προτάσεις γιὰ τὶς διχοτό- 
μους.'. 

[ λ ΑΜ ΑΝ ΑΑ. 
ΜΒ ΝΒ  ΔΛΗΒ 

Παρατηροῦμε ὅτι τὰ σημεῖα 
Ν καὶ Λ ἀνήκονυν στὸν τόπο, ἐνῶ 
ἐξ ἄλλου εἶναι -ἕ ΝΜΑ -- οῦ.. 
Μ’ ἄλλα λόγια ἀπ᾿ τὸ τυχαῖο σημεῖο Μ τοῦ τόπου τὸ σταθερό, κατὰ 
θέση καὶ μέγεθος, τμῆμα ΝΛ φαίνεται ὑπ ὀρθὴ γωνία, δηλαδὴ ὁ τόπος 
εἶναι περιφέρεια μὸ διάµετρο ΝΛ. Αὐτὴ τὴν περιφέρεια τὴν ὀνομά- 
ἔουμε «ἀπολλώνιο κύχλο». 


ΖΣκ 15 


Πρόβλημα: «Τόπος τῶν σηµείων ἁπ τὰ δποῖα δυὸ δοσµένοι 
Χύκλοι φαίνονται ὑπὸ ἴσεος γωνίας». 


1. Β. Οἱ γεωματρικοὶ τόποι δο 


Γιὰ τὸ τυχαῖο σημεῖο Μ τοῦ σχ. 16 ὑποθέτουμε : 
ᾷ ΑΜΗ -- ἅ ΓΜΑ. 


Οἱ διάκεντροι ΜΟ και ΜΟ΄ εἶναι σύγχρονα καὶ διχοτόµοι τῶν γω- 
νιῶν τῶν ἀντιστοίχων ἐφαπτομένων, δηλαδή : 


ἆὶ ΟΜΑ -- «ἵ Ο’ΜΓ. 


᾿Τὰ ορῦ. τρίγωνα ΜΑΟ καὶ ΜΓΟ΄ εἴναι λοιπὸν ὅμοια, χι ἑπομένως : 
ΜΟ ΟΑ κ 
Μο  οτ κε 
{δ καὶ Ε΄ οἳ ἀκτῖνες τῶν δυὸ κύκλων). 
Ἐϊναι φανερὸ πὼς τὸ Ἰ κινεῖται στὴν ἀπολλώνια περιφέρεια, ποὺ 
γθάφεται πάνω στὸ τμῆμα Ο0’ μὲ λόγο -ᾱ--- 
᾿Αντίστροφο: "Όταν τὸ Μ ἀγήκει στὴν πιὸ πάνω ἀπολλώνια πε- 
θιφέρεια, γράφουμε τὶς ἐφαπτόμενες πρὸς τὶς δυὸ δοσµένες περιφέρειες 
--κατασκευὴ πραγματοποιήσιµη μονάχα ὥταν τὸ Μ βρίσκεται ἔξω ἀπ᾿ 
ΜΟ ΟΑ 
ΜΟ΄  ΟΓ᾽ 
Αὐτὸ φτάνει γιὰ νἆναι τὰ ὀρθ. τργ. ΜΑΟ καὶ ΜΓΟ’ ὅμοια, ὁπύτε : 
ἁ ΟΜΑ 5 ΟΜΓ εἴτε, μ’ ἕνα διπλασιασµό;: 6 ΑΜΗ -- χ ΓΜΔ. 
Τὸ συμπέρασμα εἶναι πὼς ὁ τόπος ἀποτελεῖται ἀπ᾿ τὸ τόξο τῆς ἀπολ- 
λώγιας περιφέρειας, ποῦὖναι ἔξω ἀπ᾿ τοὺς κύχλους Ο καὶ Ο’ (γιὰ τὴν πε- 
Οίπτωση τοῦ σχήματος ὁλόκληρη ἤ περιφέρεια). 


Ν /΄ 4 3 - 
τοὺς κύκλους. Θὰ εἶναι ἐκ κατασκευῆς : 


ο“. 

Πρόβλημα: «Βρῆτε τὸν τόπο τῶν σηµείων 3! μὲ τὴν ἱδιότητα : 
Αν τὰ ἑνώσετε μὲ δυὸ σταθερὰ σημεῖα Α καὶ Β ν ἀληθεύοι ἡ 
σχέση : ξ.ΜΑ)”ΓξΣ.(ΜΒ)" Ακ», 
ὅπου ξ καὶ ζ τυχαῖοι ἀριθμητικοὶ συντελεστὲς καὶ ἱς κάποιο Τνω- 


στὸ μῆχος». 
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Θ4 ἑνώσουμε βέβαια τὸ Α μὲ τὸ Β. "Ας φέρουμε ἔπειτα τὴν 

ΜΔ .Ι ΑΒ -- τὸ ΔΑ πάνω στὴν ΑΒ -- κι ἂς ἑνώσουμε τὸ Μ μ᾿ ἕνα ση- 

μεῖο ὮΤ τῆς ΑΒ, ποὺ θὰ τὸ πάρουμε 
κατ᾽ ἀρχὴ τυχαῖο. 

ἘἙφαρμόζουμε τὸ γνωστὸ γενιχευ: 
µένο θεώρημα τοῦ Πυθαγόρα γιὰ τὰ 
(τργ. ΜΑΓ καὶ ΜΓΗΕ κι ἔχουμε: 

ς (ΜΑ)” -- (ΜΤΣΙΓ (ΑΓ) 2: (ΑΓ) : (ΓΔ) 
δν 2 (ΜΒ): --(ΜΓ):-Γ- (ΓΕ). -- (ΓΕ): (ΓΔ) 
Πολλαπλασιάζουµε τὴν πρώτη Οδχέση ἐπὶ ἕ, τὴ δεύτερη ἐπὶ 

καὶ προσθότουµε κατά µέλη : 

Σ.(ΜΑ)Λ ΓΙ (ΜΒ)” --ΜΡΣ (ΕΣ: (ΑΡΓΣ- 
Επ .Β).-Γ52 ΓΔ. [Σ1(Α5) --τ 8Β)] (1) 
᾿Ἠρὺδε ἡ στιγμὴ νὰ καθορίσουμε τὸ Ὦ. Ὡς συνθήκη καθορισμοῦ, 
θά διαλέξουµε βέβαια τὸ μηδενισμὸ τοῦ τελευταίου ὅρου τῆς σχέσης 
(4), δηλαδη δἀὰ Ὀέσουμε : 


Αα 


4 Γ α΄ 


ι ΤΑ τς 
ε ΑΠ --τΠἨ-ο ἃ τα τττ 
Μπορυοῦμε πιὰ νὰ κατασκευάσουµε γεωμετρικὰ τὸ Τ. “Ἡ τελευταία άγα- 
λογία δίνει παραπέρα : 


ΓΑ . ΓΑ-ΓΓΕ ἵ--ξ 
Ρα ΓΤΗ ο... . π.δ 
εἴτε, ἂν (ΑΒ) --α͵.". ' (ΓΑ) -- ε (ΓΕ) -- εε' 


κι ἑπομένως: ἕἙ-(ΑΓ) 1-5" (ΓΗ): -- ατα” δτς . α2ξς 


(ὁ - Ὁ) πεσει 
Ὕστερα ἀπ᾿ αὐτὸ μποφοῦμε νὰ γράψουμε τὴ σχέση (1) ὑπὸ τὴ µορφή: 
ο τσ ο. 9) 


εγξ 


Αὐτὴ ἡ τελευταία σχέση καθορίζει τὸ μῆκος ΜΙΤ. Τὸ Μ κινεῖται λοιπὸν 
πάνω σὲ μιὰ περιφέρεια (Μ., ΜΤ), ποὺ μποροῦμε νὰ τὴν κατασκευάσουµε 
μὲ τὸν κανόνα καὶ τὸ διαβήτη. 
Ὁ τόπος ὑπάρχει ὅταν γιὰ τὸ (ΜΙΣ βγαίνει θετικἡ τιµή, δηλαδηῆ 
Σες 


8 5 - . 
ὅταν {2 2εΕ τε καὶ καταντᾶ νὰ ταυτίζεται μὲ τὸ σημεῖο 1 ὅταν 


.-..αἳ Ες 


υπ 


' , 2 αν. 
τοῦ τμήματος ΑΒ χι όὁ τόπος εἶναν η περιφέρεια (ο ρα ον ον ) 


Στὴν περίπτωση ποὺ τς ζΞλ τὸ Γ εἶναι τὸ µέσο Ν 


1. Β. Οἱ γεωμετρικοὶ τόποι δῖ 


ον ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο - 


Ἐνδιαφέρουσα εἶναι κι ἢ περίπτωση (ξ-- 1, ἵ -- 2) ποὺ ἀντιστοιχεῖ 


ἀ [ κ 3 9 8 συ ΔΝ ιά 2 Ι] 4 4 
στὸν κύκλο {[ Ὀ, α νλο σης ὅπου τὸ 1) καθορίζεται ἀπ᾿ τὴ σχέση 
ΑΓ --δ- ΤΗ. 


Πρόβλημα : «Ὅταν δοθοῦν δυὀ αταθορὰ σημεῖα Α καὶ Β, νὰ 
ἐρῆτε τὸν τόπο τῶν σηµείων Μ, γιὰ τὰ ὁποῖα : 


ἔ- ΜΑ): ---ς- (ΜΒ): -- κ». 


Ἡ πορεία τῆς λύσης ὅπως καὶ στὸ πιὸ πάνω πρόβλημα. Ὁ τόπος 
εἶναι πάλι μιὰ περιφέρεια, πού, ὅσο ὁ ἀριθμὸς ξ πλησιάξει στὸ ἵ, ἡ 
ἀκτίνα της αὐξάνει διαρκῶς καὶ μέχρις ὅτου, στὴν ὁριακὴ περίπτὠση 
ξ -- ζ, ὁ τόπος καταντήσει μιὰ εὐθεῖα ΑΒ. Πρόκειται τότε γιὰ τὸν 
τόπο τῶν σημείων Μ γιὰ τὰ ὁποῖα : (ΜΑ) -- (ΜΒ); -- 13. Τὸ σημεῖο Γ 
τοῦ τμήματος ΑΒ ὅπου ὑψοῦται ἡ κάθετος αὐτή, προσδιορίζεται ἀπ᾿ 
τὴ σχέση : (ΓΑ): --(ΓΒ): -- κ (ἀφοῦ τὸ Τ ἀνήκει στὸν τόπο). εἴτε : 


ἡ , 
(ΓΑ -Ι- ΤΕ) : (ΓΑ -- ΓΕ) --κ», δηλαδή: (ΝΓ -- ο. | 


ὅπου Ν τὸ µέσο τοῦ ΑΒ καὶ αΞ- (ΑΒ). 


Πρόβλημα: «Τόπος τῶν κέντρων τῶν περιφερειῶν, ποὺ τέμνουν 
δυὸ ἄλλες δοσµένες κατά διάµατρο (τὶς διχοτομοῦν)». 


Τὸ νὰ ὑποθέσουμε στὸ σχ. 18 πὠς τὸ τυχαῖο σημεῖο Μ εἶναι ση- 
μεῖο τοῦ τόπου, σηµαίνει νὰ δεχθοῦμε ὅτι οἱ κοινὲς χορδὲς ΑΒ καὶ ΓΑ 
εἶναι διάµετρον, Οἱ διάκεντροι ΜΟ καὶ ΜΟ΄ εἶναι ἀντίστοιχα κάδετες 
πρὸς αὐτές χι’ ἑπομένως : 
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(ΜΑ)Σ -- (ΜΟ)Σ -ἵ- ΕΣ καὶ (ΜΕΡΙ 5 (ΜΟ7 ἠ- κ 
(κ καὶ Ε΄ οἳ ἀγτῖνες τῶν δύο γνωστῶν κύκλων). 
᾽Αλλὰ οἱ ἀκτῖνε: ΜΑ καὶ ΜΓ τοῦ κύκλου Μ εἶναι ἴσες, ἄρα : 
(ΜΟ): -- εξ -- (ΜΟ’): -Ἱ- ΚΣ, εἴτε: (ΜΟΊ: --(Μο): -- η» -- Ε’". 


Αὐτὸ θὰ πεῖ ὅτι ἡ διαφορὰ τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεων τοῦ 
Μ ἀπ᾿ τὰ σταθερὰ σημεῖα Ο καὶ Ο) µένει σταθερή. Ὁ τόπος εἶναι λοι- 
πὸν εὐδεῖα κάθετη στὸ Ἡ πρὸς τὺ τμῆμα ΟΟ΄’ καὶ σ᾿ ἀπόσταση ἀπ᾿ τὸ 
; Ρ) -- Ἐλ 
μσο του ] / (1ΗΒ) - ο) 
5 (00) 
Πρόβλημα: «Τόπος τῶν κέντρων τῶν ὀρδογωνίων. ποὺ μποροῦν 
νὰ ἐγγραφοῦν µέσα σ’ ἕνα γνωστὸ τργ. ΑΒΓ». 


Οεωροῦμε τὸν τρόπο ἐγγραφῆς, ποὺ 
φαίνεται στὸ σχ. 19, δηλ. τὴν περίπτωση, 
ποὺ κάποια πλευρὰ τοῦ ὀρθογωνίου βρί- 
σχεται πάνω στὴ βάση ΒΓ. "Ας εἶναι 
ΔΕΖΘ ἕνα τέτοιο ὀρθογώνιο. Τὸ µέσο 
Ο τοῦ διάµεσου τµήµατος ὮΣ (Ρ καὶ Σ 
µέσα τῶν ΔΕ καὶ Ζ9) εἶναι τὸ πέντρο 
του. 


Τὸ σημεῖο Ὦ ἀνήκει σύγχρονα στὴ 
διάµεσο ΑΜ τοῦ τργ. ΑΒΓ χι ἑπομένως 
τὸ Ο εἶναι µέσο ἑνὸς τμήματος ΡΣ, ποὺ ἔχει τὰ ὄκρα του πάνω στὰ 
ΑΜ καὶ ΜΙ καὶ διατιηρεῖ σταῦερῇ διεύθυνση κάθετη πρὸς τὴ ΒΓ -- 
τὴ διεύθυνση τοῦ ὕψους ΑΗ. Ἡ εὐθεῖα ΜΟ περνάει στὴν προέκτασή 

ελ , . ΄ - ο ν 9 ς - ΑΙ ΟΡ » -- 
της ἀπ᾿ τὸ µέσο Ι τοῦ ὕψους, γιὰ τὸ ὁποῖο: -τττ' τος τ: ἶ, ἀφοῦ 

1Η ΟΣ 
ΓΣ ΑΗ κι ἀληθεύει τὸ θεώρημα τῶν ἀναλογιῶν τοῦ Θαλλοῦ. 

ὍὉ τόπος εἶναι λοιπὸν ἡ εὐθεῖα ἢ τμῆμα τῆς εὐθείας ΜΙ, ποὺ ἑνώ- 
γει τὰ µέσα τῆς βάσης καὶ τοῦ ἀντιστοίχου ὕψους τοῦ τοιγώνου. Διερευ- 
νώντας τὶς ὁριακὲς δέσεις βρίσκουμε πὠς μόνο τὸ. μῆμα ΜΙ εἶναι ὁ τόπος, 
ἐνῶ οἱ προεκτάσεις του σχηματίζουν τὸν τόπο τῶν παρεγγεγραμμένων ὁρ- 
δογωνίων. Δυὸ ἀνάλογες εὐθεῖες δὰ εἴχαμε ἄν παίρναµε γιὰ βάσεις τὶς 

Ν Ελ] - ΄ 
πλευρὲς ΑΒ ἢ ΑΓ τοῦ τριγώνου. 


Σχ 19 


Πρόβλημα: «Ἓνας πύχλος κυλιέται στὸ ἑσωτερικὸ κάποιου 
ἄλλου σταθεροῦ μὲ διπλάσια ἀχτίνα. Ἡρῆτα τὸν τόπο ἑνὸς ὃποιου- 
δήποτε σημείου τῆς κινητῆς περιφέρειας». 


(ὢ Στὸ μέλλον δὲ ϐ᾽ ἀποδείχνουμε πιὰ τὶς ἀντίστροφες προτά-α’ς. ἑ» τὸς 
ὃν παρουσιάζοὺν ξεχωριστὸ ἐνδιαφέρο. 


Ι. . Οἱ γεωμετριχοὶ τόποι ο ο] 


Ας πάρουµε στὸ σχ. 30 μιὰ ἀρχικὴ θέση τοῦ κινητοῦ κύκλου, 
ὕταν τὸ ὑπ ὄψη σημεῖο Α τῆς μικρῆς περιφέρειας πέφτει πάνω 
στὴ µεγάλη, χι ἔπειτα μιὰ ὄλλι 
τυχαία θέση 1 τῆς χινητῆς περι- 
φέρειας, ὅπου Μ εἶναι ἡ νέα δέ- 
ση τοῦ Α. "Όπως ξέρουμε: 

μῆκος τόξου ΒΑ -- «ΒΟΑ 
(εἰς ἀκτίια α ({ἡ µεγάλη 
ἀκτίνα) 

καὶ παρόμοια : 

-- ο 
᾿Ἐπειδὴ ἡ μιχκρὴ περιφέρεια 
κυλιέται χωρὶς νὰ γλυστράει, τὰ 


τόξα ΒΑ καὶ ΒΜ εἶναι ἰσομήκη 
πι ἑπομένως : 


Εξ 
«ΒΟΑ:Κ:- « ΒΙΜ:-, κεἴετ  ἆΒΙΝ-- ὁ: ΒΟΛ. 


"Ας φέρουμε τὴν ΟΜ. Ἡ ἐξωτερικὴ Ὑωγία ΒΙΜ τοῦ ἰσοσκελοῦς 
τριγώνου ΟΙΜ εἶναι διπλάσια τῆς ἀπέναντι ἐσωτερικῆς, δηλαδη : 


ᾱ ΗΙΝ--9. ἆ Βοµ. 


'Ο συσχετισμὸς τῶν δύο τελευταίων ἰσοτήτων, δίνει : 


« ΒΟΝ -- ἅ ΒΟΛ. 


Τὸ συμπέρασμα αὐτὸ βεβαιώνει ὅτιτὸ Μ ῥρίσκεται ἀναγκαῖα πάνω 
στὴν ΟΑ, δηλ. ὅτι τὸ κινητὸ σημεῖο μένει σταῦερὰ πάνω στὴ διάμετρο 
ΑΑ΄, ποὺ τὴ διατρέχει ὁλόκληρη ὕταν ἢ χινητὴ περιφέρεια κυλισθεῖ 
στὸ ἡμικύκλιο ΑΒΑ΄. Τὸ πρόβλημα αὐτὸ παρουσιάζει μιὰ περίπτωση, 
ὅπου μιὰ κίνηση Χυχλικὴ μετατρέπεται σ᾿ εὐθύγραμμη. 
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Προβλήματα 


41.---ΤἙοποθετοῦμε πάνω σ᾿ ἕνα ΄ἐπίπεδ» δυὸ χεριὰ καὶ ζητᾶμε τὸν τόπο τῶν 
σημείων τοῦ ἐπιπέδου ποὺ φωτίζονται ἐξ ἴσου ἀπ᾿ αὐτά. Εἶναι γνω- 
στὲς οἱ ἑντάσεις α καὶ 6 τῶν δύο φωτεινῶν πηγῶν καὶ ὅτι οἳ φωτι- 
σμοὶ εἶνα, ἀντιστρόφως ἀνάλογοι τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεων 
ἀπ᾿ τὶς πηγὲς. 
43.--Τόπος τῶν σημείων ἑἐνγτὸς ἰσοσχελοῦς τριγώνου, ποὺ οἳ ἀποστάσεις τους 
ἀπ᾿ τὴ βάση εἶνα. µὲσες ἀνάλογες τῶν ἁἀποστάσεών τους ἀπ᾿ τὶς 
Ἶσες πλευρές. 
ὙΧ 43.-- Ενὸς ὀρθογωνίου ΛΒΓΑ ἡ κορυφηῆ Α μένει σταδερή, ἐνῶ οἱ ἀπέναντι 
κορυφὲς Β καὶ Δ πινοῦντα: ἐπὶ γνωστῆς περιφερείας. Τόπος τῆς τέ- 
ταρτης κορυφῆς Γ. 
44. Ῥόπος τῶν σημείων, ποὺ τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεών 
τους ἀπ᾿ τὶς κορυφὲς ἑνὰς τριγώνου μένει σταθερό. 
45.--Τὸ ἴδιο ὅταν ἀντὶ γιὰ τρίγωνο δίνεται ἕνα τετράπλευρο. 
..46,.--Ἡ κορυφή Ρ τῆς ὀρθῆς γωνίας ΑΡΒ δρίσχβται µέσα σ᾿ ἕνα χύχλο, ἐνῶ 
Α καὶ Β εἶναι οἱ τομὲς τῶν πλευρῶν μὲ τὴν περιφέρεια: Ἄπητεῖται 
ὁ τόπος τοῦ μέσου τοῦ τμήματος ΑΒ. ὅταν ἡ γωνία στροφαλίζεται 
περὶ τὸ Ε. 


47.--Α καὶ 1ΙΒ εἶναι ἀφαπτόμενα τμήματα πρὸς δυὸ δοσµένες.περιφέ- 
ρειας. Αν (ΜΑ): -- (Μ8)” -- ΚΣ, τόπος τοῦ Μ. 
48.--Τόπος τῶν σηµεἰώχ, ποῦ διαιροῦν ἐσωτερικὰ Ἡ ἐξωτεριχὰ τὶς διάφορες 
χορδὲς ἑνὸς Χύγχλου σὲ δυὸ τμήματα μὲ σταθερὸ γιόµενο {". 
ν/ 40.--Αν (ΜΑ) -- (ΜΕ), Α ἕνα σταθερὸ σημεῖο χαὶ ΜΒ ἑἐφαπτομένη πρὸς 
δοσµένη πθριφέρφιας τόπος τοῦ Μ. 
50.--Τάπος τῶν κέντῥων' τῶν περιφερειῶν ποὺ περνοῦν ἀπ᾿ ἕνα στανερὸ 
σημεῖο Α χαὶ Διχοτομοῦν δοσµάνη περιφέρεια. 
5[,-- Τόπος τῶν πηµδίων, ποὺ τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστά- 
σεών τους ἀπὸ δυὸ κάθετες εὐθεῖες μένει σταδερό.’ 
52.--Τόπος τῶν αημείων, ποὺ τὸ ἄνθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστά- 
σεών τοὺς ἀπὸ τὶς κορυφὲς κανυνικοῦ πολυχώνου μένει σταθερό. 
5..--Ἠόπος τῶν σημείων, ᾿ ποὺ τὸ ἄθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστα- 
σεών τους ἄπ' τὶς πορυφὲς ἑνὸς 2ρθογωνίου ἰσοῦται μὲ τὸ παρόμοιο 
ἄδροισμα ποὺ ἀντιστοιχεῖ σ’ ἕνα δεύταρο ὀρνογώνιο. 
9 54.--᾽Απὸ σταθερὸ σηµεῖο Α φέρουμε τυχαία τέµνουσα ΑΒΓ κύκλου καὶ στὰ 
σημεῖα τομῆς Β καὶ Γ φέρουμε τὶς ἑφαπτόμενες. Τόπος τῆς τομῆςτους. 
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ν 55.--᾽Αποδεῖξτε ὃτι σ᾿ ἕνα τετράπλευρο μποροῦμε νὰ ἐγγράφουμε ἄπειρα 
παραλληλόγραμμα μὲ πλευρὲς παράλληλες πρὸς τὶς διαγώνιες τοῦ 
τετραπλεύρου καὶ ἐρῆτε τὸν τόπο τῶν κόντρων τῶν παραλλη- 
λογράμμων αὐτῶν. 


56.- Δίδεται -ᾱἵ ΑΟΒ, ὅπου (0Α) -- α καὶ (0Β/ -- υ. Νὰ θρῆτε τὸν 


” 


/ τὀπο τῶν σημείων Μ τέτοιων, ὥστε ἂν φέρουμε τὶς ΜΡ || ΟΑ καὶ 
ΜΊΤ ]Ἱ ΟΒ, νάᾶχουμε κα) Εν. τα {, 


57, Τόπος τῶν σημείων, ποὺ τὸ γινόμενο τῶν ἀποστάσεών τους ἀπὸ δυὸ 
ἀπέναντι πλευρὲς ἑἐγγραφίμου τετραπλεύρου ἰσοῦται μὲ τὸ γινόμενο 
τῶν ἀποστάσεών τους ἀπ᾿ τὶς δυὸ ἄλλες πλευρές. 

νγ 58.- Τόπος τῶν «σημείων, ποὺ οἱ ἀποστάσεις τους ἀπὸ μιὰ κορυφ] ἱσοπλεύ- 
ρου τριγώνου ἰσοῦται μὲ τὸ ἄδροισμα τῶν ἀποστάσεών τους ἀπ᾿ 
τὶς δυὸ ἄλλες κορυφές. (Ἐφαρμογὴ τῆς ἀντίστροφης πρότασης τοῦ 
Πτολεμαίου), 
΄59.- 'Ἐπὶ σημείου ΔΑ, κινητοῦ πάνω στὴν ὑποτείνουσα ΒΓ ἑνὸς ὁρὸ. τργ. 
ΑΡΒΓ, ἃς ὑφώσουμα τὴν κάθετο πρὸς τὴν ὑποτείνουσα χι ἂς αἶναι Ἡ 
καὶ ᾷ οἳ τοµές της μὲ τὶς ἄλλες πλευρές. Νὰ θρᾷτε τὸν τόπο τοῦ ση- 
µείου Μ αὐτῆς τῆς καθέτου μὲ τὴν ἰδιότητα: (ΔΜ) 2 -- (ΔΕ): (Δ7). 
., 60.---Δίδονται δυὸ περιφέρειες ἑφαπτόμενες στὸ Α. ᾿Απ' τὸ σημεῖο αὐτὸ 
φέρουμε τυχαία χορδὴ ΛΗΒ τῆς μιᾶς περιφέρειας καὶ ἄλλη ΑΒ΄ τῆς 
ΑΒ’ 
ί στη --- Απ΄ τὰ κέντρα 
φέρουμε τὶς καθέτους πρὸς τὶς ἀντίστοιχες χορδὲς καὶ ζητᾶμε τὸν 
τόπο τῆς τομῆς τους. 


δεύτερης σὲ τρόπο, ποὺ νᾶναι 


ϐ1.--Δίδονται περιφέρεια, σταθερὸ σημµεῖο Ῥ καὶ μιὰ τέµνουσα ΡΑΑ΄. Φά- 
ρουµε μιὰ ἄλλη µεταδλητή τέµνουσα ΡΒΒ᾽ καὶ ζητᾶμα τὸν τόπο 
τοῦ δευτέρου σηµείου τομῆς τῶν περιφερειῶν τῶν περιγεγραμµένων 
περὶ τὰ τργ. ΡΑΒ καὶ ΡΑ΄Β’. 

62.- ᾿Απ' τὸ κοινὸ σημεῖο Ῥ δυὸ περιφερειῶν Ο καὶ Ο᾽ φέρουμε δυὸ τέµνου- 
σες ΑΡΑ΄’ καὶ ΒΡΒ΄ ἰσομήκεις. Νά δρῆτε τὸν τόπο τοῦ κέντρου τοῦ 
ἐγγεγραμμένου στὸ τργ. ΡΑΒ κύκλου καὶ τοῦ κόντρου δάρους τοῦ 
τρι;ώνου αὐτοῦ. 

ν)  ϐ6.--Βἶναι ΑΧ [| ΒΨ καὶ ΑΒ τμῆμα μιᾶς κοινῆς καθέτου. Θεωροῦμε δυὸ 
μεταθλητὰ σημεῖα Τ ἐπὶ τῆς ΑΧ καὶ Δ ἐπὶ τῆς ΒΨ τέτοια, ὥστε 
(ΑΓ) : (ΒΔ) -- (ΑΒ)2. Νὰ θρῆτε τὸν τόπο τῆς τομῆς Ἡ τῶν ΑΔ 
χαὶ ΒΓ. Ν 


ο 
ν 


1. ΟΙ ΓΕΩΝΜΕΊΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 


ΓΡ. 


Οἱ τόποι στὸ χῶρο 


τὸ χῶρο οἱ γ.τ. εἶναι χόμμάτια τοῦ χώρον, ἐπιφάνειες, εἴτε γραµ- 
µές. Σ΄’ αὐτὴ τὴν τελευταῖα περίπτωση, ὃ τόπυς εἶναι συχνὰἁ τομὴ δυὸ 
ἐπιφανειῶν, ποὺ ἀποτελοῦν µερικώτερους τόπους. 


Ηρόβλημα: «Τόπο τῶν σημείων τοῦ χώρου, ποὺ ἰσαπέχουν 
ἀπὸ τρία δοσµένα σημεῖα Α.Β,Τ, τὰ Αποῖα δὲ Βρίσκονται ἐπ᾽ εὐθείας»., 


Σμ.24 


ὋἊν (Β) τὸ ἐπίπεδο 
τῶν τριῶν σηµείων καὶ Μ 
Κάποιο σημεῖο τοῦ τόπου, 
θάχουμε;: 

(ΜΑ) --(ΜΒ) -- (ΜΙΟ. 
Ἐπειδὴ αὐτὲς οἱ πλάγιες 
εἶναι ἴσες, τὰ πέρατα 
Α, Β, Γ ἀπέχουν ἴσα µή- 
κη ἀπ᾿ ἰὸ ἴχνος Ο τῆς κα- 
θέτου ΜΟ πρὸς τὸ ἐπίπε- 


δο (Ε). Κι ἐπειδὴ ἀκόμα πάνω στὸ ἐπίπεδο (Β) ὑπάρχει ἕνα µόνο ση- 
μεῖο Ο ποὺ νὰ ἰσαπέχει ἀπ᾿ τὰ τρία δοσµένα σημεῖα, ὅ τόπος εἶναι ἡ 
κάθετος πρὸς τὸ ἐπίπεδο στὸ σημεῖο αὐτὸ (τὸ κέντρο τοῦ περιγγεγραιι- 


µένου περὶ τὸ τργ. ΛΒΙ κύκλου). 


Ῥτὴν ἴδια λύση θὰ καταλήγαµε ἂν δεωρούσαμµε τὸν τόπο σάν τομὴ 
δύο ἐπιπέδων (Σ) καὶ (Τ), καθέτων στὰ µέσα τῶν ΑΒ καὶ ΑΡ. Τὸ Ο 
θά καθοριζότανε τότε σὰν τομὴ τῶν ἰχνῶν τῶν (Σ) καὶ (Τ) πάνω στὸ (Ρ). 


Πρόβλημα: «Τόπος των σηµείων τοῦ χώρου, ποὺ ἰσαπέχουν 
ἀπὸ δυὸ συναντούµενες αὖθεῖες Χ καὶ Ὁ», 


Αν ὑποδέσουμε ὅτι 
τὸ Μ εἶναι κάποιο σημεῖο 
τοῦ τόπου, τότε οἱ ἆπο- 
στάσεις ΜΑ καὶ ΜΒ ἀπ 
τις Χ καὶ ἩΨ «θάναι ἴσες. 
Ὡς πρὸς τὸ ἐπίπεδο (Β) 
τῶν εὐθειῶν, οἵ ἀποστά- 
σεις αὐτὲς εἶναι ἴσες πλά- 
γιε κι ἑπομένως τὰ Α 
καὶ Ἡ ἰσαπέχουν ἀπ τὺ 
ἴχνος 1 τῆς καθέτου ἀπ᾿ τὸ 


Μ πρὸς τὸ (Ρ), δηλαδή: {[1Α) -- (18). 


Σχ. 24 


1. 1. Οἵ γεωμετρικοὶ τόποι 3ὐ 
Σύμφωνα μὲ τὸ θεώρημα τῶν τριῶν καθέτων, οἱ ΙΑ καὶ ΙΒ εἶναι 
ἐπὶ πλέον κάθετες ἀντίστοιχα πρὸς τὶς Χ καὶ Ψ, κι ἑπομένως τὸ Ι βρίσχε- 
ται πάνω σὲ μιὰ ἀπ᾿ τὶς διχοτόµους τῶν γωνιῶν, ποὺ σχηματίζουν οἱ εὖ- 
θεῖες Χ καὶ Ψ. “Ὁ τόπος ἀποτελεῖται λοιπὸν ἀπὸ δυὸ ἐπίπεδα κάθετα 
πρὺς τὸ (Ρ) πάνω στὸ σταυρὸ τῶν διχοτόµων. 


Πρόβλημα: «Γεωμ. τόπος τῶν προδολῶν ἑνὸς σηµείου Α πρὸς 
ὄλες τὶς εὐθεῖες ἐπιπέδου (Ῥ), ποὺ περνοῦν ἀπὸ σταβερὸ σημαῖο 
Β τοῦ ἐπιπέδου». 

Ἔστω ΒΧ τυχαία εὐθεῖα τοῦ ἐπι- 


πέδον, ΑΜ.Ι ΒΧ καὶ ΑΓ Ι (Ρ). 


δή τος : τ ῶ ο 
Ἅμιρωνα μὲ τὸ θεώρημα τῶν τριῶν “ᾗ 
καθέτων, θάναι καὶ ΓΜ | ΒΧ καὶ πάνω αι, 
στὸ ἐπίπεδο (Β) τὸ σταθερὺ τμῆμα ΒΓ  {Ἡ 
δὰ φαίνεται ἀπ᾿ τὸ Μ ὑπὸ ὀρθδὴ γωνία. αν 

ἱ 

' 


“'Ὁ τόπος εἶναι λοιπὸν περιφέρεια πάνω 
στὺ (Β) μὲ διάμετρο τὸ ΒΓΡ. 

Θἀὰ φιάναµε στὸ ἴδιο συμπέρασμα 
ἂν παρατηρούσαµε ὅτι τὸ σημεῖο 
ἀνήκει σύγχρονα στὸ ἐπίπεδο (1Ώ) κα 
σὲ σφαῖρα μὲ διάμετρο τὸ ΑΒ. 


Σκ 27 


Πρόβλημα: «Βρῆτε τὸν τόπο τῶν σημείων ἑνὸς ἐπιπέδου ἀπ' 


τὰ ὁποῖα δοσµάνο αὖθ. τμῆμα, ἐκτὸς τοῦ ἐπιπέδου, φαίνεται ὑπὸ 
ὀρθὴ γωνία». 


Ἂν τὸ Μ στὸ σχ. 24 εἶναι ση- 
μεῖο τοῦ τόπου, τὸ τργ. ΑΜΒ θάναι 
ὀρθογώνιο κι ἡ διάµεσος ΜΓ. μὲ μῆ- 
χος τὸ μισὺ τῆς ὑποτείνουσος ΑΒ, δια- 
τηρεῖ, σιταθερὸ μµῆκος. Τὸ Μ εἶναι 
λοιπὸν τὸ πέρας πάνω στὸ (Ε) ἑνὸς 
πλάγιου τµήµατος μὲ σταθερὴ τὴν 

ΔΗΒ 


ἀρχή του Τ καὶ τὸ μῆκος τοι -- πι 
"Αρα ὃ τόπος εἶναι περιφέρεια πάνω στὸ (Ε) μὲ κέντρο τὴν προβολὴ 
1 τοῦ Γ χι ἀκτίνα τὴν πλευρὰ ΠΜ κατασγευασίµον ὀρθογωνίου τρι- 
γώνου. ᾿Εννοεῖται ὅτι ὁ τόπος αὐτὸς ὑπάρχει µὈγάχα, ὅταν 

ΑΒ 

αι δ(ΓΟ. 
9 
"Αλλος τράπος λύσης εἶναι νὰ θεωρήσουμε τὸν τόπο σὰν τομὴ τοῦ 
:ἐπιπέδου (Ε) καὶ σφαίρας μὲ διάµετρο τὸ ΑΒ. 


Σχ 2.4 


44 Ἡ μµεθοδικἠ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήματος 


Πρόβλημα: «Τόπος τῶν µέσων τῶν βὖθ. τμημάτων, ποὺ τα- 
λειώνουν πάνω σὲ δυὸ αὐθεῖες Χ καὶ Ἡ τοῦ χώρου». 

᾽Απὸ κάποιο σημεῖο τῆς Χ γρά- 
φουµε τὴ Ψ΄’ | Ψ κι ἀπὸ κάποιο 
σημεῖο τῆς Ψ τὴ Χ’ | Χ. Τὸ ἐπί- 
πεδο (Β) τῶν Χ καὶ Ψ΄ εἶναι || πρὸς 
τὸ ἐπίπεδο (Τ) τῶν Ψ καὶ Χ΄, γιατὶ 
ἔχει μ᾿ αὐτὸ δυὸ παράλληλες ὃδνεν- 
Ὀύνσεις. Τὸ µέσο Μ τυχαίου τµήµα- 
τος ΑΒ μὲ τὰ ἄκρα του στὶς ὃοσμέ- 
γες εὐθεῖες, εἶναι σύγχρονα µέσο ἑνὸς 
τμήματος, ποὺ τελειώνει σὲ δυὸ πα- 
θάλληλα ἐπίπεδα. Αὐτὸ σηµαίνει πὼς 
τὰ σημεῖα τοῦ τόπου ἀνήκουν ἀναγ- 
καῖα σ’ ἕνα ἐπίπεδο (Σ], ποὺ ἰσα- 
πέχει ἄπ τὰ (ΕΒ) καὶ (Τ). 

Γιὰ τὴν ἀπόδειξη τοῦ ἀντιστρόφου φτάνει νὰ πάρουμε τυχαῖο ση- 
μεῖο Μ τοῦ (Σ) καὶ νὰ δείξουμε πὼς ἀπ᾿ αὐτὸ εἶναι δυνατὸ νὰ φέρουμε 
εὐδεῖα, ποὺ νἀᾖσυναντᾶ τὶς Χ καὶ Ψ. Εἶναι εὔκολο ἔπειτα νὰ δείξουμε 
ὅτι τὸ Μ εἶναι µέσο τοῦ καδοριζόµενου τµήµατος ΑΒ. 


ἂν 22 


Πρόβλημα: «Τόπος, ποὺ γράφει τὸ µέσο Μ εὖθ. τμήματος ΑΒ 
μὲ σταθερὀ μῆχος α, ὅταν τὰ ἄκρα του γλυστροῦν πάνω σὲ δυὀ 
ὀρδογώνιες μὴ τεµνόµενες εὐθεῖες». 


- 


/ 
[, 
4 
ο - 


ν 

Ὀνομάξουμε δυὸ εὐθεῖες «ὀρθογώνιες», ὅταν ἢ παράλληλος, ποὺ 

ράφεται ἀπὸ κάποιο σημεῖο τῆς μιᾶς πρὸς τὴν ἄλλη, εἶναι κάθετος 
πρὸς τὴν πρώτη. 


ο 1 Ὁ. ΟΥ γεωμετρικοὶ τόποι 40 


Αν στὺ σχ. 26 ΓΔ εἶναι ἡ κοινἠ κάθετος πρὸς τὶς δοσµένες εὐθεῖες, 
τὸ κάθετο ἐπίπεδο (Σ) στὸ µέσο 1 τοῦ ΓΔ θάναι παράλληλο πρὸς αὐτὲς. 
Σύμφωνα μὲ τὸ παραπάνω πρόβλημα, ξέρουμε χιόλας πὠς ἕνας τόπος 
τοῦ Μ εἶναι τὸ ἐπίπεδο τοῦτο. 

Αν προβάλουµε τώρα τὶς εὐθεῖες Χᾶ καὶ Ἡ πάνω στὸ (Σ), οἱ προ- 
βολὲς Χ΄ καὶ Ψ΄, παράλληλες πρὸς τὶς προβαλόμενες εὐθεῖες, θάναι 
βέβαια µεταξύ τους κάθετες. Τὸ μῆκος τῆς προβολῆς Α΄Β’ τοῦ ΑΒ. ὑπολο- 
γίζεται όπ᾿ τὰ ἴσα ὀρθογώνια τρίγωνα ΜΑ΄Α καὶ ΜΗ΄Β, στὰ ὁποῖα γνῶ- 
ρίζουµε τὰ μήκη τῆς ὑποτείνουσας καὶ μιᾶς κάθετης πλευρᾶς: 

ΜΑ. ΜΕ -- 5, μ--ᾱ 

ρα τὸ μῆκος Α΄Β’ εἶναι κατασχευάσιµο καὶ σταθερό. Τὸ Μ εἶναι 
λοιπὸν μέσο ἑγὸς τµήµατος μὲ γνωστὸ μῆκος, ποὺ τὰ ἄκρα του γλν- 
στροῦν πάνω σὲ δυὸ κάθετες εὐθεῖες ΙΧ’ καὶ ΙΨ΄ πάνω στὸ ἐπίπεδο (Σ), 
Μ᾽ ἄλλα λόγια ὁ τόπος εἶναι ἡ περιφέρεια ( 1, αν ) : 

Πρόβλημα: «Ἰόπος τῶν προδολῶν σταθεροῦ σηµείου Α πρὸς ὅλα 

τὰ ἐπίπεδα, ποῦὔχουν χοινῆ μιὰ σταθερἡ εὐθεῖα Χ». 

Τὰ ἐπίπεδα μὲ μιὰ κοινἠ εὐθδεῖα ἀἄποτε- 
λοῦνε «δέσμη» μὲ ἄξονα τὴν κοινὴ εὐθεῖα. "Αν 
στὸ σχ. 21 εἶναι (Ῥ) κάποιο ἐπίπεδο τῆς δέ- 
σµης, ΑΜ.Ι(Β) καὶ ΑΙ.ΙΧ, τότε--θεώρη- 
μα τῶν τριῶν καθέτων --θᾶναι καὶ ΜΙΙ Χ. Τὸ 
σημεῖο 1 εἶναι ἄρα σταθερὸ κι ἢ κάθετος ΜΙ 
βρίσκεται στὸ ἐπίπεδο (Τ) τὸ κάθετο πρὸς τὴ 
Χ στὸ σημεῖο 1. Μέσα σ’ αὐτὸ τὸ ἐπίπεδο (Τ), 
τὸ τμῆμα ΑΙ φαίνεται ἀπ᾿ τὸ Μ ὑπὸ ὀρθὴ γω- 
γία. Ὁ τύπος εἴναι Λλοιπὸν περιφέρεια µέσα 
στὺ ἐπίπεδο (Τ) καὶ μὲ διάµετρο ΑΙ. 


Προβλήματα 


64. Τόπος τῶν σηµξίων τοῦ χώρου, ποὺ ἰσαπέχουν ἀπ᾿ ὅλα τὰ σημεῖα μιᾶς 
περιφέρειας. - 

65.- Τόπος τῶν σηµείω», τοῦ χώρου, ποὺ ἰσαπέχουν ἀπὸ δυὸ παράλληλες 
εὐνεῖες. 

66.- όπος τῶ» σημείων, ποὺ διχ.ροῦν σ᾿ ὥρισμένο λόγο τὰ τιήµατα, ποὺ 
τελειώνουν σὲ δυὀ παρἀἆλληλα ἐπίπεδα. 

67.- Τόπος τῶν σημείων τοῦ χώρου, ποὺ ἰσαπέχουν ἀπ' τὶς πλευρὲς ἑνόὸς 
τριγώνου. 

68.- Τόπος τῶν σημείων, ποὺ ἰσαπέχουν : 

α) ἀπ᾿ τὶς τρεῖς ἕδρες μιᾶς τριέδρου 
ϱ) ἀπ᾿ τὶς παράπλευρες ἕδρες τριγχωνικοῦ πρίσµατος 
Υ) ἀπ᾿ τὶς ἁκμὲς μιᾶς τρ,ἑδρου. 

60. -Ἄητείτχι ὁ τόπος τῶν σημείων ἑνὸς ἐπιπέάδου, ποὺ τὸ ἄθροισμα ἢ ἡ 
διαφορὰ τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεών τους ἀπὸ δύο σταθερὰ 
σηµεῖα, ἰσοῦται μὲ Ὑγνωστὸ τετράγωγο. 

70.--Τέμνουμε μιὰ τρίεδρη στερεὰ Ὑωνία μ’ ἀπίπεδα παράλληλα πρὸς δύο 
γνωστὲς διευθύνσεις. Τόπος τοῦ κάντρου δάρους τῶν ἀποτεμνομέ- 
νων τριγώνων. 

7ΤΙ.- “Δίδοντα: δύο εὐθεῖες ΑΒ καὶ ΓΔ κάθετες πρὸς ἕνα ἐπίπεδο ({) στὰ 
σημεῖα Β καὶ Δ. Νά δρῆτε τὸν τόπο τῶν σημείων Ν τοῦ ἐπιπέ- 
δου, γιὰ τὰ ὁποῖα 4 ΑΜΒ -- ὰ ΓΜΔ. 

72. Τόπος τῶν σημείων, ποὺ τὸ ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεών τους : 

α) ἀπ᾿ τὶς δύο ἕδρες μιᾶς διέδρου 
ϐ) ἀπ᾿ τὶς τρεῖς ἕδρες μιᾶς τριέδρου 
παραμένει ἴσο μὲ γνωστὸ μῆκος. 

73.- Τόπος τῶν σηµείων, ποὺ ὅὃ λόγος τῶν ἀποστάσεών τους ἀπ' τὶς δυὸ 
ἕδρες διέδρου παραμένει σταθερός. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 


Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΤΟΜΗΣ ΤΩΝ Γ. ΤΟΠΩΝ 
Α. Μέρος 


Πρόκειται γιὰ μιὰ γενικὴ μέθοδο, ποὺ ἐφαρμόζεται κύρια, ὅταν ἡ 
λύση τοῦ προβλήματος ἐξαρτᾶται ἀπ᾿ τὸν προσδιορισμὸ ἑνὸς σημείου. 

Γιὰ νὰ γράψουμε μιὰ περιφέρεια π. χ. ἀναξητοῦμε πρῶτα τὸ κέντρο 
της. Εἴτε, γιὰ νὰ κατασκευάσουµε κάποιο σχῆμα ἀναζητοῦμε π. χ. ἕνα 
τρίγωνο σταθερὰ δεμένο μ᾿ αὐτό κατασχενάζουµε αὐτὸ τὸ τρίγωνο, το- 
«ποθετώντας ἕνα γνωστό του μέγεθος {µιά πλευρὰ του π.χ.) χι ἀναζη- 
τώντας τελικὰ τὴν κορυφή του. 

Ἡ βάση τῆς μεθόδου. Τὸ ἄγνωστο σημεῖο, καῦο- 
οίζεται ἀπ᾿ τὶς ἱκανὲς κι ἀναγκαῖες συνθῆκες α, β,.. .. ποὺ πρέπει νὰ 
ἱκαγοποιεῖ. Ἡ παράλειψη ἔστω μαὶ μιᾶς ἀπ᾿ αὐτὲς τὶς συνδῆκες π.χ. τῆς 
α σημαίνει πὼς ἐπιτρέτουμε μιὰ ἀντίστοιχη ἁπλὴ χινητότητα στὸ σημεῖο 
μας, ποὺ τόιε θάναι ἐλεύθερο νά κινεῖτε σὲ κάποιο τόπο (Τ'). Αν τώρα 
παραλείψουµε μὲ τὴ σειρά τους μιά - μιὰ καὶ τὶς ὑπόλειπες συνθῆκες 
β, γι... (διατηρώντας κάθε φορὰ ὄλες εἰς ἄλλες), δά βοοῦμε ἰσάριθμους 
ἀντίστοιχους τόπους τοῦ Μ, τοὺς (Τ:), (Τ/).. 

Ἐπειδὴ τώρα τὸ Μ πρέπει νὰ ἱκανοποιεῖ ὅλες μαξὺ τὶς δοσµένες 
συνθῆκες, εἶναι φανερὸ πὼς πρέπει ν ἀνήκει σύγχρονα σ᾿ ὅλους τοὺς 
τόπους (Τ:), (11), . . «, δηλαδὴ πρέπει νάναι ἤ τοµή τους. 

Ἡ μέθοδος αὐτὴ δίνει εὐχαιρία σὲ πλήρεις διερευνήσεις γιὰ ὅλες 
τις δυνατὲς περιπτώσεις, ποὺ μπορεῖ νὰ παρουσιασθοῦν σ᾿ ἕνα πρόβλημα: 
Στὴν ἐπιπεδομετρία οἳἵ γραμμὲς (Τ:), (49), . . . θάναι εὐθεῖες καὶ πε- 
οιφέρειες εἴτε τμήματά τους, καὶ θάχουμε τὶς παρακάτω Ὑενικὲς περι- 
πτώσεις, ὅταν οἱ καθοριστικὲς συνθῆκες εἶναι δυὸ : 

τη περίπτωση: Οἱ γραμμὲς (Τ,) καὶ (19) εἶναι εὐθεῖες. 

Γενικἁ μιά λύση. Καμμιά λύση ἂν (Τ/) || (Τ.). "Απειρες λύσεις 
ὅταν οἱ εὐθεῖες (ΤΙ) καὶ (Τ:) ταυτίζονται. 

2η περίπτωση: Ἡ (1!) εἶναι εὐθεῖα κι ἡ (Τ,) περιφέρεια. 

"Ας εἶναι Ἡ ἡ ἀκτίνα τῆς περιφέρειας καὶ, ἆ ἡ ἀπόσταση τοῦ κέν- 
τρου της ἀπ᾿ τὴν εὐθδεῖα. Τότε ὑπάρχουν : ν 

Δυὸ λύσεις ἄν ἆ «΄ Β. Μιὰ λύση ἂν ἆξ-Β καὶ χαμμιὰ ὅταν ἆ } ΚΕ. 


4η περίπτωση: Οἱ γραμμὲς (ΤΙ) καὶ (Τ,) εἶναι περιφέρειες. 


4 Ἡ µεμολικὴ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προδλήµατος 
Δυὸ λύσεις, ἐφόσον ἡ διάκεντρος εἶναι μικρότερη ἀπ᾿ τὸ ἄθροισμα 
χαὶ µεγαλύτερη ἀπ᾿ τὴ διαφορά τῶν ἀκτίνων τῶν περιφερειῶν (συνθήκη 
ὑπάρξεως τριγώνου). 
Μιὰ λύση, ἂν οἳ περιφέρειες ἐφάπτονται ὁπωσδήποτε (ἐκτὸς ἂν 
αὐτὲς ταυτίζονται, ὁπότε οἳ λύσεις εἶναι βέβανα ἄπειρες). 
Καμμιά λύση στὶς ἄλλες περιπτώσεις. 


“Ὁ δρόμος αὐτὸς τῆς διερεύνησης εἶναι, ὅπως εἴπαμε γενικός. 
Σ᾿ ὡὠρισμένες περιπτώσεις θὰ μποροῦμε ἀπὸ εἰδικώτερες παρατηρήσεις 
νόχουμε περισσότερους περιορισμούς. Αν π.χ. οἳ δυο τόποι εἶναι οἳ περι- 
φέρειες (Ο,Ε) καὶ (Ο’,Β΄) κι η δεύτερη εἶναι ἀναγκασμένη νᾶχεν τὸ κέντρο 
της πάνω στὴν πρώτη, τότε τὸ πρόβλημα ἀνάγεται στὸ νἁ τοποθετή- 
σουµε µέσα σὲ κύκλο Ο χορδὴ γνωστοῦ μήκους ΕΚ’. Τὸ βλέπουμε ἆμέ- 
σως πὼς γιὰ νὰ Ὀπάρχει τομὴ τῶν περιφερειῶν τὸ μῆκος αὐτῆς τῆς 
χορδῆς μπορεῖ νάναι τὸ πολὺ ἴσο μὲ τὴ διάµετρο 2Ε τοῦ πρώτου κύκλου. 

Αν πάλι οἳ δυὸ τόποι εἶναι μιὰ εὐθεῖα (ε) καὶ μιά περιφέρεια Ο 
χι Ἡ (ε) πρέπει νἀ μένει παράλληλη πρὸς γνωστὴ διεύθυνση (5), δοσµένη 
ἐχτὸς τυῦ κύκλου, τότε, γιὰ νὰ ὑπάρχει τοµή, πρέπει ἡ ἀπόσταση τῆς (ε) ἀπ) 
τὴ (5) νὰ περιέχεται ἀνάμεσα στὴ μέγιστη καὶ τὴν ἐλάχιστη ἀπ᾿ τὶς 
ἀποστάσεις τῆς (δ) ἀπ᾿ τὴν περιφέρεια. 

Τ’ ἀποτελέσματα τῆς διερεύνησης, ποὺ τὰ βρίσκουμε μελετώντας 
τὶς σχετικὲς θέσεις τῶν γραμμῶν (1) καὶ (71), πρέπει νὰ τὰ ἐκφρά- 
ζουμε τελικἀ μὲ τ᾿ ἀρχικὰ στοιχεῖα τοῦ δοσµένου σχήματος. 


Γενικότητες: Ἐφαρμόζουµμε καὶ δῶ τὴν ἀναλυτικὴ µέ- 
Όοδο: Θεωροῦμε τὸ πρόβλημα λυµένο κι ἀναζητοῦμε, σύµφωνα μὲ τὴν 
ὑπόθεση αὐτή, ἀναγκαῖες ἰδιότητες τοῦ σχήµατος, ποὺ δὰ ὁδηγήσουν 
ἔπειτα στὴν κατασκευή. Θὰ χρησιμοποιοῦμε φυσικἀ ἀποκλειστικὰ τὰ 
δοσµένα στοιχεῖα καὶ ᾿χατὰ κανόνα ϐ᾽ ἀποδείχνουμε τὴν ἀντίστροφη 
πρόταση καὶ θὰ πραγματοποιοῦμε τὴν κατασκευή. 

Εὐθὺς ἐξ ἀρχῆς πρέπει νὰ προσέξουμε στὴ διατύπωση τοῦ προ- 
βλήματος, διασαφινίζοντας τὴν ἐχφώνησή του. Αν γιὰ παράδειγµα μᾶς 
ζητᾶνε νὰ κατασκευάσουµε τρίγῶνο ἀπὸ μιὰ πλευρά του, ἕνα ὕψος καὶ 
μιὰ διάµεσο, μποροῦμε νὰ ξεχωρίσουμε τέσσερα µερικώτερα προβλήματα 
ἀνάλογα μὲ τῇ σχετικἡὴ θέση τῶν δοσµένων στοιχείων. 

Ὕστερα ἀπ᾿ τῇ διατύπωση καὶ σὲ σχέση μ᾿ αὐτὴ πρέπει νὰ προ- 
σέξουµε τὸ σχΏῆμα. Τὸ γεωμ. σχῆμα εἶναι ἕνας συμβολισμός, ἀλλὰ τέ- 
τοιος, ποὺ συχνὰ μπορεῖ νἀἁ περιορίσει τὴ σχέψη στὸ γ᾿ ἀγκαλιάσει τὸ 
πρύβλημα σ᾿ ὅλη τὴ γενικότητά του. Τοῦτο συμβαίνει πολὺ λιγότερο 
στην Άλγεβρα, ὅπου τὰ σύμβολα δὲν στέχονται συνήθως ἐμπόδιο στὴ 
γενίκευση τῆς σκέψης-- συχνἁ μάλιστα τ’ ἀντίθετο. 

Στὴ Γεωμετρία ὅμως τὸ σχῆμα εἶναι κάτι τὸ συγκεκριµµένο. «Ι.ις' 


ΤΙ. Α. Ἡ μέθοδος τῆς τοµῆς τῶν γ. τ. ο) 


μιὰ περίπτωση µόνο ἀπ᾿ τὸ δοσμένο πρόβλημα, ποὺ ἐμεῖς τὴ Διαλέγουμε 
γιὰ νἁ τὴ μελετήσουμε. Ποιὸς ὡστόσο ἐγγυᾶται ὅτι δὲν ὑπάρχουν ἄλλες 
περιπτώσεις ἄξιες Ἑξεχωριστῆς μελέτης; Ἡ προσπάδειά µας θᾷναι λοι- 
πὸν ν᾿ ἀποφεύγουμε τὴ δέσμευση τοῦ σχήματος. Θὰ τὸ χρησιμοποιοῦμε 
βέβαια, ὥσπου νὰ ἐννοήσουμε καλά καὶ νὰ λύσουμε κατ’ ἀρχὴ τὸ πρό- 
βληµα, ἀλλ) ἔπειτα θὰ ἐπιδιώκουμε νὰ σκεφτόμαστε καὶ ἀνεξάρτίητα ἀπ' 
τὸ συγκεκριµµένο σχῆμα καὶ µόγο μὲ βάση τὴν ἀρχικὴ διατύπωση τοῦ 
προβλήμστος. 

Ἔτσι μιὰ περιφέρεια μπορεῖ νὰ ἐφάπτεται σὲ μιὰ ἄλλη ἐσωτερικὰ 
ἢ ἐξωτερικά' ἕνα μῆκος μπορεῖ νὰ τοποθετηδεῖ πάνω σὲ μιὰ εὐθεῖα κατὰ 
δυὸ ἀντίθετες διευθύνσεις ὅταν μιλᾶμε γιὰ τὸ σημεῖο τομῆς δυὸ εὐδειῶν, 
εἴμαστε ὑποχρεωμέναι νὰ προβλέψουμε τὴν περίπτωση τῆς παραλ- 
ληλίας κλπ. 

Συνήθως χρηοιμοποιοῦμε γιὰ τὴν ἀνάλύση ἕνα πρόχειρο σχῆμα, 
ποὺ προορίζεται νὰ ὁδηγήσει στὴν νατασκευή. Ἐΐναι }αλὸ νὰ μὴ παρα- 
λείπουμε ἔπειτα τὴν ἀχριβη κατασχευἡ μὲ τὸν κανόνα καὶ τὸ διαβήτη. 
Θόχουμε τελικὰ ἕνα πλῆρες σχῆμα, ἀπ᾿ ὅπου εἶναι πιδανὸ νὸ ὁδηγηθοῦμε 
σὲ νέες ἀκόμσ παρατηρήσεις. 

Τέλος μποροῦμε, ἐπεκτείνοντας μόνοι µας τὶς δοσµέγνες συιθῆκες, 
νὰ φτάσουμε καὶ σὲ καινούργιά προβλήματα" ὅταν π. γ. μᾶς δίνεται τὸ 
ἄθροισμα δύο στοιχείων, μποροῦμε νὰ προβλέψουμε τὴν περίπτωση τῆς 
διαφορᾶς τους κλπ. 

Λύνουμε τὰ δυὸ παρακάτω προβλήματα χωρὶς τὴ βοήθεια σχήμα” 
τος γιὰ νὰ δικαιώσουµε τὴ σχετικὴ παρατήρησή µας. 


Πρόβλημα: «Βρῆτε πάνω σ᾿ εὐθεῖα 7 σημεῖο, ποὺ νὰ ἰσαπέχει 
ἀπὸ δυὸ δοσµένες εὐδεῖες Χ καὶ Ψ». 


Ἰο 'Η εὐθεῖα Ζ εἶναι κι ὅλας ἕνας τόπος τοῦ σημείου, ποὺ ζητᾶμε, 

2ο Χωρὶς νὰ λογαριάσουµε τὴ ὄ, τὸ ζητούμενο σημεῖο ἀγήχει 
στὸν τόπο τῶν σηµείων, ποὺ ἰσαπέχουν ἀπὸ δνυὸ εὐθεῖες Χ καὶ ἵΨ. Ἠδη 
πρέπει νὰ ξεχωρίσουμε δυῤ περιπτώσεις : 

α΄ περίπτωση. Οἱ Χ καὶ Ψ τέμνονται. 

Ὅ δεύτερος τόπος εἶναι ὁ σταυρὸς τῶν διχοτόµων ὃ καὶ δ᾽ καὶ τὸ 
σημεῖο µας βρίσκεται στὴν τομή αὐτῶν καὶ τῆς Ζ. 

Ὑπάφχουν γενικὰ δυὸ λύσεις. Ἡ μιὰ ἀπ᾿ αὐτὲς δὲν ὑπάρχει, ὅταν 
συμβαίνει ἡ Ζ νἆναι παράλληλη πρὸς μιὰ ἀπ τὶς διχοτόµους -- κι ἑἐπο- 
᾽"µέγως κάθετη πρὸς τὴν ἄλλη. Πάντως στὴν α΄ αὐτὴ περίπτωση ποτὲ τὸ 
πρόβλημα δὲν εἶναι ἀδύνατο. Στὴν ὑποπερίπτωση τῆς μιᾶς λύσης, ἡ 7 
σχηματίζει μὲ τὶς Χ καὶ Ἡ ἰσοπκελὲς τρίγωνο, ς 

"Αν τέλος ἡ Ζ ταυτίζεται μὲ μιὰ ἀπ' τὶς ὃ καὶ δ’, οἱ λύσεις εἶναι 
ἄπειρες' στὸ ἀντίστοιχο σχῆμα ἢ ἆ θἄτανε διχοτόµος σὲ μιά ὁπ᾽ τὶς 
γώγίες ποὺ σχηματίζουν οἱ Χ καὶ ΄Ψ. 
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β΄ περίπτωση. Οἱ Χ καὶ ἩΨ εἶναι παράλληλες. 

Ὁ δεύιερος τόπος εἶναι ἡ ἰσαπέχουσα παράλληλος ὃ. 

Γενικὰ μιὰ λύση, ὅταν οἱ ὃ καὶ Ζ τέμνονται. Καμμιὰ λύση ὅταν 
ὃ {| Ζ. Απειρες λύσεις ὅταν οἳ ὃ καὶ Ζ ταυτίζονται, δηλ. ὅταν ἡ 7 
εἶναι ἡ ἱσαπέχουσα παράλληλος τῶν Χ καὶ ὕΨ. 


Πρόβλημα: «Νὰ γραφαῖ παριφάρεια, ποὺ ν᾿ ἀποχόδει ἀπὸ τρεῖς 
δοσµένες εὐθεῖες Χ, ὍῬ καὶ Ζ τμήματα μὲ τὸ αὐτὸ µῆκχος λ». 

Θἀ ζητήσουμε μόνο τὸ κέντρο, γιατὶ τἆλλα στοιχεῖα βγαίνουν εὔ- 
κολα. Τὸ κέντρο αὐτὸ ἰσαπέχει ἀπ᾿ τὶς τρεῖΐς ἴσες χορδές, δηλαδὴ ἰσα- 
πέχει ἀῑπ᾿ τὶς Χ, Ψ,Ζ. 

1ο "Αν οἱ Χ,Ψ,Ζ σχηματίζουν τρίγωνο ὑπάρχουν 4 κέντρα (ἕνας 
ἐγγεγραμμένος καὶ τρεῖς παρεγγεγραμµένοι κύκλοι). 

2ο Αν Χ | Ψ δυὸ λύσεις. 

ῦο Αν Χ,Ψ καὶ Ζ εἶναι ξεχωοιστὲς παράλληλες δὲν ὑπάρχει 
καμμιὰ λύση. 


Πρόβλημα: «Δίδονται δυὸ εὐθεῖες ΣΧ καὶ Ἡ χι ἕνα σημεῖο Α 
πάνω στὴν πρώτη. Βρῆτε ἕνα σημεῖο Μ αὑτῆς τῆς οὐθείας ποὺ νὰ 
ἰσαπέάχει ἀπ᾿ τὸ Α καὶ ἅπ' τὴν αὐνεῖα Ὁ». 

Αν στὸ Α φέρουμε τὴν εὐθεῖα ΖΙ Χ, τὸ σημεῖο Μ θὰ ἰσαπέχει 
ἀπ᾿ τὶς δυὸ εὐθεῖες Ἡ καὶ Ζ. Αὐτὸ σηµαίνει πὼς τὸ Μ καθορίζεται σὰν 
τομὴ τῆς Χ καὶ τοῦ σταυροῦ τῶν διχοτόµωγ, ποὺ ἀντιστοιχεῖ στὶς εὖὐ- 
θεῖες Ψ καὶ Ζ. Θὰ διακρίνουμε λοιπὸν δυὸ περιπτώσεις : 

Ίη περίπτωση : Οἱ εὖὐθεῖες Ἡ καὶ Ζ τέμνονται, δηλ. ἡ Ἡ δὲν εἶναι 
κάθετος πρὸς τὴ Χ (σχ. 28). 


/”ὅ Σχ 8 Σχ 29 


ὍὉ τόπος εἶναι οἳ κάθετες διχοτόµοι ὃ καὶ δ᾽. Ὑπάρχουν γενικἁ 
δυὀ λύσεις, ἀφοῦ η Χ δὲν μπορεῖ νἆναι παράλληλη π.χ. πρὸς τὴ δ’, χω- 
οἱς νάναι κάθετη πρὸς τὴ ὃ- ἀλλά ἡ Χ εἶναι Ι 7. 

2η περίπτωση : Εϊναι Ψ/2 (σχ. 99). 

Τότε ΧΙ Ψ. Σὰν δεύτερο τόπο Ὀἄχουμε τώρα τὴ μµεσοπαράλληλο 
ὃ τῶν Ψ καὶ Ζ. Ὑπάρχει ἕνα µόνο σημεῖο Μ, τὸ µέσο τοῦ ΟΑ. 


Π. Α. Ἡ μέθοδος τῆς τομῆς τῶν Υ. τ. οἱ 


Μὲ τὰ πιὸ πάνω εἶναι σὰν νὰ λύσαμε τὸ πρόβλημα : Νὰ γραφεῖ πε- 
Ὀιφέρεια μὲ τὺ κέντρο τής πάνω σὲ δοσµένη εὐθεῖα Χ, ποὺ νὰ περνάει 
ἀπὸ σημεῖο Α αὐτῆς τῆς εὐθείας καὶ νάἀ ἐφάπτεται σ᾿ ἄλλη εὐθεῖα Ψ. 


Πρόβλημα: «Νὰ δρῆτε ἕνα σημεῖο τέτοιο, ποὺ οἱ προδολές του ἐπὶ 
τὶς πλευρὲς δοσµένου τετραπλεύρου νἁ Βρίσκονται ἐπ εὐδαίας». 

Τὸ πρόβληµα αὐτὸ εἶν' ἕνα παράδειγµ.ε γιὰ τὸ πὼς μποροῦμε ν᾿ 
ἁπαλλαγοῦμε ἀπ᾿ ἕνα πολύπλοκο σχῆμα. Τὰ πιὸ κάτω δὲν προὐποθέτουν 
κάν ὅτι τὸ τετράπλευρο εἶναι κυρτό. 

"Ας εἶναι Χ,Ψ,Ζ καὶ Τ οἱ εὐθεῖες πάνω στὶς ὁποῖες βρίσκονται 
οἱ πλευρὺς τοῦ τετραπλεύρου. Τρεΐῖς τυχαῖες ἀπ᾿ αὐτές, ἂν δὲν εἶναι 
παράλληλες κι ἐφόσον δὲν περνοῦν φυσικὰ ἀπ᾿ τὸ ἴδιο σημεῖο, σχηµατί- 
ζουν τρίγωνο. Σκεφθῆτε τὶς περιγεγραµµέγνες περιφέρειες γύρω ἀπ᾿ τὰ 
τρίγωνα τῶν Χ.,Ψ,Ζ καὶ Χ,Ψ,Τ. Αὐτὲς ἔχουν δυὸ κοινὰ σημεῖα, ἀπ᾿ τὰ 
ὁποῖα τὸ ἕνα, στὴν τομὴ τῶν Χ ναὶ Ψ, εἶναι μιὰ χορυφὴ τοῦ τε- 
τρωπλεύρου. "Ας εἶναι Ρ τὸ δεύτερο σημεῖο τομῆς χι ἂς ὀγομάσουμε α 
τὴν προβολή του πάνω στὴ Χ, βστή Ψ, Υ στὴ Ζ καὶ ὃ στὴν Τ. Ὕστερα 
ἀπ' τὴν πρόταση τοῦ Φππθοπ τὰ αβ)Υ βρίσκονται ἐπ᾽ εὐθείας, ὅπως ἐπί- 
σης καὶ τὰ α.βιδ. Αὐτὲς οἱ δυὸ εὐθεῖες μὲ κοινὰ τὰ δυὸ σημεῖα τους α 
καὶ β ταυτίζονται χι ἑπομένως τὸ Ρ εἶναι τὸ σημεῖο ποὺ ζητᾶμε. 

Μερικὴ περίπτωση, ὅπου δυὸ πλευρὲς τοῦ τετραπλεύρου εἶναι πα” 
οράλληλες (σχ. ὅθ). 

Ῥτὴν περίπτωση ποὺ ΧΙ ψΨ, 
δηλ, ποὺ τὸ τετράπλευρο εἶναι ἕνα 
τραπέζιο, οἱ δυὸ σἀὰν τὶς πιὸ πάνω 
περιφέρειες δὲν ὑπάρχουν πιά. 
Ὡστόσο ὑπάρχουν δυὸ ἄλλες πα- 
θόμοιες, ποὺ ἐφάπτονται στὸ ση- 
μεῖο τομῆς τῶν μὴ παραλλήλων 
πλευρῶν. Αὐτὺ λοιπὸν εἶναι τὸ 
σημεῖο, ποὺ λύνει τὸ πρόβλημα. Σχ 30 

Τὸ πρόβλημα γίνεται ἀδύνατο 
μονάχα ὅταν τὸ τετράπλευρο εἶναι ἕνα παραλληλόγραμμο. 

᾿Ελέγχοντας την ἀντίστροφη πρόταση, παρατηροῦμε ὅτι, ἀφοῦ τὰ 
σημεῖα αβ,Υ βρίσκονται ἐπ εὐθείας, ὁ κύκλος ὁ περιγεγραμµένος περὶ 
τ᾽ ἀντίστοιχο τρίγωνο περνάει ἀπ᾿ τὰ Ῥ. Τὸ ἴδιο ἰσχύει καὶ γιὰ τὰ 
σημεῖα αιβιὸ κα)ὼς καὶ γιὰ τὶς ἄλλες δυὸ τριάδες β,γ,ὸ καὶ α,γιδ. "Αρα 
οἱ 4 κύκλοι οἱ περιγεγραμµένοι περὶ τὰ 4 τρίγωνα, ποὺ σχηματίζουν 
4 διαφορετικὲς εὐθεῖες ἀνὰ τρεῖς, περνοῦν ὅλοι ἀπ'.τὸ αὐτὺ σημεῖο. 


Πρόβλημα: «Βρῆτ πάνω στὴ ἑάση ΒΓ τργ. ΛΒΓ σημεῖο Μ 
τέτοιο, ὥστε, ἂν φάρθτα τὶς παράλληλες πρὸς τὶς δύο ἄλλες πλευ- 


ορ Ἡ μεθοδιχἡ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προδλήµατος 


ρὲς τοῦ τριγώνου, νὰ σχηματίζεται παραλληλόγραμμο μὲ δοσµάνη 

περίμετρο ὁτ». 
1ο Πρῶτος τόπος τοῦ Μ εἶναι φυσικὰ τὸ τμῆμα ΒΓ, 

20 Ἐπίσης τὸ Μ ἀγήχει στὸ τμῆ- 
μα ΔΕ, ποὺ τὸ βρίσκουμε ἂν πά- 
ρουµε ΑΔ -- ΑΕ -- τ καὶ ποὺ εἶναι 
ὁ τόπος τῶν σηµείων ἀπ᾿ τὰ ὁποῖα 
οἳ παράλληλες πρὸς τὶς πλευρὲς τῆς 
γωνίας Α ἀποκόπτουν μήκη 

ΜΡ -- ΜΤ -- τ. 

Τὸ Μ εἶναι λοιπὸν ἡ τομὴ τῶν 
ΒΓ καὶ ΔΕ. Πότε ὅμως ὑπάρχει αὐτὴ 
“ἡ τομή ; 

Διερεύνηση. Πρῶτα ἀπ᾿ ὅλα δὲν 
ιτρέπει νάναι ΔΕ ΓΡ, δηλαδὴ τὸ τογ. ΑΒΓΕ νὰ μὴν εἶναι ἰσοσκελές. 
τὴ διαφορετικὴ περίπτωση θάχουμε προφανῶς ἢ καμμιὰ ἢ ἄπειρες. 
λύσεις. Έπειτα τὰ δυὸ τμήματα πρέπει νἀ κόβονται µέσα στὸ ἄνοιγμα τῆς 
γωνίας Α, γιατὶ οἱ τόποι µας δὲν ἐπεχτείνονται σ’ ὁλόκχηρες τὶς εὐθεῖες. 
Γιὰ νὰ ἑρμηνεύσουμε αὐτὴ τὴ συνθήκη, παίρνουμε ΑΓ” -- ΑΓ καὶ 
ΑΒ΄ -- ΑΒ, ὁπότε τὸ τμῆμα ΔΕ εἶναι ὑποχρεωμένο νά περιέρχεται ἀνά- 
µεσα στὰ παράλληλα τµήµστα ΒΒ΄ καὶ ΤΥΓ’. Μ᾽ ἄλλα λόγια τὸ δοσμένο 
μῆχος τ πρέπει νὰ περιέχεται ἀνάμεσα στὰ μήκη ΑΒ καὶ ΑΓ, 

Τί συμβαίνει ὅταν ἡ συγδήκη Ὁ«τ«ς δὲν πληροῦται; Αν κά- 
γουµε μιὰ ὅμοια μὲ τὴν προηγούµενη κατασκευὴ θὰ βροῦμε ὅτι τότε 
εἶναι ἡ διαφορὰ τῶν μηκῶν ΜΡ καὶ ΜΤ, ποὺ ἰσοῦται μὲ τ. 


Πρόβλημα: «Μᾶς δίνουν ἕνα πύχλο 0 καὶ μιὰ εὐθεῖα Χ ἔξω 
ἀπ᾿ αὐτόν. Καἱ μᾶς ζητοῦν νὰ θροῦμε πάνω στὴν εὐθεῖα ἕνα σημεῖο 
Μ τέτοιο, ὥστε τὸ ἑφαπτόμενο τμῆμα ΜΑ ἁπ᾿ αὐτὸ πρὸς τὴν πε- 
ριφέρεια νᾶχει δοσμένο μῆχος 8». 

Τὸ σημεῖο ποὺ {ητᾶμε, βρίσκε- 
ται στὴν τομή τῆς Χ καὶ τοῦ τόπου 
τῶν ὄκρων τῶν ἐφαπτομένων τῆς 
περιφέρειας μὲ μῆκος α. Γιὰ νἁἀ 
κατασχευάσουµε τὸν τελευταῖο αὐτὸ 
τόπο, παίρνουμε πάνω σὲ κάποια ἔφα- 
πτοµένη τμῆμα ΒΓ «- α (σχ. 59) καὶ 
γράφουμε τὴν περιφέρεια (Ο, ΟΓ]. 

Διερεύνηση. "Αν ἡ Χ κόβει τὴν 
περιφέρεια (Ο, ΟΓ) ὑὰ ὑπάρχουν 
δυὀ σημεῖα Μ καὶ Μ΄, ποὺ δὰ λύ- 
νουν τὸ πρόβλημα. ᾽Αλλὰ γιὰ νὰ 


Π. Α. Ἡ μέθοδος τῆς τομῆς τῶν γ. τ. ο] 


Ὁ τν ο 


συμβαίνει αὐτὸ πρέπει ἡ ἀπόσταση τῆς Χ ἀπ τὸ Ο ΟΔ«ΟΓΡ. Εἶναι ἐξ 
ἄλλου : 
ΟΓ5 -- 08: -|- ΒΓ: -- 52 --αἲ κι ᾗ συνθήκη ὑπάρξεως γράφεται : 
ΟΔ2 «85 -|- 43 εἴτε: ΟΔΣ -- 85 «αἲ, 
Μποφοῦμε νὰ προχωφήσουµε περισσότερο : Αν φέρουμε τὴν ἔφα- 
πτοµένη ΔΕ τῆς περιφέρειας, θᾶναι : ΔΕ” -- ΟΔ" -- ΒΑ, 
Ἡ συνθήκη παίρνει τώρα τὴ µορφή: ΔΕΙ«α, εἴτε: ΔΕ-α. 
Ἂν α ΔΕ  δυὸ λύσεις. 
Αν ᾱΞξ ΔΕ µία µόνη. 
ὋἊν α «ΔΕ πκαμμιὰ λύση. 


Πρόβλημα: «Μέσα στὸ ἄνοιγμα γωνίας ΑΒΥ, νἁ δρῆτα σημεῖο ἡ, 
ἆπ' τὸ Σποῖο τὰ δοσµένα πλευρικὰ τμήματα ΑΒ καὶ ΒΙΓ νἁ φα[- 
ο νονται ὑπὸ γνωστὰς γωνίες α Χαὶ β». 
Στὸ σχ. 5δ ἃἂς ὑποθέσουμε 
ὅτι τὸ σημεῖο Μ λύνει τὸ πρό: 
ΆΈΏλημα. Τότε, κι ἐπειδή : 


“ν “ν 
ΑΜΒΗ -- α καὶ ΒΜΓΡ -- β, ἔχου- 
µε ἁμέσως σὰν τόπονς τοῦ Μ τάὰ 
δυὸ τόξα, ποὺ γράφονται πάνω 
στὰ τµήµατα ΑΒ καὶ ΒΓ μὲ τὶς 
δοσµένες γωνίες α καὶ β. Οἱ πε- 
“θιφέρενες ὅπου ἀγήκουν τὰ τόξα ἔ33 
αὐτὰ ἔχουν κιόλας κοινὸ τὸ σημεῖο Β. Στὴ γενικὴ περίπτωση θάχουν 
κοινὸ καὶ κάποιο δεύτερο, τὸ Μ. | 
Αὐτὸ τὸ Μ λύνει πάντα τὸ πρόβλημα; Γιὰ νὰ συμβαίνει αὐτὸ 
πρέπει ν᾿ ἀνήκει τοῦτο στὰ τόξα τῶν περιφερειῶν ποὺ ἀποτελοῦν τοὺς 
παραπάνω τύπους. Καὶ γιὰ νὰ ἐχκφράσουμε αὐτὴ τὴ συνθήκη ἃς γρά- 
Ψουμε τὶς ἐφαπτόμενες ΒΔ καὶ ΒΕ πρὸς τὰ δυὸ τόξα. 
Κάθε σημεῖο τοῦ πρώτου τόξου βρίσκεται µέσα στὸ ἄνγοιγμα τῆς 


ην 
γωνίας ΑΒΔ καὶ κάθε σημεῖο τοῦ δεύτερου µέσα στὴ ΤΒΕ. Γιὰ νὰ δια- 
τυπώσουµε ὅτι οἵ γωνίες αὐτὲς πρέπει νάἄχουν ἕνα µέρος τους κοινό, 
γράφουμε τὴ σχέση: 
Α η Δ 
ΑΏλ Ι- Γβµ 5 ΑΏΓ κεἶτει 180: --α- 180 --β ΑΗἲ" 


ρα 
καὶ τελικἀ: ΑΒΓ--αβς« δο.ὰ 


Πρόβλημα: «Απὸ σημεῖο ΕΒ ἑξωτερικὸ ὡς πρὸς κύκλο 0 
νὰ γράφετε τάµνουσα ΡΑΒ σὲ τρόπο, ποὺ τὰ σημεῖα τομής Α καὶ 
ἩΒ μὸ τὴν πδριφάρεια νᾶχουν ἄθροισμα ἁποστάσεων ἀπ' τὴ διᾶ- 
κεντρ»ὸ ΟΡ ἴσο μὰ γνωστὸ µῆχος λ». 


δι Ἡ μεθοδικἠ λύση τοῦ γαωμετρικοῦ προθλήματος 


Δηλαδὴ πρέπει νᾶναι: (ΑΑ΄) 4-(ΒΒήλ. 
Ῥῖναι ὡστόσο φανερὸ πὼς ἂν ἀπ᾿ τὸ µέσο Μ τοῦ ΑΗ «φέρουμε 
τὴ ΜΜ΄ Ι ΟΡ, θᾶχουμε: 


ΒΒ’ 
ααη ΔΦῶλ. 


2 


ἀκ 54 


Τὸ σημεῖο Μ βυίσκεται λοιπὸν ἐπ᾽ εὐθείας Χ ᾗ ΟΡ καὶ σ᾿ ἀπό- 
λ ι] ΄ » - ϱ . ΄ - 

σταση -Ὁ-] Ἐπίσης τὸ ἴδιο σημεῖο βρίσχεται πάνω στὸν τόπο τῶν 
µέσων τῶν χορδῶν, ποὺ ἀποκόβει ἢἡ δέσµη μὲ κέντρο τὸ ΕΒ, δηλ. πάνω. 
στὸ τόξο ΟΕ; τῆς περιφέρειας μὲ διάµετρο τὸ ΟΡ. 

Λύσαµε τὸ πρόβλημα μὲ τὸν τέτοιο καθορισμὸ τοῦ Μ. 

Ἐξ αἰτίας τῆς συμμετρίας τοῦ ὅλου σχήματος μὲ ἄξογνα τὴν εὐθεῖα 
ΟΡ, σὲ κάθε λύση πάνω ἀπ᾿ τὸν ἄξονα ΟΡ ἀντιστοιχεῖ καὶ μιὰ λύση 
χάτω ἀπ᾿ αὐτόν. 

Διερεύνηση: Στὸ µέσο] τοῦ ΟΡ ἂς φέρουμε τὴν ἀκτίνα ΙΣ1ΟΡ. 
Θὰ συμβαίνει ἕνα ἀπ᾿ τὰ δυό: 

ἵη περίπτωση: Τὸ Σ εἶναι ἔξω ἀπ᾿ .ν κύκλο Ο (σχ. 94). 

Μὲ τὴν προὐπόθεση ὅτι -ᾱ- «(ᾖΣ), ἡ Χ θὰ συναντᾶ τὴν 


περιφέρεια ΟΡ σὺ δυὸ σημεῖα Μ καὶ Μ, συμμετρικά ὡς πρὸς τὴ ΙΣ. 
Ἐ[ναι φανερὸ ὅτι τὸ Μι οὐδέποτε δίνει λύση. Αλλά γιὰ νὰ εἶναι δεκτὸ. 


τουλάχιστο τὸ Μ, πρέπει καὶ ἀρκεῖ : -ᾱ- ς« (ΒΕ΄. 
2η περίπτωση : Τὸ Σ εἶναι µέσα στὸν χύχλο Ο (σχ. 96). 


Πρέπει νἆναι -ᾱ- «“«{Σ]. 


Τὸ μέγιστο τοῦ λ εἶναι τὸ 3/1Σ), εἴτε τὸ (ΟΡ). Ἡ τιμή αὐτὴ ἀν- 
τιστοιχεῖ στὴ θέση ΡΣ τῆς τέµνουσας, 


Π. Α. Ἡ μέθοδος τῆς τομῆς τῶν Υ.τ. ο 


Αν (15Σ) --- 3» (ΕΕ’) ὑπάρχουν δυὸ λύσεις. 


λ 
Αν η ΐ(ΒΕ’) μιὰ μοναδικὴ λύση. 


2κ 95 


Πρόβλημα: «Κατασκευάστε τρἰγωνο ἀπὸ μιὰ πλευρά του α, τὴν 
Απέναντι γωνία Α καὶ τὴν ἀπτίνα ϱ τοῦ ἐγγεγρα[ιμένου κύκλου», 


τὸ σχ. ὃ6 ἂς εἶναι ΑΒΓ τὸ ἵη- 
τούµενο τρίγωνο. 

Γιὰ νὰ προσδιορίσουμε τὸ κέντρο 1] 
τοῦ ἐγγεγραμμένου κύκλου, θἀρκοῦσαν 
δυὸ τυχαῖες διχοτόµοι τοῦ τριγώνου" 
ὡστόσο γιὰ λόγους συμμετρίας θὰ προ- 
τιµήσουµε τὶς διχοτόµους τῶν γωγιῶν Β 
καὶ Γ. θᾷναι τότε: 

Ην --ου ---ᾱ-. 

Στὸ τργ. ΒΙΤΓ Ἑέρουμε κιόλας τὴ 
βάση, τὴν ἀπέναντι γωνία καὶ τ᾽ ἀντί- 
-στοιχο ὕψος ϱ' μποροῦμε δηλ. νὰ τὸ 
κατασκε»άσουµε ἐξ ἀρχῆς. 

Κατασκενή : Θὰ τοποθετήσουµε τὴ ν 
βάση ΒΓΡ Ξα καὶ πάνω στὸ τμῆμα αὐτὺ θὰ γράψουμε τόξο, ποὺ νὰ 


δέχεται τὴ γνωστὴ γωνία 909 -- ᾱ- Ὕστερα θὰ φέρουμε. τὴν εὖ- 


δεῖα Χ | ΒΓ καὶ σ᾿ ἀπόσταση ἀπ᾿ αὐτὴ ἴση μὲ ϱ. Τὰ σημεῖα τομῆς 


δό Ἡ µεθοδικη λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήµματος 


τοῦ τόξου καὶ τῆς εὐδείας, ἐφόσον ὑπάρχουν, λύνουν τὸ πρόβλημα. 

Δὲν ἔχουμε τέλος παρὰ νὰ διπλασιάσουµε τὶς γωνίες Τ1ΒΓ καὶ 1ΓΒ 
γιὰ νἁ προσδιορίσουμε τὸ Α άν τομὴ τῶν πλευρῶν τῶν διπλασιασμένων 
γωνιῶγ. 

Διερεύνηση :. Ας εἶναι ΟΕ ἡ ἀμτίνα τοῦ τόξου ἢ κάθετη πρὸς τὴ 
χορδὴ ΒΓ. 'Η ἀπόσταση ΔΕ --- τὸ Δ ἢ τοµὴ χορδῆς καὶ ἀκτίνας -- εἶναι 
ὑλοφάνερα ἡ μέγιστη τιμὴ τοῦ ϱ. Μ᾽ ἄλλα λόγια ϱ «΄ ΔΕ καὶ θἄᾶχουμε 
γενικἀ δυὺ λύσεις, ἔξω ἁπ΄ τὴν περίπτωση τῆς ἰσότητας, ὁπότε ὑπάρχει 
µόνο µιά. Δυστυχῶς δὲν μποροῦμε νὰ ὑπολογίσουμε τὸ ΔΕ χωρὶς τὴ βοή- 
θεια τῆς τοριγωνοµετρίας (ἐχτὺς ἴσως ἂν ἡ ΒΓ εἶναι πλευρὰ καγονικοῦ 
πολυγώνοι). 

ὋΛς πάρουμε λοιπὸν τὴ μερικὴ περίπτωση ὅπου Α -- 900, Τότε 
ἢ ΒΓ εἴναι βέβαια πλευρὰ τετραγώνου. "Αν Ἐ ή ἀκτίνα τοῦ περι- 


΄ ΄ τἄ 8 9 4 3 / 
γεγραμµέγνου κύκλου Ο, Ὀάναι: ὰ-- δι --- αἱ . Γιὰτὸ ἀπόστημα 
ΟΔ ξέρουμε ὅτι εἶναι: (ΟΔ) -- τ- ω  Ἂρα ἡ συνθήκη 
ΟΡ- -ΟΔ ὦ αἲς.. -ᾱ- 
ο- γράφεται : ος ση 


Απ΄ τὰ λίγα µέχρι τώρα παραδείγματα, γίνεται χιύλας φανερὸ πόσο 
ἐνδιαφέρον συγκεντρώνει ἡ διερεύνηση. | 

Ἡ λύση «εἶναι λειψὴ χωρὶς τὴν ὁλοκλήρωση μὲ τὴ µελέτη πάνω σ᾿ 
ὄλες τὶς δυνατὲς περιπτώσεις. ᾿Αρχίζοντος ἀπὸ ἁπλὲς περιπτώσεις, προσ- 
παθῆσίε νὰ συνηθίσετε τὴ σκέψη σας νὰ διερευνᾶ. ᾿Απὶ τὰ παραδείγ- 
µατα ποὺ ἀναλύουμε κοιτᾶξτε νὰ κερδίσετε τὴν ἱκανότητα τοῦ μεθοδικοῦ 
συλλογισμοῦ. Προσέξτε ἰδιαίτερα νὰ βρίσκετε στὸ κάθε γεωμετυικὸ πρό- 
βλημα καὶ νὰ ἐκφράζετε τελικὰ τὶς περιοριστικὲς συνθῆκες µόνο μὲ τ) 
ἀρχικά στοιγεῖα τοῦ σχήματος. Στὴν πορεία τῆς μελέτης ὅλ αὐτὰ θὰ 
γίνονται διαρκῶς μαὶ περιάσότερο κατανοητά. 


Πρόβλημα: «Νἁ γράψετε περιφέρεια, ποὺ νὰ παργᾶεἰ σὲ ἴσες 
ποστάσεις ἀπὸ 4 δοσµένα σημεῖα Α.ΙΒ.Γ,Δ», 


Τὰ τέσσερα σημεῖα μποροῦν νᾶχουν διαφορετικὲς θέσεις ὡς πρὸς 
τὴν περιφέρεια ποὺ θέλουμε νὰ κατασκευάσουµε. ἘΞεχωρίζουμε τὶς πα- 
ρακάτω περιπτώσεις: 


Ίη περίπτωση: Καὶ τὰ 4 σημεῖα. εἶναι ἔξ τω -ἀπ' τὴν περιφέρεια. 
Ἡ ἀπόσταση ἑνὸς σημείου ἀπὸ μιὰ περιφέρεια μετριέται ἀπ᾿ τὸ μῆκος 
τοῦ τµήµατος, ποὺ καθουίζει τὸ σημεῖο αὐτὸ καὶ ἡ τοµὴ τῆς περιφέ- 


ΗΠ. Α. Ἡ µέθολος τῆς τομῆς τῶν Υ. τ. στ 


ρειας μὲ τὴ διάκεντρο, ποὺ περνάει ἀπ᾿ τὸ σημεῖο. ᾿Αν λοιπὸν στὸ 
σχ. ὃτ εἶναι Ο τὸ ζητούμενο κέντρο, θάναι ἐξ αἰτίας τῆς ὑπόθεσης: 
(ΑΑ΄) -- (88 -- (Γ΄ -- (ΔΔ’) 
εἴτε: Ε-(ΑΑ’ -- Ε -(-(ΒΒ’ -- 
Ξ- ΕΚ --(ΓΓ’ - α --(ΔΔ 
(Β ἡ ἀκτίνα τῆς Ο) δηλαδη : 
(0Α) --(ΟΒ) -- (ΟΓ) -- (04). 
Καθένας τὸ βλέπει ὅτι τὸ πρόβλη- 
μα εἶναι δυγατὸ μονάχα ὅταν τὰ 4 ση- 
μεῖα ἀνήκουν ἐξ ἀρχῆς στὴν ἴδια πε- 
οιφέρεια, ὅπότε κι ἔχουμε ἄπειρε- 
λύσεις. Σχ. 32 


Τὸ ἀποτέλεσμα αὐτὸ µενει τὸ ἴδιο καὶ γιὰ τὴν περίπτωση, ὅπου 
τὰ 4 σημεῖα πρέπει νά βρίσκονται ὅλα µέσα στὴ ζητούμενη περιφέρεια. 
2η περίπτωση: 


Τά ὃ σημεῖα εἶναι ἔξω καὶ τὸ τέταρτο µέσα. στὴν 
περιφέρεια. 


Απ΄ τὴν ὑπόθεση : 
(4Α΄) -- (ΒΒ’) -- (ΓΓ’) -- (ΔΑ), ἄρα: 
Ε Η- (ΑΑ’) - α -- (8Β’) -- 
πο ὮἙ -|-(ΓΓΑ), κεἴτε 
(0ΟΑ)-- (08) -Ξ (0Ρ). 

Αὐτὸ σήμαίνει ὅτι τὸ ζητούμενο 
κέντρο εἶναι αὐτὸ τὸ ἴδιο τὸ χέντρο 
τῆς περιφέρειας, ποὺ περνάει ἀπ᾿ τὰ 

. Α, Β, Γ. 
τς 46 Γιὰ νὰ καθορίσουμε τώρα τὴν ἀκτί- 

να πρέπει νὰ πάρουμε ὑπ ὄψη µας καὶ 
τὴ συνθήκη (ΓΓ’) -- (ΔΔ΄), ποὺ παραλείψαμµε. Βλέπουμε τότε πὠς ἂν 
προεκιείνουµε τὴν ΟΔ΄ κατὰ τὸ μῆκος ΔΕ -- ΓΓ', τὸ Ε ϐ᾽ ἀνήκει στὴν 
περιφέρεια ΑΒΓ καὶ θᾶναι ΔΑ -- ΔΕ, δηλαδὴ τὸ Δ΄ καθορίζεται σὰν 
µέσο τοῦ γνωστοῦ τµήµατος ΔΕ.᾽ Ἆπ΄ ἐδῶ βγαίνει ἡ κατασκενἠ τῆς 
ἀχτίνας ΟΥ’. 
Κατασκευή: ὝἝἜχοντας μπροστά µας τὰ 4 σημεῖα µονάχα, παρα- 
τηρυῦμε ἀμέσως ὅτι μποροῦμε νὰ τὰ συνδιάσουµε ἀνὰ τρία κατὰ 4 δια- 


φορέτυιοὺς τρόπους. Οἱ τρόποι αὐτοὶ ἀντιστοιχοῦν σὲ 4 διαφορετικὲς 
λύσεις, στὶς ὁποῖες ἁρμόζουν τὰ κέντρα τῶν περιφερειῶν ΑΒΕΓ, ΑΒΔ, 
ΑΓΒ, ΒΓΔ. . 

Μιὰ ἀπ᾿ αὐτὲς τὶς λύσεις παύει νὰ ὑπάρχει, ὅταν τὰ 3 ἀντίστοιχά 
σημεῖα βρίσκονται ἐπ᾽ εὐθείας. Στὴν περίπτωση ποὺ καὶ τὰ 4 σημεῖα 
ἀνήκουν σ᾿ εὐθεῖα, δὲν ὑπάρχει καμμιά λύση. 


ὔ8 Ἡ μεθορλωιῆ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προδλήµατος 


3η περίπτωση: 9 σημεῖα εἶναι µέσα καὶ 2 ἔξω. 
᾿Απ’ τὸ σχ. 39 παίρνουμε τελικὰ : ' 
(ΟΑ) Ξ (0ΟΒ) καὶ (ΟΡ) -- (ΟΔ). 
Τὸ κέντρο Ὁ καθορίζεται προ- 
. φανῶς ἀπ' τὴν τομὴ τῶν ἐπιμέσων Χ 
καὶ Χ στὰ τιήµατα ΑΒ κοὶ ΓΔ. 
Ἡ ἀκτίνα ΟΓ΄ κατασκευάζεται 
ὕπως καὶ παραπάνω : 
Παίρνουμε πάνω σιὴν ΟΓ (ἤ στην 
ΟΔ) τμῆμα (ΟΕ) :-- (0Β) αἱ προσδιο- 
οίζσυµε τὸ µέσο Γ΄’ τοῦ τμήματος ΓΕ. 
Διερεύνηση. Στὴν περίπτο- 


Σχ. 20 ση αὐτὴ τὸ πρόβλημα δέχεται γενικἁ 3 
λύσεις, γιατὶ μποροῦμε νὰ συνδιάσουµε τὰ σημεῖα µας ἔτσι: Λ. Β καὶ 
ΓΔδ--Α,Γ καὶ Β, Δ--Α, Δ ναὶ Β,Γ. 

Μιὰ ἀπ᾿ αὐτὲς τὶς λύσεις δὲν ὑπάρχει, ὅταν οἱ ἀντίστοιχες ἐπίμεσες Χ καὶ 
Ἡ εἶναι παράλληλες, ὅταν δηλ. εἶναι 
παράλληλα τὰ τµήµατα ΑΒ καὶ ΓΔ π.χ. 
Τότε τὰ 4 σημεῖα εἶναι κορυφὲς τραπε- 
ζίου (σχ. 40). Οἱ λύσεις γίνονται ἄπει- 
ϱες ὅταν αὐτὲς οἱ Χ καὶ Ψ ταυτίζονταν, 
δηλαδἠ ὅταν τὸ τραπέζιο εἶναι ἰσοσκελές. α θ 
᾽Αλλὰ καὶ μιὰ δεύτερη λύση μπορεῖ Σχ 49 
νὰ μὴν ὑπάρχει, ὅταν συμβαίνει ἐπὶ πλέον ἕνα ἀπ᾿ αὐτὰ τὰ δυό : 
1ο Τὰ τμήματα ΑΔ καὶ ΒΓ εἶναι παράλληλα, χωρὶς ὡστόσο τὸ παραλ- 
ληλόγραμο ΑΒΓΔ νάναι καὶ ὀρθογώνιο (στὴν εἰδικὴ περίπτωση τοῦ ὀρθο- 
γωνίου ὑπάρχουν καὶ πάλι ἄπειρες λύσεις)’ Απομένει μιὰ µοναδικὴ λύση μὲ 
κέντρο τοῦ ζητουμένου κύκλου αὐτὸ τὸ ἴδιο κέντρο τοῦ παραλληλογράμμου. 
9ο Συμβαίνει ΑΓ | ΒΔ, δηλαδὴ τὰ 4 σημεῖα 
4 4 τ 9 βρίσκονται ἐπ᾽ εὐθείας, ὅπως στὸ σχ.41. Τότε 
δὲν ὑπάρχει καμμιὰ λύση ἑκτὸς ἀπ' τῆν ἐξαιρετι- 
πὴ περίπτωση ΑΔ -- ἩΓ, ὁπότε ὑπάρχει µιά. 


Γ 


δε’ 


Πρόβλημα: «Κατασκευάστε τρίγωνο ἀπ᾿ τὸ ὕψος του ΛΗ-- Ἡ 
τὴ διάµεσο ΑΝΜΞΕπι καὶ τὴ διχοτόµο Αά --ξ ἆ, ποὺ ἀντιστοιχοῦν 
σὲ μιὰ καὶ τὴν ἴδια κορυφή». 

Μτιοροῦμε νἄᾶχουμε ἀμέσως ἕνα χοµµάτι τοῦ σχήματος, ἂν πραγ- 

µατοποιήσουµε ἐξ ἀρχῆς τὴν κατασκευἠ τῶν ὀρθ. τριγώνων ΑΠΔ καὶ 
ΑΗΜ (σχ. 49). 


Θεωρόντας τὸ πρόβλημα λυµένο, ἂς φαντασθοῦμε τὴν περιγεγραµ- 


Π. Α, Ἡ µέδοδος τῆς τομῆς Υ. τ. ὖν 


µένη περιφέρεια ΑΒΓ. 'Ἡ διχοτόµος ΑΔ περνάει βέβαια ἁπ᾿ τὸ µέσο ἶ 
τοῦ τόξου ΒΙΠ'. ᾿Απ' τὸ ἴδιο σημεῖο περνάει χι ἡ ἐπίμεσος στὴ χορδὴ 
ΒΓ, Τὸ Ι μπορεῖ λοιπὸν νὰ καθορισθεῖ ἀπ᾿ αὐτὲς τὶς δυὸ εὐθεῖες. 

Τότε ὅμως μπορεῖ νἁ καθορισθεῖ 
καὶ τὸ κέντρο Ο τοῦ περιγεγραμμµένου 
κύχλου : Εϊναι ἡ τομὴ τῆς ΙΜ καὶ τῆς 
ἐπιμέσου στὸ τμῆμα ΑΙ. Γνωρίζοντας 
τὸ κέντρο Ο καὶ τὴν ἀπτίνα ΟΙ µπο- 
ροῦμε τέλος νἁ καθορίσουμε τὶς κορυ- 
φὲς Ἡ καὶ Γ σἀν τομὲ- τῆς εὐθείας ΜΗ 
καὶ τῆς περιφέρειας Ο. 

Ἐπειδὴ τὸ σημεῖο 1 πρέπει νὰ βρί- 
σκεται στὸ ἀπὸ κάτω τόξο ΒΣ, εἶναι 
ἀνάγκη τὸ Μ µνᾶἆναι ἀριστερὰ τοῦ Δ 
κι ἑπομένως πιΣᾶ. Μ’ ἄλλα λόγια ἡ δι- 
χοτόµος βρίσκεται πάντα µέσα στὸ ἄνοιγμα τῖς γωνίας διαμέσου καὶ 
ὕψους (γενικὴ παρατήρηση γιὰ τὸ τρίγωνο). 


Πρόβλημα: «Πόσες συνθῆκες εἶναι ἀρχετὲς γιὰ τὴν κατασκευἡ 

ἀνὸς πολυγώνου »» 

Ἓνα πολύγωνο μὲ ν πλευρὲς μπορεῖ πάντα ν᾿ ἀναλυθεῖ σὲν -- 2 
τρίγωνα. Γιὰ νὰ κατασχευάσουµε τὸ πρῶτο ἀπ᾿ αὐτὰ τὰ τρίγωνα φθά- 
νουν 5 διαφορετικὲς ουννθῆκες. Γιὰ ὁποιοδήποτε ἀπ᾿ τὰ ὑπόλοιπα εἶναι 
ἀρκετὲς 32 µόνο, ἀφοῦ γιὰ κάθε ἑπόμενο τρίγωνο, κάθε προηγούμενο 
δίνει κιόλας ἔτοιμη μιά συνθήκη. Συμπεραίνουμε ὅτι ὁ ἰκανὸς ἀριθμὸς 
τῶν σνυνθηκῶν, εἶναι : 


8-9: -- 8) -- ὃν -- 8. 


“Ὁ ἀριθμὸς αὐτὸς εἶναι καὶ ἀναγκαῖος. Ἔτσι γιὰ νὰ κατασκευάσον- 
µε ἕνα τετράπλευρο ἀπαιτοῦνται γενικὰ ὃ διαφορετικὲς ουνθῆκες. Κάθε 
περιορισμὸς σχετικἀἁ μὲ τὴ μορφἡ τοῦ τετραπλεύρου ἀφαιρεῖ φυσικἀ ἰσά- 
ριῦ μες συνθῆκχες.᾿Αν πεῖτε π.Χ. ὅτι τὸ τετράπλευρο πρέπει νἆναι ἕνα τρα- 
πέζιο, φτάνουν 4 συνθῆκες, γιὰ τὸ παραλληλόγραμμο φτάνουν ὃ κλπ. Πρέ- 
πει βέβαια νγὰ βρίσκουμε μὲ πόσες συνθῆκες ἰσοδυναμοῦν κάθε φορὰ οἱ 
ἀρχικοὶ περιορισμοί. Ἔτσι γιὰ ἕνα ρόμβο εἶναι ἀρκετὲς δυὸ μόλις 
συνθῆκες, γιὰ ἕνα τετράγωνο µία µόνη (π. χ. ἡ πλευρά τον). 

Θἀ χρησιμοποιήσουμε συχνὰ στὰ προβλήματά µας τὸν ἀριθμὸ 
ὃν --ὂ γιὰ ἔλεγχο. 


60 Ἡ μθὺοδιχκἡ λύση τοῦ Υδωματρ.κοῦ προθλήματες 


Προβλήματα 


74.--᾿Απὸ σημεῖο Α, µέσα σὲ μιὰ γωνία, νὰ φάρατο τέµνουσα ΑΒΓ, ὥστε 
νὰ εἶναι: ἈΕΒΞΞΡΒΡ., 


15.- Νὰ δρῆτε στ] θάση ἑνὸς τρΥ. σημεῖο Μ, ποὺ τὸ ἄθροισμα τῶν ἆπο- 
στάσεών του ἀπ᾿ τὶς δυὸ ἄλλες πλευρὰς νὰ ἰσοῦται μὲ γνωστὸ 


------ιουι., 

76.--- Απ’ τὴν κορυφὴ Α ἑνὸς παρ]µου ΑΒΓὰ νὰ φόάρατε εὐθεῖα ΑΧ, ὥστε 
ἡ ἁπόσταση τοῦ Τ ἀπ᾿ αὐτὴ τὴν εὐφεῖα νὰ ἱσοῦται μὰ τὸ ἄθροι- 
σμα ἢ μὰ τὴ διαφορὰ τῶν ἀποστάσεων τῶν ΕΒ καὶ Δἂ ἀπ᾿ τὴν εὐθαῖα, 
ἐφόσον αὐτὴ βρίσκεται ἔξω ἀπ᾿ τὸ παρ]μο ἡ τὸ τάµναι, 

77.--Νά φάρετε εὐθεῖα ΔΕ || πρὸς τὴ ῥάση ΒΙ ἂνὸς τρ. ΑΒΓ ἔτσι, ὥστε 
(84) --- (ΓΕ) -- κ. 


7δ.- Νὰ γράψετε περιφέρεια, ὅταν γνωρίζετε τὴν ἀχτίνα της ΕΒ καὶ τὰ 
µήχη α καὶ Ὁ τῶν χορδῶν, ποὺ αὐτὴ ἀποτάμνει ἀπὸ δυὸ δοδµέ- 
νες εὖθεῖες, 


79 ---Νὰ γράψετε περιφέρεια μὲ γνωστή ἀχτίνα καὶ σὲ τρόπο, ποὺ αὐτὴ ν 
ἀποτέμνει ἀπὸ δυὸ ἄλλες δοσµένες περιφάρειες χορδὲς παράλληλες 
καθεμιὰ πρὸς γνωστὴ διεύθυνση. 

80.--Νὰ γράφψατε περιφέρεια, ποὺ νὰ περνάει ἀπ᾿ τὰ σημεῖα Α καὶ Β χαὶ 
νὰ ἐφάπτεται στὴν αἰθεῖα Χ, ὅταν Χ || ΑΒ. 


δΙ.--Μὲ ἀκτίνα Ἑ νὰ γράφετα περιφέρεια, ποὺ νὰ ἀφάπτεται σὲ δοσµένη 
εὖθεῖα Ἡ περιφέρεια καὶ νὰ περνάει ἀπὸ γνωστὸ σημεῖο. 

82.- Μὲ ἀκτίνα Ἑ νὰ γράφετε περιφέρεια, ποὺ νὰ ἑφάπταναι περιφερείας 
καὶ εὐθείας, 


83,---Δίδονται δυὸ ὁμόκαντρες περιφέρειες καὶ ζηκεῖται νὰ γραφεῖ τρίτη πε- 
ριφέἑρεια, ποὺ νὰ ἐφάπτεται σὸ μιὰ ἀπ᾿ τὶς πρῶτες καὶ νἁ τάμνει 
τὴν ἄλλη σὲ δυὸ δοσµένα σημεῖα Α καὶ Β. 

84.--Νὰ γράφατα πθριφάροια μὲ γνωστὴ ἀκτίνα Β Ἅχαὶ΄ σὰ. τρόπο, ποὺ ν’ 
ἁποκόδει ἀπὸ δυὸ δοσµένες περιφάροιες χορδὲς μὲ γνωστὰ μήκη 
-α καὶ Ὁ. : 

85. «Μὲ ἀκτίνα Ἐ νὰ γράφετθ περιφάρεια, ποὺ νὰ τέμνει μιὰ ἄλλη ὑπὸ 
γνωστὴ γωνία καὶ νὰ διχοτομεῖ μιὰ τρίτη. 

86. -Νὰ γράφετε περιφέρεια, ποὺ νὰ τάµνει τρεῖς γνωστὲς αὐθεῖες ὑπὸ τὴν 
αὑτὴ γωνία α. 

87.--᾽Απὸ τὸ σημεῖο Ῥ νὰ φέρεται τέµνουσα χύχλου ἔτσι, ὥστε τὸ ἀποχκο- 
πτόµενο τμῆμα νὰ διχοτομεῖται ἀπὸ σταθερὴ εὐθεῖα Χ. 


Π. Α. Ἡ μέθοδος τῆς τομῆς τῶν Υ. τ. 6Ιι 


ο στ 


ο ΣΣ. . 


88.- Μὲ ἀχτίνα ἩἙ νὰ γράψετε περιφέρεια, ποὺ νὰ φαίνεται ἀπό δυὸ στα- 
θερὰ σημεῖα Α καὶ Β ὑπὸ ἤνωστὲς γωνίες α χαὶ 6.. 

89. -Δίδονται δυὸ σημεῖα Α καὶ Β καὶ μιὰ εὐθεῖα ἀπ᾿ τὸ Ἡ. Νὰ προσδιορί- 
σετε πάνω σ’ αὐτὴ δυὸ σημεῖα Γ καὶ Δ, ποὺ νὰ ἰσαπέχουν ἀπ' τὸ 
Β καὶ νᾶναι ἃ ΓΑΑ δοσµένη. 


90.--Α, Β, Τ εἶναι τρία σημεῖα χαὶ ΑΧ μιὰ αὐθεῖα ὢπ) τὸ Α. Νά γράφετε 
περιφέρεια ἀἁπ᾿ τὰ Α καὶ Β, ποὺ νὰ χόδει τὴν ΑΧ στὸ σημεῖο Δ 
χι ἔτσι, ὥστε ἡ εὐθεῖα ΓΔ νὰ ἑφάπτεται στὴν περιφέρεια, 

9Ι.- -Νὰ γράψετε περιφέρδια, ποὺ νὰ ἑἐφάπτεται σὲ ἄλλη περιφέρεια καὶ σὲ 
μιὰ εὐθεῖα, ὅταν εἶναι γνωστὸ τὸ σημεῖο ἐπαφῆς μὲ τὴν περιφέρεια 
Ἡ τὴν εὐθεῖα, 

ϱ2.---Δίδονται δυὸ περιφέρειες καὶ ζητεῖται νὰ χατασκευασθεῖ τρἰτη, ποὺ νἁ 
ἐφάπτεται στὶς δυὸ πρῶτες, ὅταν εἶναι γνωστὸ τὸ ἕνα σημεῖο 
ἐποφῆς. 

9. -Νὰ θρῆτε στὸ ἐπίπεδο ἑνὸς τργ. ἕνα σημεῖο, ἀπ' τὸ ὁποῖο οἳ τρεῖς 

πλευρὲς νὰ φαἰνοντὰι ὑπὸ ἴσες γωνίες. Συνθήκη γιὰ τὴν ὕπαρξη 
λύσης. | 

Ο4.- -"Απ᾽ τὸ σημεῖο Ρ, ἐσωτερικὸ ἑνὸς κύκλου Ὁ, νὰ «φέρετε τέµνουσα σὲ 

΄ τρόπο, ποὺ ἡ διαφορὰ τῶν ἁἀποστάσθων τῶν ἄκρων τῆς ἄποχοπτο- 
µένης χορδῆς ἀπ᾿ τὴν εὐθεῖα ΟΡ νὰ ἱσοῦται μὲ Ὑγνωστὸ µῆκος. 

05. --Νὰ κατασκευάσετε παρ)μο, ὅταν δίδονται οἱ δυὸ χορυφές του καὶ ὅτι 
οἱ ἄλλες δυὸ ἀνήκουν σὲ δοσµένη περιφέρεια. 

.. 06.--Δίδεται ἕνα ὀρθ. τργ. παὶ ζητεῖται νὰ Υραφεῖ περιφέρεια, ποὺ νὰ ἀφᾶ- 
πτεται στὴν ὑποτείνουσα, νὰ περνάει ἀπ᾿ τὴν κορυφή τῆς ὀρθῆς 
γωνίας χαὶ νᾶχει τὸ κέντρο τῆς πάνω σὲ μιὰ ἀπ᾿ τὶς κάθετες 
πλευρές. 

ο» 07: Σ’ ἕνα χύχλο νὰ ἐγγραφεῖ ὀρθ. τργ. ποὺ οἵἳ πλευρὲς τῆς ὀρθῆς γωνίας 
του νὰ περνοῦν ἀπὸ δυὀ γνωστὰ σημεῖα. 

«κ. 98.-Δίδονται δυὸ σημεῖα Α καὶ Β Άι εὐθεῖα ΑΧ. Νὰ θρῆτε πάνω στὴν 
εὐθεῖα ἕνα σημεῖο Μ, ὥστε νὰ εἶναι (ΜΑ) ή- (ΜΒ) -- 


99. -Δίδεται περιφέρεια 0 καὶ σημεῖο Α. Ζητεῖται πάνω στὴν περιφάρεια 
' ἕνα σημεῖο Ὦ τέτοιο, ὥστε, ἂν «φέρουμε τὸ τμῆμα ΒΓ 1 0Α, 
νάᾶχουμε ΤΒΓ) --- (ΓΑ) -- Κε. 

κ Ι00.--Απὸ σημεῖο Α, ἐσωτερικὸ μιᾶς ὀρὺῆς 6 ΧΟΨ, νὰ Ἰράφετε δυὸ 
κάθετες εὐθδεῖες, ποῦ νὰ συναντοῦν τὶς πλευρὲς τῆς «που στὰ 
σημεῖα Β καὶ Γ καὶ νάναι (ΒΓ) -- α. ' 

ιν 101,--Νὰ θρῆτε σημεῖο Γ μιᾶς περιφέρειας τέτοιο, ὥλτε, ἂν ἑνωθεῖ μὲ τὰ 
σταθερὰ χι ὄχι πάνω στὴν περιφέρεια σημεῖα Α καὶ Β, ἡ 


-ά ΑΒΓ ν᾿ἀποχόθει ἀπ᾿ τὴν περιφέρεια χορδη (ΔΕ) -- ς, 


63 ἩΜ µεθοδικἠ λύση τοῦ γδωμετρικοῦ προθλήματος 


Ι02.--Νά περ.γράφετα παρὶ ἕνα τρἰγωνο τὸ µάχιστο ἰσόπλευρο τρίγωνο. 

(01.--ΝΑ γράφατα ἑχείνη τὴ διάµατρο ἂνὸς Χύκλου, ποὺ ἀπὸ σταθερὸ ση- 
μεῖο νὰ φαίνεται ὑπὸ δοσµένη γωνία, 

Π104.--Νὰ 6ρῆτε σημεῖο μιᾶς περιφἀρειας, ποὺ τὸ ἄθροισμα τῶν ἀποστάσδών 
του ἀπὸ δυὸ σταδαρὲς εὖθοῖες νάναι ἑλάχιστο. 

[05.--Νά κατασκευάσατα τργ. ΑΒΓ ἀπ᾿ τὴ δάση του ΒΥΗ, τὴ γωνία Ἡ καὶ 
τὸ σημαῖο Δ ὅπου ἡ εὐθεῖα ΒΡ τέµνεται ἀπ᾿ τὴ διάµέτρο ΑΛ’ τοῦ 
πεαριγεγραµµένου κύκλου. 

Ι06.---Δίδονται δυὸ παράλληλες εὖθεῖες καὶ μιά τρίτη τέµνουσα. Νάἀ γρα- 
φοῦν δυὸ περιφόρειας ἑφαπτόμενες στὶς τρεῖς εὖθεῖες καὶ μεταξύ 
τους, ὅταν εἶναι γνωστὸ τὸ ἄθροισμα τῶν ἀκτίνων. 

“107.- Νὰἁ κατασκευασθαῖ τρίγωνο, τοῦ ὅποίου δίδονται οἱ γωνίες καὶ ὅτι ἡ 

ὶ μιὰ κορυφὴ δρίσχθται πάνω σὰ γνωστὴ περιφέρεια, ἑνῶ οἱ ἄλλες 
δυὸ κορυφὲς πάνω σὲ δεύτερη γνωστὴ ὁμόχεντρη περιφέρεια. 

1068.--Νὰ κατασκευάσετε παρ)]μο ἀπὸ μιὰ πλευρά του, μιὰ διαγώνιο καὶ τὴ 
γωνία τῶν διαγωνίων. 

109,--Νὰ ἐγγράφατο σὲ κύκλο τρεῖς ἴσους κύκλους ἑἐφαπτόμανους μεταξύ 
τους καὶ στὴ δοσµένη περιφέρεια. 

110.- Νὰ γράψετα περιφέρεια, ποὺ νὰ ἑφάπταται σὰ δυὸ παράλληλες εὖ- 
θεῖος καὶ νὰ τέμνει ὀρθογώνια ἄλλη γνωστὴ περιφέρεικ. 

ΙΤ]. Πάνω σὲ μιὰ αὐθεῖα νὰ 6ρῆτο ἕνα σηµεῖο τάτοιο, ὥστα τὰ ἐφαπτό- 
μενα τμήματα ἀπ᾿ αὐτὸ πρὸς δοσμένο κύκλο νὰ θἶναι ἰσομήχη μὲ 
τὴ χορδή τῶν ἐπαφῶν. ΄ 

112. Δίδονται δυὀ κύκλοι καὶ μιὰ αὐθεῖα. Ἄητεῖται σημεῖο Μ τῆς εὐθείας 
τέτοιο, ὥστε, ἂν γραφοῦν ἀπ' αὐτὸ οἱ 4 ἐφακτόμενες πρὸς τοὺς δύο 
κύκλους, οἱ Χχορδὲς τῶν ἐπαφῶν νὰ σχηματίζουν µεταξύ τους 
γνωστη γωνία, 

113.- Κατασκευάσατε τετράπλευρο ΑΒΓΔ ἀπ᾿ τὴ αχ Α, τὶς πλευρὲς ΒΓ καὶ 
ΓΑ καὶ τἰς δυὸ διαγώνιες. 

114.-- Περιγράφετα περὶ ἱσόπλευρο τρίγωνο τετράγωνο σὲ τρόπο, ὥστε τὰ 
δυὸ σχήματα νᾶχουν μιὰ κοινἡ κορυφή. 


115.--Νὰ κατασκευάσθτε τρίγωνο ἀπὸ μιὰ Ὑωνία του καὶ τὶς ἀχτίνες τοῦ 
ἐγγεγραμμένου καὶ περιγεγραµµάνου χύκλου. 


116.- -Νὰ κατασκευάσετε τρίγωνο ΑΒΓ ἀπ τὴ ἆ Α, τ’ ἄντίστοιχο πρὸς 
τὴν χκορυφὴ Α ὕψφος Ἶᾳα καὶ τὴν ἀκτίνα τοῦ περιγεγραμμένου 
κύκλου, 


-- 


ΗἩ. Ἡ ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣΣ ΤΟΜΗΣ ΤΩΝ Ρ. ΤΟΠΩΝ 
Β. Μὲ τὴν ἔννοια τῆς ὁμοιότητας 


νε Πρόβλημα: «Κατασκευάσατε τρίγῶνο ὅταν γνωρίζετε τὴν πλευρά 


κα. ΒΑ 
ΒΓ -- α, τὴν ἀπάναντι γωνία Α καὶ τὸ λόγο προς - τ- », 


Ὅταν τοποῦετήσουμε τὴ βάση 
ΒΓ, ἡ κορυφὴ Α δἀ κχινεῖται : Σ 

1ο Πάνω στὸν τόπο τῶν σηµείων 
ἀπ᾿ τὰ ὁποῖα ἡ ΒΙΓ φαίνεται ὑπὸ τὴ 
δοσµένη γωνία Α, δηλ. γιὰ τὸ σχ. 45 
πάνω στὸ τόξο ΒΣΓ, καὶ 


Γχ 


2ο Πάνω στὸν τόπο τῶν σηµείων, 
ποὺ οἳ ἀποστιάσεις τους ἀπ' τὰ Ὦ 


Ν ΄ 1 
καὶ Τ ἔχουν λόγο σοι Ἐέρουμε 
νγ 


Σκά5 


ὅτι ὁ τόπος αὐτὸς εἶναι ἡ ἀπολλώνεια περιφέρεια μὲ διάµετρο ΔΔ’, ὅπου : 


ΒΔ --. ΒΔ’ --- µ 4 πα 9 4 µ 
το ταν (στὸ σχῆμα ὑποθέτουμε ο. 1). 

Γενικὰ ὑπάρχει μιὰ µοναδικἡ λύση. 

Θὰ μπορούσαμε νὰ λύσουμε τὸ πρόβλημα καὶ διαφορετικά. Παρα- 
τηροῦμε ὅτι ἡ διχοτόµος ΑΔ περνάει ἀπ’ τὸ µέσο Μ τοῦ ἀπέναντι τό- 
ξου ΒΓ. 'Ἑνώνουμε αὐτὸ τὸ Μ μὲ τὸ γνωστὸ Δ (τὸ Δ διαιρεῖ τὸ ΒΓ στὸ 
δοσμένο λόγο] καὶ στὴν τομὴ τῆς εὐθείας ΜΔ καὶ τοῦ τόξου ΒΣΓ 
ἔχουμε τὸ Α. 

Πρόβλημα: «Κατασχέυάσατα τρἰγωνο ὅταν δίδονται μιὰ πλευ- 


ὰ- ρὰ Β]--α, ἡ διχοτόµος ΑΔ -- ἆ καὶ τὸ ἄθροισμα λ τῶν δυὸ 
4 ἄλλων πλευρῶν». 


Σύμφωνα μὲ τὸ θεώρημα τῆς διχοτόµου (σχ. 44) : 


ΒΑ. Βὰ ἁρδου: ΒΑ ΑΓ ΒΑΚΑΓ λ. 

ΑΓ Ας ο Ες ΒΑ ΛΓ ΒΔ ΓΑΓ αἱ 
Αὐτὸ σηµαίνει πὼς ὅταν τοποδετήσουµε τῇ διχοτόµο ΑΔ, καθένα 

επ τὰ σημεῖα Ἡ καὶ Γ δὰ βρίσκεται πάνω στὴν ἴδια ἀπολλώνια πε- 


64 Ἡ µεθοδική λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήματος 
/ Δ ΄ . νι ή λ τ- 
θιφέρεια, ποὺ γράφεται πάνω στὸ τμῆμα ΑΔ μὲ λόγο ο τἈῬέρουμε 


πὼς ἡ περιφέρεια αὐτὴ ἔχει διάµετρο τὸ ΕΕ’, ὅπου: 


Τὸ πρόβλημα ἀνάγεται τώρα στὸ 
νὰ τοποθετήσουµε ἀπ τὸ σημεῖο ἂ 
µέσα στὸν φ«ύκλο ΕΕ’ μιὰ χορδἡ γνωστοῦ 
μήκους , 


« . ᾿ / λ. . , 
Ὡς πρὺς τὸ λόγο πώ, ὑπάρχει 


κανεὶς περιορισµύς; Παρατηροῦμε ὅτι 

τὸ σημεῖο Δ ὀφείλει πάντως νὰ βρίσκε- 
3 Ν . Ε) ] 

ται ἀνάμεσα στὰ ἙὮ καὶ Τ. Αὐτὸ ση- 


µαίνει ὅτι --- » 1, εἴε λὸ2 α, συν- 
ὅκχ οὰ θήκη γνωστὴ ἄλλωστε γιὰ κάθε τρίγωνο. 
κκ 
“Ορισμός: «᾿Ονρμάζουμε δύναμη ὀημείου Μ ὡς πρὸς χύλλο 0 τὸ 
γωόµενο ΜΑ ' ΜΒ, ὅπου ΜΑΒ τυχαία τέµνουσα καὶ Α, Β τᾶ ση- 
μεῖα τομῆς αὑτῆς καὶ τῆς περιφέρειας». 

Γιὰ νᾶχει νόημα ὁ ὁρισμὸς 
αὐτός, πρέπει βέβαια τὸ τυχαῖο γινό- 
µιενο ΜΑ : ΜΗ νάναι σταδερὀ. Εΐναι ; 

Ας φέρουμε στὸ σχ. 46 τὴν ἔφα- 
πτομένη ΜΕ κι ἂς παρατηρήσουμε 
τὰ τρίγωνα ΜΑΕ καὶ ΜΕΒ. ᾽᾿Αφοῦ 
ἢ γωνία ὑπὸ χορδῆς κι ἐφαπτομένης 
ἰσοῦται μ᾿ ἐκείνη ποὺ βλέπει στὸ τόξο 


τῆς χορδῆς, δάναι : ἐκόρ 


4 ΜΕΑ -- ἅ ΜΒΡΒ. Τὰ δυὸ τρίγωνα, μὲ κοινὴ ἐπὶ πλέον τὴ γωνίςσ 
Δ{, εἶναι ὅμοια, ὁπότε : 


| ο ο μπ . Εἴε: (ΜΑ) ' (ΜΒ) Ξ (ΜΕ): -- σταῦ. 


Ὕστερα ἀπ᾿ αὐτὸ ὁ ὁρισμὸς μπορεῖ νὰ διστυπωδεῖ κι ἔτσι: 

Λέμε δύναμη σηµείου Μ ὡς πρὸς Χύκλο Ο τὸ τετράγωνο τοῦ 
ἐφαπτομένου τμήματος (ΜΕ)», ὅπου Ἑ τὸ σημεῖο τῆς ἐπαφῆς. 

Αν δεωρήσουµε τὸ ὀρῇ0. τογ. ΜΕΟ, βλέπουμε μὲ τὴ βοήθεια τοῦ 
θεωρήματος τοῦ Πυδαγόρα, ὅτι ἡ δύναμη αὐτὴ εἶναι ἀκόμα ἴση, μὲ τὴ 
διαφορὰ (ΜΟ)’ -- Ἡ3 (Β ἡ ἀκτίνα τοῦ κύκλου). 


κ 


4 


ΠΠ. ΕΒΕ. Ἡ μέθοδος τῆς τομῆς τῶν Υ. τ. 6ὔ 


΄ 


. Πρόβλημα: «Γράφετε περιφέρεια, ποὺ νὰ περνάει ἀπὸ δυὸ 


σημεῖα Α καὶ Β καὶ νὰ ἐφάπτεται σὲ γνωστὴ εὐθεῖα Χ». 

Θὰἀ προχωρήσουμε ἆνα- 
λντικά, θεωρόντας τὸ πρό- 
βληµα λυμένο (σχ. 46). 

"Ας εἶναι Μ τὸ σημεῖο 
ἐπαφῆς καὶ Ἐ ἢ τομὴ 
τῆς Χ καὶ τῆς ΒΑ. “Ἡ δύ- 
ναµη τοῦ Γ ὡς πρὸς τὴν 
ἄγνωστη περιφέρεια εἶναι : 

ΓΜΑ2 κε ΓΑ: ΓΕ. 

Τὰ τµήµατα ΓΑ καὶ ΓΒ 
εἶναι γνωστὰ --- ἄρα καὶ τὸ ΓΜ κι ἡ θέση τοῦ Μ πάνω στὴ Χ. Δὲ 
µέγει παρὰ νὰ γράψουμε περιφέρεια ἀπὸ τρία γνωστὰ "σημεῖα Μ,Α.Β. 

Κατασκευή. Ἔχουμε µόνο τὰ σημεῖα Α, Β καὶ τὴν εὐθεῖα Χ. Ἡρο-. 
θχτείνουµε τὴν εὐθεῖα ΒΑ µέχρι ποὺ νὰ συναντηθεῖ στὸ Τ μὲ τὴ Χ 
κι ἀπ᾿ τὸ Γ φέρουμε τὴν ἐφαπτομένη ΓΔ σὲ τυχαία περιφέρεια, ποὺ νὰ 
περνάει ἀπ᾿ τὰ Α καὶ Ἡ. Ἐέρουμε τότε ὅτι εἶναι : 

ΓΑ: ΓΕ - ΤΑ" κι ἑπομένως γιὰ νὰ βροῦμε τὸ τρίτο σημεῖο Μ 
τῆς ζητούμενης περιφέρειας, φτάνει νὰ κατακλίνουµε τὸ μῆκος ΓΔ πάνω 
στὴ Χ -- νὰ γράψουμε δηλ. τὸ τόξο (Γ, ΓΔ) ὥσπου νἁἀ συναντήσει τὴ 
Χ. Τώρα δὲν ἔχουμε παρἀ νὰ κατασκευάσουµε τὴν περιφέρεια (Μ, Α, Β). 

Ε]ναι σκόπιμο νὰ δοῦμε αὐτὴ τὴν κατασκευὴ ἀπὸ κοντύτερα: 

1ο. Εἶναι ἀδύνατη ἂν ΑΒ || Χ. Τὴν περίπτωση αὐτὴ πρέπει νὰ τὴν 
λύσουμε ξεχωριστά. 

2ο. Ἐφύσον τὸ Γ ὑπάρχει, δὲν μποροῦμε νὰ φέρουμε τὴν ἐφαπτο- 
µένη ΓΔ πρὸς τὸ βοηδητικὸ κύκλο, ἂν τὸ σημεῖο αὐτὸ βρίσκεται πάντα 
µέσα στὸν κύκλο. Πρέπει λοιπὸν τὰ Α καὶ Ὦ νὰ βρίσκονται πρὸς τὸ 


Σχ. 46 


αὐτὸ µέρος τῆς Χ. 


8ο. Τὸ τμῆμα ΓΔ μπορεῖ νὰ κατακλιθεῖ πάνω στὴ Χ κατὰ ὃνὸ 
ἀντίθετες διευθύνσεις. Γενικἁ λοιπὸν θᾶχουμε δυὸ σημεῖα Μ καὶ }1΄ 
πι ἑπομένως δυὸ λύσεις. 

4ο. Ἡ περιφέρεια (Μ, Α, Β) δὲν ὑπάρχει, ἂν τὰ ὃ σημεῖα βρίσκον- 
ται ἐπ᾽ εὐθείας. Σ αὐτὴ τὴν περίπτωση τὸ Μ ταυτίζεται μὲ τὸ Τ κι 
ἑπομένως ΓΑ’ ΓΕ -- 0, Αὐτὸ σηµαίνει πὼς ἕνα ἀπ᾿ τὰ δοσµένα ση- 
μεῖα ἀνήκει στὴ Χ. Προσδιορίζουµε τὸ ζητούμενο κέντρο σὰν τομῆ 
τῆς καθέτου πρὸς τὴ Χ στὸ δοσμένο σημεῖο καὶ τῆς ἐπιμέσου στὸ 
τμῆμα ΑΒ, 


κ 
ν 


ή Πρόβλημα: «Δίδεται περιφέρεια διαµότρου ΑΒ καὶ μιὰ έφα- 


“ 


πτοµένη της ΑΧ. Ζητεῖται νὰ δρεθεῖ πάνω στὴν περιφέρεια σημεῖο 
ϱ. Ιειμαῖτο - Τ. Βουδούρη Γεωμετρία | 6 


πη Ἡ µεθοδικὴ λήση τοῦ γεωμετριωιοῦ προβλήματος 
Μ τέτοιο, ὥστε τὸ ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεών του ἀπ᾿ τὶς εὐδεῖες 
ΑΒ καὶ ΑΧ νἁ ἰσοῦται μὲ γνωστὸ µῆχος λ». 
Στὸ σχ. 47 πρέπει νάναι: 
(ΜΓ) ἠ- (ΜΔ) -- λ. 

Γιὰ νᾶχουμε γναὶ τὰ δυὸ µήκη πάνω 
σὺ μιὰ εὐθεῖα, ἂς προεκτείνουµε τὸ ΑΓ 
κατὰ (ΓΕ) -Ξ-(ΓΜ). Τότε θάναι 
(ΑΕ) -- λ. Τὸ τρίγωνο ΜΓΕ εἴναι 
ἰσοσκε)ὲ: ὀρθαγώνιο κι ἡ ἄΕ--αάδ., 
Αὐτὺὸ εἶναι ἀρκετὸ γιὰ τὴ λύση κι 
ἑπομένως μποροῦμε νὰ σταματήσουμε 
τὴν ἀνόλυση ἐδῶ. 

Πραγματικά, ἔχοντας τὰ δοσµένα 
µόνο στοιχεῖα, ἀρπχεῖ νὰ πάρουμε 
(ΑΒ) -- λ καὶ νὰ φέρουμε τὴν Ε7 
ὑπὸ γωνία 435 ὡς πρὸς τὴ διάμετρο 
ΑΒ. Ἡ ὑποτείνουσα τοῦ ἰσοσχελοῦς 
ὀρ8. τρΥγ. ΖΑΕ συναντᾶ τὴν περιφέ- 
ρεια στὰ ζητούμενα σημεῖα. 


--- Σκ.42 


Διερεύνηση: Τιὰ νὰ συναντᾶ ἡ 12 τὴν περιφέρεια Ο εἶναι ἆπα- 
ραίτητο ἡ ἀπόστασή της ΟΙ ἀπ᾿ τὸ κέντρο νὰ μὴ ἕετερναει τὴν ἀκτί- 
γα Κ. ᾽Αλλὰ τὰ ερίγωνα ΒΙΟ καὶ ΕΑΖ εἶναι ὅμοια, δηλαδή: 


ο. ο αν. 0Ο λ-κ πο ο 
απ ο ο ση τς ο μον 
Ἡ συνθήκη ὑπάρξεως γράφεται τώρα : 
λ σ. Εξ ν Ξ πρστα 
τσι ρα εἴτετέος: λκςξΕ--ακ ντ. 


Ἂν ἐπὶ πλέον παρατηρήσουμε πὠὼς η ΕὔΖ ὀφείλει νὰ συναντᾶ τὴν 
περιφέρεια ἀνάμεσα στὰ Ἑ καὶ Ζ κι χι στὶς προεκτάσεις της, µπο- 
ροῦμε νὰ διατυπώσουµε τὸ ἑξῆς πρόσῦετο συμπέρασμα : 

Ἂν λ 2 2ΧΕ δυὸ λύσεις. 

Ἂν λ«2Ε πάντα μιὰ λύση, ἀφοῦ τὸ δεύτερο σημεῖο τομῆς 
Βρίσχεται στὴν προέκταση τοῦ 2Η, κάτω ἀπ᾿ τὴν ΛΒ. Γιὰ τὸ ση- 
μεῖα αὐτὸ εἶναι : ΜΔ΄ - Μ'Γ΄Ξ- ΑΓ΄- ΤΕΞΞλ (σχεδιάστε τ᾽ 
ἀντίστοιχο σχῆμα). 


ε.α 
Σ κ 
Θεώρημα: «Τὸ γινόμενο δύο πλευρῶν τριγώνου ἰσοῦται μὲ τὴ διά- 


μετρο τοῦ περιγεγραμμένοῦ κύκλου ἐπὶ τὸ ὕψος τ᾽ ἀντίστοιχο πρὸς 
τὴν τρίτη πλευρά». 


Ἡ. ὮἙ. "Ἡ μέθοδος τῆς τομῆς τῶν γ. τ. 0ἵ 


Ν1’ ἄλλα λόγια : ρ.ο 2Ε- Ἶα (9) 

Εἶναι ἁπλό, ἂν παρατηρήσετε τὴν ὁμοιότητα τῶν ὀρῦ. τργ. ΑΒΔ 
καὶ ΑΕΓ. "Π ὁμοιότητα ὀφείλέται στὶς ἴσες ὀξεῖες γωνίες ΒΔΑ γμαὶ 
ΕΓΑ (βλέπουν στὸ ἴδιο τόξο) καὶ δίνει : Α 

ΑΒ ΑΔ | 


στα στα υτα εἴει ΑΒ:ΔΓ -- ΔΔ. ΑΕ., 


δηλαδη τὸ ἀποδεικτέο. 


[ά ο) ι 3 4 . Δ ” 
Τὸ Ὀδεώρημα αὐτὸ καὶ τὰ παρακάτω 


͵ ς ο η ’ . 1 ( 
πορίσµατά του δὰ τὰ Χχρησιµοπου]σουμε ϐ 
συχνά. 
Η τι . Α. ο) [ιν] 
Πορίσµατα : Ἰὁ γινόμενο τῶν τριῶν πλευ- Σχ.ά8 


ρῶν τριγώνου ἰσοῦται μὲ τὸ Δπλάσι τοῦ ἐμδαδοῖ ἐπὶ την ἀγτίνα τοῦ πε- 
ριγεγραμµένηυ κύλλου». 


Αὐτὸ μὲ τὰ καθιερωμένα σύμβολα γράφεται: αὓς Ξ 48. 

Γιὰ τὴν ἀπόδειξη δὲν ἔχουμε παρὰ νὰ πολλαπλασιάσουµε τὴν 
σχέση (.) ἐπὶ α. 

Απ αὐτὴ τὴν καινούργια ἰσότητα βγάζουμε τοὺς παρακάτω χρή- 
σιµουὺς τύπους γιὰ τὴν ἀχτίνα καὶ τὸ ἐμβαδό : 


Ρ : Ῥοὸ 
Εμ --- «τος και Ελ ο τς 


48 4Ε 


πλευρὰ ΒΓ --- α, ἡ ἀπέναντι γωνία Α καὶ τὸ γινόμενο ΑΒ.ΑΓ -- 5». 


”Λς τοποθετήσουµε τὸ τμῆμα ΒΓ 
χι ἂς γράψουμε πάνω.σ᾽ αὐτὸ τόξο, ποὺ 
νὰ δέχεται τὴ δοσµένη: γωγία Α. (σχ. 49). 
Γιὰ ὁποιαδήποτε θέαάη τῆς κορυφῆς Α 
καὶ σύµφωνα μὲ τὸ προηγούμενο δεώ- 
0ϱηµα, θἄχουμε : 

ΑΒ'.ΑΓ--2εκ:-ΑΗΠ εἴτει 
) --2Ε: ΑΠ καὶ 
13 
ΛΗΙ) -- -ᾱ--- 
αν Εξ 
Σκ «9 


Τὸ μῆκος ΑΗ εἶναι Λοιπὸὺὸν μιά 
τετάρτη ἀνάλογος κιἩ κατασκευή του εἶναι συνηθισμένη. ρα ἡ 
ἄγνωστη κορυφἡ Α βρίσκεται στὴν τομὴ τοῦ "παραπάνω τόξου καὶ 
τῆς εὐθείας κ, ποὺ ἀπέχει ἀπ' τὴ ΒΓ τὴν ἀπόσταση ΑΗ. 

Διερεύνηση: Ας φέρουμε τὴ διάµετρο Ε7ΖΙ ΒΓ. Τιὰ νὰ συ- 
ναντῶ ἡ Χ τὸ τόξο ΒΗ1 πρέπει καὶ ἀρχεῖ : 


08 Ἡ μεθοδικἠ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήματος 


ΛΗ « ΔΕ εἵτε : 


12 


ΡΕ 


«ΔΕ εἴτε: κ « 2Ε:ΔΕ. 


᾽Αλλά κατὰ τὸ Πυθαγόρειο θεώρημα : 
ΕΓ2Ξ ΕΖ’ ΕΔΞ- 2ς«:ΔΕ 
κι ἑπομένως ἡ συνθήκη γράφεται τελικἀ : κ. « ΕΓ3, 
“Ἡ γραφὴ αὐτὴ μᾶς ἐπιτρέπει ἐξ ἄλλου νὰ διακρίνουµε ὅτι πάνω 
στὸ τόξο ΒΕΓ τὸ σημεῖο Ἐ εἶναι ἐκεῖνο γιὰ τὸ ὁποῖο τὸ γινόμενο τῶν 
(ορδῶν ΕΓ ' ΕΒ γίνεται μέγιστο. 


ἡ ἀπέναντι γωνία Α πι ἡ διχοτόµος ΑΔ κά. Νὰ χατασχευασθεῖ 


κ Πρόβλημα: «ἙΕνὸς τριγώγου δίδονται μιὰ πλευρά του Βζ--α, 


/ 


τὸ τρίγωνο». 


Σκ.ὅσ 


ύχλο (Α, Δ, Ε, Ζ) ἔχουμε;: 


᾿Ασφαλῶς δὰ τοποθετήσουμε πρῶτα 
τὸ μῆκος ΒΓ (σχ. ὔθ0) καὶ δὰ γράψουμε 
πάνω σ᾿ αὐτὸ τόξο μὲ τὴ γωνία Α. Θὰ 
θυμηθοῦμε ἐπίσης ὅτι ἡ διχοτόµος ΑΔ 
περνάει πάντα ἂἀπ' τὸ µέσο τοῦ ἁπέ- 
ναντι τόξου ΒΓ τῆς περιγεγραμµένης 
περιφέρειας, ποὺ τὴν ἔχουμε κι ὅλας 
κατασκευασμένη. ᾿Αν τώρα φέρουμε τὴ 
διάµετρο 17 καὶ κατόπι τὴν ΑΖ, σχη- 
µατίζεται τὸ ἐγγράψιμο τετράπλευρο 
ΑΔΕΖ-- ἀφοῦ οἱ γωνίες του ΖΑΔ καὶ 
ΖΕΔ εἶναι ὀρθδές. Θεωρόντας τὴ 
δύναµη τοῦ σηµείου 1 ὡς πρὸς τὸν 


ΙΑ: ΙΔΞΞ ΙΕ: ΔΖ. 
᾽Αλλ’ ἀπ᾿ τὸ σχῆμα µας εἶναι φανερὸ ὅτι: ΙΑ -- ΙΔ -- ἀ. 
«Ὁ γινόμενο κι ᾗ διαφορἀ τῶν μηκῶν ΙΑ καὶ ΙΔ μᾶς εἶναι λοιπὸν 
᾿ωστά---ἄρα ιιποροῦμε νὰ τὰ κατασκευάσουµε. Γιὰ τὴν ἐκτέλεση τῆς 
ατασκενῆς ἂς παρατηρήσουμε ὅτι λόγω τοῦ σχήματος εἶναι : 


13-18" 17. Οἱ σχέσεις γράφονται τώρα: 
ΙΑ :ΙΔδ -- ΙΓ32 (ω 
ΙΑ -- ΙΔ -- ἆ . 


Κάνουμε ξεχωριστὰ τὴν κλασική κατασκευή : 

Παίρνουμε μῆκος ΑΔ Ξ- ἆ καὶ στὸ ἄκρο Δ ὑψώνουμε τὸ κάδετο 
ιημα ΔΗ ΞΞ ΙΓ. Γράφουµε ἔπειτα περιφέρεια μὲ διάµετρο ΑΔ κι 
τ᾽ τὸ Ἡ φέρουμε τὴ διάµετρο ΗΜΝ (Μ, Ν τὰ σημεῖα τομῆς μὲ τὴν 
εριφέρεια). Εὔκολα ἀποδείχνουμε ὅτι τὰ Σητούµενα τµήµατα εἶναι τὰ 


ἑΜ καὶ ΗΝ. 


Ἡ τέτοια κατασκευῆ τῶν ΙΑ καὶ ΙΔ εἶναι πάντοτε δυνατή, ἀλλ 


Π. Β. Ἡ µένδοδος τῆς τοµῆς τῶν Υγ. τ. 08 
ἐδῶ ἡ περιφέρεια (1, ΙΔ) πρέπει ἐπὶ πλέον νὰ κόβει τὴ χορδή ΒΓ. Πρέ- 
πει δηλαδὴ νᾶχουμε : 

Εκ ]δλς]Ι (β) 


᾽Απ' τὸ δευτεροβάῦµιο σύστημα (α) βρίσκουμε : 


ἀ ; 
1Δ-- Ἰ - ΙΓ" -- η κι ἢ δεύτερη ἀπ᾿ τὶς συνθῆχες (β) γράφεται : 


ε] ἆ 
| μα -- «ΙΓ εἴτε: ᾱ- ΕΙἶρλ « τος 


ϱ 


Αὐτὸ ἀληθεύει πάντα. Μένει λοιπὸν ἡ πρώτη συνθήκη : 
μα ο ο το ἆ ο] πα πρι 
πορα / ἀἳ ήν --- εἴτει πν «| ων 
4 9 9 4 
Καδὼς καὶ τὰ δυὸ µέλη αὐτῆς τῆς ἀνισότητάς εἶναι θετικά, µπο- 
οοῦμε νὰ τὴν ὑψώσουμε στὸ τετράγωνο : 
191 -ά ΤΙ ΙΓ Ἅἡεἶἴε: ΙΡ -ά  ἵσςϱ ΙΕ5: 12 
εἴτε τέλος : ἀς 17 -- 18 ἀπ᾿ ὅπου: ἆ « Ε7. 
Αὐτὴ εἶναι ἡ µοναδικἡ συνδήκη γιὰ νᾶναι τὸ πρόβλημα δυνατὸ 
(νάχει λύσι). 


κ 
3’ Ἑ 


Ριζικὸς ἄξονας- οιζικὸ κέντρο: «ὉΏ τόπος 
τῶν σημείων ἀπ) τὰ ὁποῖα οἱ ἑφαπτόμενες πρὸς δυὸ περιφέρειες 
ὄχουν ἴσα µήχη, εἶναι εὐθεῖα πάθετος πρὸς τὴ διάκεντρο». 

Αν τὸ σημεῖο Μ τοῦ σχ. ὔ1 
εἶναι σημεῖο τοῦ τόπου, ϱθἆᾱ- 
χουμε γιὰ τὶς ἐφαπτόμενες: 

(ΜΑ) -- (ΜΒ). 
᾽Αλλ' ἀπ' τὰ ὀρῦ. τργ.... 

ΜΑ] -ΜΚ7-- ΚΑ2 καὶ 
ΜΒΛΞ.ΜΛ2-- ΛΒ 2: 
"Αρα, ἂν Ἐ καὶ ϱ οἱ ἀντίστοιχες 

ἀκτῖνες : 
ΜΚ'- ΕΣΞΜΛΙ -ρ εἴτε: ' 

ΜΚκὸ2- ΜΛλΣςκ7--ρ). Σχ. 2ἱ' 

Τί σηµαίνει αὐτό; Σημαίνει ὅτι τὸ Μ ἀνήκεν στὸν τόπο τῶν ση- 
μειων, ποὺ τὰ τετράγωνα τῶν ἀποστάσεών τους ἀπ' τὰ γνωστὰ ση- 
μεῖα Κ καὶ  ἔχουν διαφορἀ σταθερή. Ἐέρουμε λοιπὸν (Κεφάλαιο Ἱ. Β) 
ὅτι ὁ ζητούμεγος τόπος εἶναι εὐθεῖα { ΚΛ στὸ σημεῖο Π, ὅπον 


ΧΠ -- ν΄ καὶ Ν τὸ μέσο τοῦ ΙΛ. Αὐτὴ τὴν κάθετο τὴν 
ὀνομάζουμε ριζικὸ ἄξονα τῶν δυὸ περιφερειῶν. 


Ὅταν οἱ δυὸ περιφέρειες τέμνονται, μποροῦμε ν᾿ ἀποδείξουμε 
μ᾿ εὐκολία -- παρατηρόντας τὴν καθετότητα τῆς κοινῆς χορδῆς πρὸς τὴ 
διάκεντρο --- ὅτι ὁ ριζικὸς ἄξονας εἶναι αὐτὴ ἡἢ ἴδια ἢ κοιν χορδή 
(ἀποδεῖξτε το γιά ἐξάσκηση). Στὴ περίπτωση τῆς ἐπαφῆς οιζικὸς ἄξογας 
εἶναι ἡ κοινἠ ἐφσπτομένη. 


Αν ὄχουμε τώρα τρεῖς περιφέρειες καὶ πάρουµε τοὺς ριζικούς 
τους ἄξογνες ἀνά δυό, θὰ κατασκευάσουµε τρεῖς εὐθεῖες μ’ ἕνα σημεῖο. 
τους κοινό. Αὐτὸὺ τὸ κοινὸ σημεῖο ΕΒ, ποὺ τὸ ὀνομάζουμε οιζικὸ κέντρο 
τῶν τριῶν περιφερειῶν, ἔχει τὴν ἱδιότητα νᾶχει ἴσες δυνάµεις κι ὡς 
πρὸς τὶς τρεῖς περιφέρειες. 


“Η ἀπόδειξη γιὰ τὴν ὕπαρξη τῆς κοινῆς τομῆς Ῥ εἶναι συνηὃι- 
σµένη: "Ας εἶναι Ῥ τὸ σημεῖο τομῆς τῶν δυὸ ἀπ᾿ τοὺς ριζικοὺς ἄξονες, 
τῶν αι καὶ αγ. ᾿Ακόμα ἂς εἶναι εξερ καὶ ε/Ξει οἱ ἴσες ἐφαπτό- 
µενες ἀπ᾿ τὸ Ρ πρὸς τὰ ζεύγη τῶν περιφερειῶν (Λ, Ο) καὶ (1, 0). Θὰ 
εἶναι τότε προφανῶς καὶ ει,Ξ-ει δηλαδὴ τὸ ΡῬ ἀνήκει σύγχρονα καὶ 
στὸ ριζικὸ ἄξονα τοῦ ζεύγους (ΚΕ, Α), εἴτε μ) ἄλλα λόγια, ὁ ριζικὸς ἄξο: 
νας καὶ τοῦ τρίτου ζεύγους τῶν περιφερειῶν περνάει ἀπ᾿ τὸ Ρ. 


ὍὉ ὁρισμὸς γιὰ τὸ ριζικὸ κέντρο, μπορεῖ νὰ πάρει καὶ μιὰ ἄλλη 
πολὺ χρήσιμη γιὰ τὶς ἀσκήσεις διατύπωση : 


«δίδεται περιφέρεια Γ΄ καὶ δυὸ σημµεῖα Τ καὶ Δ. Ὅλες οἱ κοινὲς χορδὲς 
τῆς Μ καὶ τῶν περιφερειῶν, ποὺ περνοῦν ἀπ᾿ τὰ Γ καὶ Δ, ὄχουν ποινὸ ἕνα 
σημεῖο Ρ πάνω στὴν εὐθεῖα ΓΔ». 


Πάρτε πραγματικὰ τὴν Κ καὶ δυὸ τνχαῖες περιφέρειες ἀπ᾿ τὰ Γ 
καὶ Δ. Οἱ τρεῖς κοινὲς χορδὲς δὰ συναντοῦνται φυσικἀ στὸ ριζικὸ κέντρο 
Ῥ. ᾽Αλλὰ καὶ κόδε ἄλλη τέταρτη περιφέρεια μο-ὺ μὲ τὴν ΚΚ καὶ 
μιά ἀπ᾿ τὶς δυὸ τυχαῖες, σχηματίζουν τριάδα μὲ ϱιζ κὀ κέντρο πάλι τὸ Ρ. 

Τέλος ἂς παρατηρήσουμε καὶ τοῦτο σχετικἁ «ἐ τὴν κατασκευὴ στὶς 
ἐφαρμογὲς τοῦ ριζικοῦ ἄξονα δυὸ μὴ τεµνοµένων -εριφερειῶν ΚΚ καὶ Δ. 
Φτάνει νὰ γράψουμε τυχαία τρίτη περιφέρεια Ο, 7 οὺ νὰ κόβει καὶ τὶς 
δυὸ πρῶτες. Ἡ τομὴ Ρ τῶν κοινῶν χορδῶν καθορίζει τὸ ριζικὸ κέντρο΄ 
καὶ ἀπ᾿ αὐτὸ φέρουμε τὴν κάθετο πρὸς τὴ διάκεντρο ΚΛ. 


Πρόβλημα: κ«Νὰ γραφεῖ περιφέρεια σὲ τρὀπο, ποὺ τὰ ἐφα- 
πτόµενα τμήματα πρὸς αὑὗτὴ ἀπὸ τρἰα δοσµένα σηµεῖα Α, Β, Γ 
γᾶχουνε γνωστά μήχη α, Ὁ, ο». 


Πρόκειται γιὰ μιὰ ἐφαρμογὴ στὴ θεωρία τοῦ ριζικοῦ κέντρου. Μὲ 


Π. Β. Ἡ μέθοδος τῆς τομῆς τῶν γ. τ. [ει 


Κέντρα τὰ σημεῖα Α, Β, Ὁ κι ἀντίστοιχες ἀκτῖνες α͵ Ὁ, ς ἂς γράψουμε 
περιφέρειες. Αὐτὲς θὰ κόβουν ὀρθογώνια τὴ ζητούμε-η περιφέρεια, 
ἐπειδή, ὅπως στὸ σχ. ὅδ, οἱ ἀκτῖ- ..--. 


- 


γες π. χ. ΑΑ΄ καὶ ΟΑ’ δθᾷναι 
κάδετες,. , 

᾽Αλλ’ εἶναι 0Α’-- 08’ -- ΟΙ’, 
δηλ. τὸ ἄγνωστο κέντρο Ο ἔχει 
ἴσες δυνάµεις ὡς πρὸς τὶς περι- 
φέρειες Α, Β, Γ: εἶναι τὸ ριζικὸ 
κέντρο τους. ᾿Απὸ κεῖ καὶ πέρα 
ἡ κατασκευὴ γίνεται φανερή. 

Τὸ κέντρο αὐτὸ ὑπάρχει πάν- 
τα, ἐφόσον τὰ Α, Β, Γ δὲν βρί- 
σκονται ἐπ᾿ εὐθείας, ὠστόσο τὸ 
πρόβλημα ἔχει λύση µόνο ὅτιιν 
τὸ Ο βρίσχεται ἔξω κι ἀπ᾿ τοὺς 
τρεῖς κύκλους. ᾽Αλλοιῶς μιὰ ἢ περισσότερες ἂἀπ᾿ τὶς ἐφαπτόμενες δὲν 
θὰ μποροῦσαν νὰ γραφοῦν. 


Σκ. ὅ2 


ὃ Κ 

Τὸ θεώρημα τοῦ δίονατάὰ: «Τι τὴν τυχαία 
τέµνουσα ΑΔ τριγώνου ΑΒΓ (τὸ Δ ἐπὶ τῆς ΒΓ) ἰσχύει ἡ σχέση : 
ΑΒ: : ΔΡ --- ΑΓ2: ΒΑ -- ΑΔ: : ΒΓΡ -Ι- ΒΓ: ΒΔ: ΔΡ, 
εἴτε μὲ λόγια : τὸ ἄθροισμα τῶν Ὑινοµένων τῶν τετραγώνων τῶν 
δὺο πλευρῶν τριγώνου ἐπὶ τ’ ἀπάναντι τμήματα τῆς θάσης, ἰσοῦται 
μὲ τὸ τετράγωνο τῆς τάµγουσας ἐπὶ τὴ δάση σὺν τὸ ἸὙινόμενο τῆς 
δάσης ἐπὶ τὰ δύο τμήματα στὰ ὁποῖα αὑτὴ χωρίζεται ἀπ᾿ τὸ ση- 


μεῖο τομῆς». 
Σύμφωνα μὲ τὸ γεγικευµένο θεώρημα τοῦ 


4 
Πυθαγόρα εἶναι γιὰ τὸ τργ. ΑΒΑ (σχ. 69) : 
ΑΒ) -- ΑΔ: --- ΒΔ 4-2: ΒΔ:ΔΠ (4) 
ὅπου ΑΠ τὸ ὕψος τοῦ τριγώνου. 
Παρόμοια γιὰ τὸ τργ. ΑΓΔ: 
ΑΓ: -- ΑΔ: ΔΙ: -9ΔΓ-ΔΠ. κ) 
8 4 ΄ 


Ας πολλαπλασιάσουµε τὴν ἰσότητα (1) ἐπὶ 
κ. 55 ΔΡ, τὴ (9) ἐπὶ ΒΔ κι ἂς προσθέσουµε : 
ΑΒ» ' ΔΓ -|- ΑΓ”: ΒΔ -- ΑΔ; :(ΔΓ ἠ- ΒΔ) --- ΒΔ: ΔΓ.(ΒΔ -ΓΔΓΞ- 
-- ΑΔ» :ΒΓ -|- ΒΔ: ΔΓ -ἘΓ. 
Ἡ σημασία τοῦ θεωρήματος βρίσκεται στὸ γεγονὸς ὅτι μποροῦμε 
μὲ τὴ βοήθειά του νὰ ὑπολογίζουμε τὸ μῆκος μιᾶς τέµνουσας συναρτήσει 
τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου. 


τὸ Ἡ µαθοδικη λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήματος 


΄ πρό βλημα: «Νὰ 6ρῆτε στὸ ἐπίπεδο τοῦ τργ. ΑΒΓ τὸ σημεῖο 
ἐκαῖνο, ποὺ τὸ ἄθδροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσεών του 
ἐπ) τὶς τρεῖς κορυφὲς τοῦ τργ. νάναι ἁἀλάχιστο». 


Θὰ πάρουµε ἀρχικὰ τὸ τυχαῖο ση- 
μεῖο Ο (σχ. 64) καὶ θὰ μελετήσουμε τὴ 
µεταβολἡ τοῦ ἀθροίσματος : 


ο Ξ ΟΑ’ Η- 08” 4-05». 


Ας εἶναι ΑΔ Ξ-- πι ἣἡ διάµεσος τοῦ 
τοιγώνού, 1 τὸ κέντρο βάρους του καὶ 
Β/ -α. Θἄχουμ σύμφωνα μὲ τὸ 
ο. δεώρηµα τῆς διαμέσου ἀπ᾿ τὸ τργ. ΒΟΓ: 


9 
8--0Α:Γ20Δ5»--ς ϐᾧ 


Ας «φέρουμε τὴν ΟΙ κι ἄς ἐφαρμόσουμε τὸ θεώρημα τοῦ 
Βιαννατά στὸ τργ. ΑΟΛ μὲ τέµνουσα τὴν ΟΙ: 
ΟΔ:” ΑΙ -Ι- ΟΑ: ΙΔ -- ΟΙ2:ΑΑ-Γ- ΑΔ’ ΙΑ ΙΔ εἴτε: 
1 


οδ”--ᾱ- τα ΟΛ". -π- αωτς ΟΙ3 ται “αν -ᾱ- σι ᾖ- πι εἴτε τέλος : 


4 
ΦΟΔ” 4. 0Α3-- 801: 4 ση 


Ἡ σχέση (.«) γράφεται τώρα: 
9 τι 8 3 
ας ΟΤΑ. ο ος 
9 -- δ.ΟΙ” -- 8 --- 5 


Ἐ[ναι φανερό, καθὼς ὅλοι οἱ ὅροι τοῦ ἀθροίσματος εἶναι θετικοί, ὅτι 
τὸ ἐλάχιστο τοῦ 8 ἀντιστοιχεῖ στὴν περίπτωση, ὅπου τὸ μοναδικὸ µετα- 
βλητὸ μέγεθος ΟΙ μηδενίζεται. Τότε τὸ Ο ταυτίζεται μὲ τὸ Ι καὶ τὸ 
ζητούμενο σημεῖο εἶναι αὐτὸ τὸ κ. β. τοῦ τριγώνου. 


Πρόβλημα: «Νὰ ιγράψετε περιφέρεια, ποὺ νὰ περνάει ἀπὸ δυὸ 
δοσµένα σημεῖα Α χαὶ Β καὶ νὰ ἐφάπτεται σὲ γνωστὴ περιφέρεια 0». 

Θἀὰ προχωρήσουμε ἀναλυτικά. 
"Ας εἶναι Ο΄ ἡ ζητούμενη περιφέ- 
θεια κι ἂς γράψουμε ὁποιαδήποτε 
περιφέρεια ] ἀπ τὰ ΑΛ καὶ Β μὲ 
µόνη ἀπαίτηση νὰ κόβει τὴν Ο. Τὸ 
σημεῖο Σ στὸ σχ. ῦδ εἶναι τὸ ριζικύ 
κέντρο τῶν περιφερειῶν Ο, Ο΄ καὶ Ι. 
Οἱ κοιγὲς χορδὲς ΑΒ καὶ ΓΔ εἶναι 
οιζικοὶ ἄξονες καὶ μποροῦν στὴ τοµή 
τους νὰ προσδιορίσουν τὸ Σ, χωρὶς 
νὰ ὑποδέσουμε τὸ πρύβλημα Άυ- 


Π. Ἑ. Ἡ μέθοδος τῆς τομῆς τῶν γ. τ. τ8 


µένο. Ὁ τρίτος ριζικὸς ἄξονας εἶναι ἣ κοινἠ ἐφαπτομένη τῶν Ο καὶ Ο΄ καὶ 
τὸ σημεῖο ἐπαφῆς Μ μπορεῖ νὰ καθορισθεῖ ἂν ἀπ᾿ τὸ γνωστὸ σημεῖο Σ 
φέρουμε τὴν ἐφαπτομένη πρὸς τὴν Ο. Δὲ δὰ µέγνει τότε παρὰ νὰ γράψουμε 
περιφέρεια ἀπ᾿ τὰ τρία σημεῖα Α,Β,Μ. (Εἶναι φανερὸ πὼς ὅ ἐρέυνητικὸς 
θόλος τῆς ἀνάλυσης τέλειωσε κι ὅλας ἀπ τὴ στιγμὴ ποὺ εἴδαμε ὅτι τὸ 
ϱ.κ. Σ μπορεῖ νὰ κατασχευασθεῖ ἀπ᾿ εὐθείας ἀπ᾿ τὰ δοσµένα στοιχεῖα). 

Διερέύνηση : Ίο Τὸ Σ ὑπάρχει, ὅταν οἳ εὐθεῖες ΑΒ καὶ ΓΔ δὲν 
εἶναι παράλληλες. Γιὰ νᾶναι παράλληλες πρέπει ἢ ἐπίμεσος στὸ τμῆμα 
ΑΒ νὰ περνάει ἀπ τὸ ΟΌ, ὅπότε τὸ Μ βρίσκεται στὴν τομὴ τῆς ἐπιμέσου 
αὐτῆς καὶ τῆς δοσµένης περιφέρειας (δυὸ λύσεις). 

2ο Μποροῦμε νὰ φέρουμε τὴν ἐφαπτομένη ΣλΜ μονάχα ὅταν τὸ Σ 
εἶναι ἔξω ἀπ᾿ τὸν κύκλο Ο. Πότε συμβαίνει αὐτό; Προφανῶς ὅταν τὰ 
Α καὶ Β βρίσκονται καὶ τὰ δυὸ ἢ µέσα ἢ ἔξω ἀπ᾿ τὴ δοσµένη περιφέρεια. 

ῦο Ὅταν τὸ Σ εἶναι ἔξω ἀπ’ τὴν Ο, εἶναι δυνατὸ νὰ γράψουμε δυὸ 
ἐφαπτόμεγνες πρὸς αὐτὴ -- ΣΜ καὶ ΣΙ’. Ὑπάρχουν δηλ. δυὸ λύσεις. 

Εἰδικὲς περιπτώσεις: ἰο Τὸ Σ πέφτει πάνω στὴν Ὁ. θάναι τότε 
ΣΜ --0 εἴτει: ΣΑ. ΣΒ 0, συνθήχη ποὺ μαρτυρεῖ ὅτι ἕνα ἀπ᾿ 
τὰ σημεῖα Α καὶ Β ἔχει δοδεῖ πάνω στὴν Ό. Μιὰ λύση. 

20 Στὴ γενική περίπτωση, ἡ μιὰ λύση γίνεται ἀδύνατη ὅταν τὰ 
Α, Β, Μ βρεδοῦν ἐπ᾽ εὐδείας -- ὅταν δηλ. ἢἡ εὐθεῖα ΑΒ ἐφάπτεται ἐξ 
ἀρχῆς στὴν Ο. 

8ο Ἡ περίπτωση ΑΒ || ΓΔ ἐξετάστηκε (διερ. 19). 


Πρόβλημα: «Νὰ κπατασχευάσθτε Υαωμετρικὰ δυὸὀ εὐφύγραμμα 
τμήματα χ καὶ Υ σὲ τρόπο, ποὺ νἆναι : 
χ1-Υγὸ-- α3 καὶ κΥ-- ὑ (8 καὶ Ὁ γνωστά µήκτ)». 
Ἡ πρώτη σχέση δηλώνει ὅτι μποροῦμε 
νὰ θεωρήσουμε τὰ χ καὶ Υ σὰν κάθετες πλεν- 
οὲς ὀρθογωνίου τριγώνου μὲ ὑποτείνουσα α. 
Ἔξ ἄλλου εἶναι γνωστὸ ὅτι στὰ ὀρῦ. τργ. τὸ 
γινόμενο τῶν καθέτων πλευρῶν ἰσοῦται μὲ 
την ὑποτείνουσα ἐπὶ τ’. ἀντίστιιχο ὕψος. 
Μ᾽ ἄλλα λόγια, ἂν Ἡἃ τὸ ὕψος αὐτό : 


Σχ.356 


αἳ Ξ- ϱ3 καὶ τὸ Ἡ μπορεῖ νά κατασκευασθεῖ σὰν μιὰ τετάρτη 
ἀνάλογος" Απ᾿ τὸ ὁρ6. τογ., ποὺ πρέπει νὰ κατασκευάσουµε, ξέρουμε πιὰ 
τὴν ὑποτείνουσα καὶ τὸ ὄψος. 
Ἡ κατασχευὴἠ εἶναι δυνατή, ὅταν : 
8 τα θ ὦν ὃν : ο... : . 
ας Ὁ  εἴτει ο ἅ πο εἴτεια 3 υὸ εἴτ τέλος: α 2 Ρ]τ. 
Ἡ τελευταία σχέση συνδέει--ὅπως πρέπει νὰ τὸ ἐπιδιώχουμε πάντα- ἀπ 
εὐθείας τὰ δοσμένα στοιχεῖα. 


υ 
κ 


τ4 Ἡ μµενοδική λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προξλήματος 


Πρόβλημα: «Νὰ κατασκευάσετε δυὸ τμήματα κ γαὶ νΝ, καθο- 
ριζόµενα ἀπ᾿ τὶς σχέσεις : 
ΑΧ υγ κ” καὶ χΥ 5 τι» (ΚΚ καὶ 1 γνωστὰ μήνη)». 
Ἡ δεύτερη σχέση μπορεῖ νὰ γραφεῖ: ακ ' Ὀὗ - αὐπῃ ”. 
Θέτουμε: να, τετ ο Ἔ σαν 
Εἶναι φανερὸ ὅτι φτάνει νὰ κατασκευάσουµε τὰ 7 καὶ ἴ, ὑπότε 
τὰ κ καὶ Υ κατασκενάζονται μὲ μιὰ κατασκευῆ τετάρτης ἀναωλόγου. 


Ἔχουμε : 
σ3-- {3 --- Ιλ 
ο --ν κια, 


Μᾶς χρειάζεται η µέση ἀνάλογος τῶν ο καὶ 11. "Ας εἶναι αὐτὴ η: 
7 3 --- ε2 --- 12 


σι Ξ- π2 


Τὰ 7 καὶ ἵ κατασκευάζονται ὅπως στὸ προηγούμενο πρόβλημα. 


Προβλήματα 


ν 117.- -Σὲ κάθε ἐγγράψιμο τετράπλευρο ΑΒΓΑ, ὁ λόγος τῶν διαγωνίων του 
ἰσοῦται μὲ τὸ λόγο τῶν ἀ9ροισμάτων τῶν µΥινοµένων τῶν πλευ- 
ρῶν του, ποὺ συντῥέχουν στὰ ἄκρα καθεμιᾶς διαγωνίου : 

ΑΓ ο ΑΒ: ΑΔ.ΓΓΕΒ: ΓΑ ο... Ι. ολη. 5) 
ΒΔ ΒΑ: ΒΓ-|-δΑ:ΔΓ 


, 1ἱ8.--- Ας εἶναι ΔΕ καὶ ΑΔ δυὸ ἰσογώνικς αὐθεῖες τῆς γωνίας Α τργ. ΑΒΓ 

(αὐτὸ θὰ πῆ ὅτι οἱ δυὀ αὗτὲς εὐθεῖες σχηματίζουν μὲ τὶς πλευρὲς 

τῆς Α ἴσες γωνίες). Τὰ Δ καὶ ΕἙ ἂς εἶναι οἳ τομὲς μὲ τὴ θάση χι 

ἃς ὀνομάσουμα Μ τὸ σημείο τομῆς τῆς ΛΔ καὶ τῆς περιγεγραμµένης 

περιφέρειας. ᾿᾽Αποδείξτε ὅτι εἶναι τότε: ὉςΞξ- ΑΒ. ΑΜ {Ό,ο 

/ πλευρὲς τοῦ τριγώνου). 

119. Νὰ θρῆτε σημεῖο, ἀπ᾿ τὸ ὁποῖο τρεῖς δοσµένοι πύχλοι νὰ «φαίνονται 

ὑπὸ τὴν ἴδια γωνία. 

τ. 120.- Όταν δοθοῦν τέσσερα σημεῖα Α, Β, Τ, Δ μιᾶς εὐθείας, νὰ βρθῆ 
πέμπτο σημεῖο Μ, γιὰ τὸ ὁποῖο : 


[ « ΑΝΜΗ -- «ἵ ΒΜΓ -- «ἵ τµα. 4 
121.---Νὰἁ κατασχαυάσετε τργ. ΑΒΓ, ὅταν γνωρίζετε τὸ ὕψες ΔΗ -- Ἡ, τὴ 
ΑΒ µ, 


διάόµεσο ΑἩ -- πι καὶ τὸ λόγο πο 


ΗΠ. Β. ἩΗ μέθοδος τῆς τοµμῆς τῶν γ. τ. το 


ν Ι22.-- Τοποθετοῦμε δυὸὀ μπίλλιες ἑνὸς κυκλικοῦ µμπιλλιάρδου πάνω σὲ µμιὰ 
διάμετρο αὐτοῦ. Κατὰ ποιὰ διεύθυνση πρέπει νὰ Χτυπήσουµε τὴ 
μιὰ γιὰ νὰ συναντήσει την ἄλλη ὕστερα ἀπὸ ἀνάκλαση; 

/ 123. --Δίδεται περιφἑρεία κι εὐθεῖα Χ. Νὰ Ύραφεῖ χορδὴ ΑΒ μὲ τὸ μέσο 
της ἐπὶ τῆς Χ καὶ σὲ τρόπο, ποὺ νὰ φαίνεται ἀπ᾿ τὸ δοσμένο ση- 
μεῖο Ῥ ὑπὸ ὀρθὴ γωνία. 

124. -- ὰ κατασχευάσετε πάνω σὲ δυὸ εὐβύγραμμα τμήματα, γνωστὰ χατὰ 
θέση παὶ μέγεθος, δυὸ ὅμοια τρίγωνα μὲ βάσεις τὰ τμήματα αὐτὰ 
καὶ κοινἠ τὴν ἀπέναντι κορυφή τους. 

125. -Νὰ θρῆτε σημεῖὀ τάτοιο, ὥστε οἱ ἀποστάσεις του ἀἁπ᾿ τὶς κορυφὲς Ἠ 
τὶς πλευρὲς ἑνὸς τριγώνου νάναι ἀνάλοχες πρὸς τὰ γνωστά 
μήκη Ἱς τα, Ἡ. 

 |26.- Κὰ διαιρεθεῖ ἕνα τμῆμα ἹΚ σὲ δυὸ µέρη Χ καὶ }, ὥστε νάναι 
πχ. --- γ» -- 1. 

127. --"Απὸ δυὸ σημεῖα μιᾶς περιφέρειας νὰ Υγραφοῦν δυὸ παράλληλες χορ- 


δὲς μὲ λόγο μηκῶν --- . 


128. --Νὰἁ γραφεῖ εὐθ. τμῆμα ΔΕ || πρὸς τὴ δάση Β]' ἑνὸς τργ. σὲ τρότο, ποὺ 
τὸ τμῆμα ΔΓ νᾶναι µέση ἀνάλογος τῶν ΒΓ καὶ ΔΕ, 


129. Νὰἁ γράψετε περιφέρθια μὲ χέντρο τὸ γνωστὸ σημεῖο ἶ καὶ τέτοια, 
ὥστε, ἂν Α καὶ Ὦ εἶναι οἱ τομὲς αὐτῆς καὶ μιᾶς ἅ ΧΟΠ, ἡ εὖ- 
θεῖα ΑΒ νᾶναι || πρὸς δοσµένη διεύθυνση, 


130. ---"Απ᾿ τὸ γνωστὸ σημεῖο 1 νὰ φέρετε τέµνουσα ΙΑΒ ἑνὸς κχύλλου 
(Ο,Ε) ὑπὸ τὸν περιορισμό: ΙΑ» -|- ΤΡ: -- 2852. 

13Ί.--Νὰ κατασχευάσετε περιφἑρεια, ποὺ νὰ διχοτομεῖ τρεῖς γνωστὲς περι- 
φέρειες. 


132.--Νὰ γράφετε περιφέρεια ποὺ νὰ περνάει ἀπὸ δυὸ γνωστὰ σημεῖα καὶ 
νὰ κόθει ὀρνογώνια μιὰ ἄλλη δοσµένη περιφέρεια. 

133. --Νὰ γράφετε πβριφέρεια, ποὺ νᾶχει τὸ κέντρο της πάνω σὲ δοσµένη 
εὐθεῖα καὶ νὰ Χόδει ὀρδογώνια δυὸ δοσµένες περιφέρειες. 
1934.---Δίδεται εὐθεῖα Χ, ἕνα σημεῖο αὑτῆς Α καὶ ἓν᾽ ἄλλο σημεῖο Β ὀχκτὸς τῆς 
θὐβείας. Νἁ γραφεῖ περιφέρεια μὲ κέντρο τὸ Ὦ κι ἔτσι ὥστε, ἂν 
ΓΡ καὶ ἃ οἱ τομὲς αὐτῆς μὲ τὴν εὐθεῖα Χ, νάναι: ΑΓ. ΑΔ -- Κ9, 

ἱ γνωστὸ µῆκος. 

135. Νὰἁ θρεθεῖ πάνω στὴ θάση ἑνὸς τριγώνοὰ ἕνα σημεῖο Μ τέτοιο, ὥστε 
ἡ ἀπόστασή του ἀπ᾿ τὴν ἀπέναντι κορυφὴ νᾶχει µῆκος ἴσο μὲ τὸ 
ἐφαπτόμενο τμῆμα ΜΑ πρὸς δοσμένο κύκλο. 

νά 136.-- Απ’ τὶς κορυφὲς Α καὶ Β ἀνὸς τριγώνου ΑΒΓ νὰ «γράφετε περιφέρεια 


τέτοια, ὥστε τὸ ἀφαπτόμενο τμῆμα ἀἁπ᾿ τὸ Ὦ πρὸς τὴν περιφέρεια 
αὐτὴ νᾶχει ὡρισμένο µἢκος. 
137.--Δίδονται τρἰα εὐθύγραμμα τμήματα ΑΑ΄, ΒΒ’, ΓΓ΄ καὶ ζητεῖται νὰ 
γραφεῖ περιφέρεια, ποὺ νὰ τὰ διαιρεῖ ἁρμονικά (βλ. σελ. 58). 
138.--Νὰ βρῆτε σημεῖο Μ ἑνὸς τόξου ΑΒ σὲ τρόπο, ποὺ γάναι: 


ΜΑΣΞΜΒ2 --- κ”, 
139.- Νὰ κατασκευάσετε τρἰγωνο ἀπ᾿ τὴ θάση του, τ ἄντίστοιχο Όψος καὶ 
τὴ διαφορὰ τῶν τδατραγώνων τῶν δυὸ ἄλλων πλευρῶν. 
140.- -Κὰ χατασκευάσετε τρίγωνο, ὅταν γνωρίζετε τὸ μῆκος τῆς διχοτόµου 
ΑΔ, τὴ διαφοφρὰ ὉἃἅἩ-- ἂτ--ω κιδτι ΑΒ-ΓΑΓ --2ΒΓ. 
Ι41.--Σὲ τργ. ΑΒΙ νὰ φέρετε εὖθ, τμῆμα ΑΔ, ποὺ νᾶναι µέσο ἀνάλογο 
τῶν τμημάτων, στὰ ὁποῖα τὸ 4 χωρίξει τὴ θάση ΒΓ, 


Ι42.--Νἀ θρῆτε πάνω στὸ ὕφψος ΑΗ ῥἑνὸς ἰσοσκελοῦς τρ. ΑΒΓ σημεῖο Ι, 
γιὰ τὸ ὁποῖο (1Α) 2 -Ι- (18) 5-1) ὁ πα ]ς». 


143. Νὰ κατασκευασθεῖ τργ. ΑΒΓ ἂἀπ᾿ τὴ διχοτόµο ΑΔ, τὸ γινόμενο 
(ΑΒ) : (ΑΓ) --- Ις 3 καὶ τὸ Όψος ΑΠ. 


144.- Απ΄ ἕνα σημεῖο Α νὰ φέρετε τέµνουσα ΑΒΓ σὲ κύκλο Ὁ σὲ τρόπο, 
ποὺ ἡ περιφέρεια μὲ διάµετρο ΒΓ νὰ ἐφάπτεται στὴν 0Α. 


145.--᾽Απ΄᾿ τὸ κέντρο Ο μιᾶς περιφέρειας φάρουµε τὴν ΟΑ | πρὸς δοσμένη 
εὐθεῖα Χ, ὅπου Α ἡ τομὴ τῶν δύο εὐθειῶν. Νά δρῆτε ἐπὶ τῆς Χ 
ἕνα σημεῖο ἩΜ- τέτοιο, ὥστα, ἂν φέρουμε τὸ ἐφαπτόμενο τμῆμα ΜΒ, 
νᾶχουμε (ΜΕ) -- (ΜΑ). 


146.--Νὰ γραφεῖ περιφέρεια, ποὺ νὰ περνάει ἀπὸ δυὸ γνωστὰ σημεῖα Α χαὶ 
Β καὶ Υν᾿ ἀποκόβει ἀπὸ δοσμένη εὐθεῖα Χ χορδὴ μὲ γνωστὸ μῆκος. 


147.--Νὰ χατασκευάσθτε ρόμθδο, ὅταν γνωρίζετε τὸ µῆχος τῆς πλευρᾶς του 
κι ὅτι ἡ πλαυρὰ αὐτὴ εἶναι μέση ἀνάλογος τῶν διαγωνίων. 


148.- Νὰ κατασχευάσετε τργ. ἀπὸ τὴ θάση του, τὴν τομὴ αὐτῆς καὶ τῆς 
διχοτόµου τῆς ἀπέναντι γωνίας καὶ ἀπ' τὸ γεγονὸς ὅτι ὃὁ πθριχε- 
γραμμένος κύκλος ἐφάπτεται σὲ ἄλλο γνωστό χύκλο. 


Ι49.- Δίδεται περιφάρεια κι εὐθύγραμμο τμῆμα ΑΒ. ᾖΖητεῖται νὰ δρεθεῖ 
σημεῖο τῆς περιφέρειας τέτοιο, ὥστε ἂν ἐἑνωθεῖ μὲ τὰ Α καὶ Β ἡ 
χορδὴ τοῦ ἀποχοπτομένου τόξου νἆναι ᾖ|| ΑΒ. 

150.---Νὰ γράφρτα περιφέρεια, ποὺ νὰ φαίνδται ἀπὸ τρία γνωστὰ σημεῖα« ὑπὸ 
τὴν ἴδια δοσμένη Υωνία.. 


151. -“Κὰ χατασκευάσετε ὁρθ. τργ., ὅταν ξέρετε τὸ µμῆκος τῆς διχοτόµου 
μιᾶς ὀξειας Ὑωνίας καὶ τὸ µεγαλύτερο τμῆμα, ποὺ ἡ δικοτόµ.ς 
αὐτὴ καδορίζει πάνω στὴν ἀπάναντι πλευρά. 


Π. ᾖΠ. Ἡ µέθοδος τῆς τομῆς τῶν Υ. τ. Τι 


Ι52.--Νὰ δρῆτε πάνω στὴν ὑποτείνουσα ἑνὸς ἰσοσκελοῦς ὁρθ. τργ. σημεῖο 
τέτοιο, ὥστε ἂν φέρετε τὶς κάθετες πρὸς τὶς ἴσες πλευρές, νὰ 
σχηματίζεται ὀρνογώνιο μὲ γνωστὸ ἐμδαδὸ κ”, 


Ι53.--Δίδεται χύχλος μὲ διάμετρο ΑΒ. Νὰ 6ρῆτε πάνω στην ἀφαπτομάνη ΑΧ 
ἕνα σημεῖο ΤΠ τέτοιο, ὥστε, ἂν γράφετε τὴν εὐθεῖα ΓΔΗΒ, τὸ Δ τομ 
μὲ τὴν περιφέρεια, νάχετο (ΓΗΕ) -Ι:- (ΔΒ) -- κ. 


154.- Νὰ γραφεῖ περιφέρεια, ποὺ νὰ περνάει ἀπὸ δυὸ γνωστά σημεῖα καὶ 
ν᾿ ἀποχόδει ἀπὸ δοσµένη περιφέρεια χορδη μὲ δοσμένο µῆκος. 


15955.--᾽Απὸ σημεῖο µέσα σὲ μιὰ γωνία νὰ γραφεῖ τέµνουσα, ποὺ νὰ ὅδιαι- 
ρεῖται ἁπ᾿ τὸ σημεῖο αὑτὸ σὲ µέσο χι ἄκρο λόγο. 


156.- Νὰ δρῆτε πάνω σὲ δοσµένη περιφέρεια τὰ σημµεῖα ἐκεῖνα, ἀπ'᾿ τὰ 
ὁποῖα ἕνα Ὑνωστὸ εὖθ,. τμῆμα ΑΒ φαίνεται ὑπὸ τὴ µέχιστη ἢ τὴν 
ἑλάχιστη γωνία. 


Π. Ἡ ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΤΟΜΗΣ ΤΩΝ ΓΡ, ΤΟΠΩΝ 


Γ. Στὸ χῶρο 


Πρόβλημα: «Νὰ φἐρετε ἀπὸ σημεῖο Α μιὰ εὐδεῖα ποὺ νὰ συναντᾶ 
δυὸ ἄλλες εὐδεῖες Χ καὶ Ψ τοῦ χώρου», 
Ἡ ἄγνωστη εὐδεῖα (σχ. ὅτ), ἀφοῦ περνάει ἀπ᾿ τὸ Α καὶ συγαντᾶ τὴ 
ὃ Χ, ἔχει σὰν πρῶτο τόπο τὸ ἐπίπεδο (Α, Χ). 
: Γιὰ τὸν ἴδιο λόγο, τὸ ἐπίπεδο (Α, Ψ) 
εἶναι ἕνας δεύτερος τόπος της. Βρίσκεται 
λοιπὸν ἡ εὐθεῖα σιἠν τομὴ τῶν δυὸ αὐτῶν 
ἐπιπέδων. 
Ἡ λύση αὐτὴ εἶναι σωστή, μὲ τῇ δια- 
β φορὰ ὅτι δὲ θά μπορούσαμε νἁ τὴν πραγ- 
µατοποιήσουµε πάνω στὸ Χχαρτὶ μὲ μιά 
ἀκριβὴ κατασχευή, δηλ. τέτοια, ποὺ τὰ διά- 
φορα µήκη ΑΒ,.,. τῆς κατασκευῆς νὰ δίνουν 
τὶς πραγματικὲς ἀποστάσεις τῶν σημείων 
Δ,Β,... στὸ χῶρο. Τέτοιες ἀκριβεῖς κατασκευὲς πετυχαίνουµε µόνο μὲ τῇ 
βοήθεια τῆς Παραστατικῆς Γεωμετρίας. Στή Στοιχειώδη Στερεομετρία 
ὅλα τὰ σχήµατα εἶνσι ὅπως λέμε «προοπτικά», δίνουν δηλ. µόνο μιὰ φῶ- 
τογραφικὴ εἰκόνα χωρὶς τὴν ἀξίωση τὰ διάφορα μήκη τοῦ σχήµατος νὰ 
μετροῦν σύγχρονα τ᾽ ἀντίστοιχα πραγματικὰἁ µήχη στὸ χῶρο. Ἡ παρα- 
τήρηση αὐτὴ δὲν ἰσχύει γιὰ τὴν Στοιχειώδη ᾿Ἐπιπεδομετρία, ὅπου µπο: 
οοῦμε βέβαια νάχουμε ἀκριβεῖς κατασκενὲς ιιὲ τὸν κανόνα καὶ τὸ διαβήτη. 


ον τά 


Διερεύνηση : Ἡ λύση τοῦ προβλήματος ἀναφέρθηκε στὴν 
τομὴ δυὸ ἐπιπέδων καὶ ξέρουμε ὅτι δυὸ ἐπίπεδα ἔχουν μεταξύ τους 
τρεῖς διάφορες δυνατὲς θέσεις : 

ΙοΕβΐίναι παράλληλα: Στὸ πρόβλημά µας αὐτὸ οἶναν 
ἀδύνατο, ἀφοῦ τὰ δυὸ ἐπίπεδα ἔχουν χιόλας κοινὰ ἕνα σημεῖο, τὸ Α. 

20 Τέμνονται: Δὐτὴ εἶναι ἡ γενικὴ περίπτωση κι ὑιάρχει 
τότε μιὰ λύσι. 

9ο Συμπίπτουν: Αὐτὺὸ δὰ πεῖ ὅτι τὸ σημεῖο Α κι οἱ εὖ- 
δεῖες Χ καὶ Ψ ἀνήκουν στὸ ἴδιο ἐπίπεδο. 

'Ὑπάρχει ἀκόμη μιὰ εἰδικὴ περίπτωση ὅταν Χ | Ψ -- ὁπότε κιὴ 
τομὴ τῶν δυὺ ἐπιπτέδων εἶναν παράλληλι πρὸς αὐτές. 

Τότε -- ὕπως καὶ σὲ κάθε παρόμοια περίπτωση --- μποροῦμε νὰ 
δεχτοῦμε, γιὰ νὰ διατηρήσουμε τὴ συνέχεια στὴν ἔκφραση, ὅτι δυὸ οτιι- 
ρά) λλες εὐθεῖες ἔχουν κχοινὸ τὸ ἐπ) ἄπειρο σημεῖο τους. 
ΗἩ εἰσαγωγὴ τῆς παραδοχῆς τοῦ ἐπ) ἄπειρο σημείου δὲν ἀντιμάχεται 
τὴν ἑνότητα τῶν αἰτ]μάτων τοῦ Εὐκλείδη. Ἐπεκτείνοντας τὴν ταραδοχ 
αὐτὴ δά λέμε ὅτι δυὸ παράλληλα ἐπίπεδα ἔχουν τὴν ἐπ ἄπεοιρο 
εὐθεῖια τους κοινή. 


Πρόβλημα: «Νά φέρετε εὐθεῖα παράλληλη πρὸς γνωστη διεή- 
Ἀννσγη Ὦ κι ἔτσι, ὥστε νὰ σ,ναντᾶ δυὸ δοσµένες ἀσύμβατες εὖθετες 
Χ καὶ Ῥ», 

“Ἡ εὐθεῖα ποὺ ζητᾶμε (σχ. ὔ8)-υ-ἀφοῦ τέ- 
µνει τὴ Χ κι εἶναι παράλληλος πρὸς τὴ Ζ-- 
ἀνήκει στὸ ἐπίπεδο (Ε), ποὺ ὁρίζει ἡ Χ 
καὶ τυχαία εὐθεῖα ΓΑ || Ζ ἀπὸ κάποιο ση- 
μεῖο τῆς Χ. Ἐξ ἄλλου ἡ ἄγνωστη εὐδεῖα 
ὀνήκει ἐπίσης στὸ ἐπίπεδο (Σ), ποὺ καῦδο- 
ρίζει ἡ Ψ καὶ τυχαία εὐθεῖα Ε2 | 2 ἀπὸ 
κάποιο σημεῖο τῆς ἩΨ. Δηλαδὴ ἡ Χ εἶναι 
ἣ τομή αὐτῶν τῶν δυὸ ἐπιπέδων. 

Στη διερεύνηση διακρίνουμε τὶς τρεῖς 
περιπτώσεις τοῦ προηγούμενου προβλή- 
µατος. 

Αλλος τρόπος θάτανγε νὰ προσδιορί- 
σουµε µόνο τὸ ἐπίπεδο (Ε) κι ἔπειτα ἀπ᾿ 
τὸ σημεῖο Ἑ, ὅπου τοῦτο συναντᾶ τὴ , νἁ 
φέρουμε τὴν παράλληλο πρὸς τὴ Ζ. 


συ 


Μερικὴ περίπτωση τοῦ προβλήματος αὐτοῦ εἶναι ἡ κατασκευἠ τῆ 
κοινῆς καθέτου δυὸ εὐθειῶν στὸ χῶρο. 


Π. Τ. Ἡ μέθοδος τῆς τομῆς τῶν γ. τ. τὸ 


Πρόβλημα: «Νὰ δρῆτε σημεῖο, ποὺ νὰ ἰσαπέχει ἀπὸ τέσσερα 
γνωστὰ σημεῖα Α, Β, Μ, Δ». 

Πρῶτ) ἀπ᾿ ὅλα εἶναι ἀπαράδεκιο ὃ 
ἀπ᾿ τὰ δοσµένα σημεῖα νἁ βρίσκονται, 
ἐπ᾽ εὐθείας, γιατὶ τότε κανένα σημεῖο 
δὲ θὰ μποροῦσε νὰ ἰσαπέχει ἀπ᾿ αὗτά. 

1ο "Αν δὲν πάρουµε ὑπ ὄψη τὸ τέ- 
ταρτο σημεῖο Δ, τὸ ζητούμενο σημεῖο 
Μ -- ἀφοῦ ἰσαπέχει ἀπ᾿ τὰ Α, Β, Τ -- 
ἀνήκει στὴν κάθετο Χ πάνω στὸ κέντρο 
τοῦ χύχλου (Α, Β, Γ) (σχ. 69). 

9ο Χάρη στὸ τέταρτο σημεῖο Δ, τὸ 
Μ, ἀπέχοντας ἴσες ἀποστάσεις ἀπ᾿ τὰ 


ρ4 


Α καὶ Δ, βρίσκεται πάνω στὸ ἐπίπεδο 
(Β) τὸ κάθετο στὸ µέσο τοῦ τµήµα- 
τος ΑΔ. 

Ἡ τομὴ λοιπὺν τῆς εὐθείας Χ καὶ 


δκ.59 


τοῦ ἐπιπέδου (Β) δίνει τή λύση. 

Διερεύνηση! Μιὰ εὐδεῖα κι ἕνα ἐπίπεδο μποροῦν νᾶχουν τρεῖς δια- 
φορετιχκὲς δέσεις μεταξύ τους : 

α. Ἡ εὐθεῖα τέµγει τὸ ἐπίπεδο: Εἶναι ἡ γενικὴ περίπτωση κι 
ὑπάρχει τότε μιὰ λύση. 

β. Ἡ εὐθεῖα εἶναι παράλληλη πρὸς τὸ ἐπίπεδο : Καμμιὰ λύση. 

γ. Ἡ εὐθεῖα ἀνήχει στὸ ἐπίπεδο : "Απειρες λύσεις. 

Ἡ τελευταία αὐτὴ σχετικἠὴ θέση ἀντιστοιχεῖ στὸ πρόβλημά µας μὲ 
τὴν περίπτωση, ὅπου τὰ τέσσερα σημεῖα δίδονται πάνω στὸ ἴδιο ἐπίπεδο 
καὶ πάνω στὴν ἴδια περιφέρεια. 


Πρόβλημα: «Απ΄ τὸ ἴχνος Β μιᾶς πλάγιας ΛΒ ὡς πρὸς ἐπίπεδο 
(Ἑ) νὰ γράφετε κάθετο πρὸς αὐτή, ποὺ ν᾿ ἀνήχει στὸ ἐπίπεδο». 
Ὅλες οἱ κάθετες πρὸς τὴν ΑΒ 
στὸ Ἡ ἀνήκουν στὸ ἐπίπεδο (Σ) ιὸ 
κάθετο στὸ σημεῖο Β ἐπὶ τὴν ΔΡΒ. 
Ἡ εὐθεῖα ποὺ ζητᾶμε ἕἄῖναι λουτὸν 
ἡ τομὴ τοῦ δοσµέναυ ἐπώτέδου κἀὶ 
τοῦ (Σ). 
Ὑπάρχει πάντα μιὰ λύση, γιατὶ 
τὰ δυὸ ἐπίπεδα οὔτε εἶναι παράλ- 
Σχ 6ο ληλα --ἀφοῦ κιόλας ἔχουν ἕνα κοινὸ 
σημεῖο, τὸ Β, οὔτε ταυτίζονται -- 
γιατὶ τότε ἡ ΑΒ θἄτανε κάθετη κι ὄχι πλάγια ὡς πρὸς τὸ ἐπίπεδο (Ρ). 


40 Ἡ μεθοδικἠ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήµματος 


Γιὰ τὴν χατασχευῆ τῆς τομῆς, πρέπει νὰ φέρουμε τὴν ΑΑ΄ Ι (Ρ), 
κατόπι τὴν Α΄Β καὶ τέλος ἀπ᾿ τὸ Β τὴν εὐθεῖα ΓΑ 1 ΑΒ µέσα στὸ (Ρ). 
Σύμφωνα μὲ τὸ θεώρημα τῶν τριῶν καθέτων ἡ ΓΔ εἶναι ἡ ζητουμένη 
εὐδεῖα- 


Πρόβλημα: κ«Ἡέσα σ᾿ ἕνα ἐπίπεδο δίδονται τρεῖς εὐδεῖες 
ΛΒ, ΑΓ, ΑΔ μὲ κοινἠ τοµή. Νὰ φέρετε ἀἁπ᾿ τὸ Α αὖὐθεῖα ποὺ νὰ 
σχηματίζει μὲ τὶς τρεῖς δοσµένες εὐθεῖες ἴσες γωνίες». 

Αν εἶναι ΑΧ ἡ ἄγνωστη εὖ- 
θεῖα, ἂς πάρουµε πάνω στὶς ὃ 
ἀρχικὲς τὰ ἴσα µήχη 

(ΑΒ) -» (ΑΓ) - (ΑΔ) 

κι ὃς ἑνώσουμε τὰ ἄκρα τους μὲ 
κάποιο σημεῖο Μ τῆς ΑΧ (σχ. 61). 
Σύμφωνα μὲ τὴν κατασκευὴ 
αὐτὴ καὶ γιὰ νὰ Ἱπανοποιεῖται ἢ 
ὑπόθεση, τὰ τργ. ΜΑΒ, ΜΑΓ, 
ΜΑΔ πρέπει νἆναι ἴσα χι ἔπο- 
µένως : 

(ΜΒ) ΞΞ(ΜΓ) -- (ΜΔ). 

Καταλήγουμε λοιπὸν νἄᾶχουμε ΣΧ. 67 
τρεῖς ἴσες πλάγιες, ποὺ τὰ ἴχνη τους θὰ ἰσαπέχουν ἀπ᾿ τὸ ἴχνοςιτῆς κα- 
δέτου ἀπ᾿ τὸ Μ πρὸς τὸ (ΜΒ). ᾽Αλλὰ πάνω στὸ (Β) ὑπάρχει ἕνα µόνο ση- 
μεῖο σ᾿ ἴσες ἀποστάσεις ἀπ᾿ τὰ Α, Β, Τ κι αὐτὸ εἶναι τὸ Α. Ὥστε ἡ ζη- 
τουµένη εὐθεῖα δὲν εἶναι ἄλλη ἀπ᾿ τὴν κάθετο στὸ Α ἐπὶ τὸ (Ρ). 


Πρόβλημα: «Νὰ κόφετε μιὰ τετράεδρη στερεὰ γωνία κατὰ 
παραλληλόγραμμο». 
Θὰ προχωρήσουμε καὶ πάλι άναλυ- 
τικά: 
"Ας εἶναι ΑΗΒΓΔ ἡ τομὴ (σχ. 09). 
Τὰ ἐπίπεδα - πλευρὲς τῆς στερεᾶς Υο- 
γίας ΣΑΒ καὶ ΣΓΔ, καδὼς περνοῦν 
ἀπ᾿ τὶς παράλληλες εὐθεῖες ΑΒ καὶ ΓΔ, 
συναντοῦνται κατὰ τὴ ΣΧ παράλληλο 
πρὸς αὐτές. ᾿Ανάλογα κιἠ τοὴ ΣΨ 
τῶν ἐπιπέδων ΣΒΓ καὶ ΣΑΔ εἶναι πα- 
ϱάλληλη πρὸς τὴ ΒΓ | ΑΔ. Ἡ ἀνάλυση 
τελειώνει μὲ τὴ διαπίστωση ὅτι τὸ ἐπί- 
πεδο τῆς τομῆς εἶναι παράλληλο πρὸς τὸ ἐξ ἀρχῆς γνωστὸ ἐπίπεδο 
ΧΣΨ. Κάθε ἐπίπεδο || πρὸς τὸ (ΧΣΨ) λύνει τὸ τ»ἁβ):...α. 


Σ.. 62 


Π. Ὁ. "Ἡ μέθοδος τῆς τοµῆς τῶν Υ.τ. 8Ι 


Πρόβλημα: «Νὰ θρῆτε σημεῖο, ποὺ νὰ ἰσαπέχει ἀπ' τὶς τὰσ- 
σερες ἕδρες τετραέδρου». 


Θ) ἀναζητήσουμε κατ᾽ ἀρχὴ τὸ σημεῖο µας µέ- 
σα στὺ χωρίο τῆς τριέδρου Α (σχ. 03). 

Αὐτὸ τὸ σημεῖο ἐπειδὴ ἰσαπέχει ἀπ᾽τὶς 4 ἕδρες, ἀνή- 
χει στὰ ἐπίπεδα ποὺ διχοτομοῦν τὶς γωνίες τῶν ἑδρῶν 
ἀνὰ δυό. Τὰ ἐπίπεδα, ποὺ διχοτομοῦν τὶς δίεδρες ΑΒ, 
ΑΓ, ΑΛ ἔχουν χοινὴ μιὰ εὐθεῖα ΑΧ, ποὺ ὅλα 
τὰ σημεῖα της ἰσαπέχουν ἀπ᾿ τὶς τρεῖς παράπλευρες 
ἕδρες. ᾿Λοχκεῖ πάνω σ αὐτὴ τὴν εὐθεῖα νὰ βροῦμε 
σημιεῖο, ποὺ νὰ ἰσαπέχει ἀπ᾿ τὴ βάση ΒΓΔ κι ἀπὸ 
μιὰ παράπλενρη ἔδρα, π.χ. τὴν ΔΒΓ. Τέτοιο σημεῖο 
βρίσκεται στὴν τομὴ τῆς ΑΧ καὶ τοῦ ἐπιπέδου ποὺ 
διχοτομεῖ τὴ δίεδρη γωνία ΒΓ. 

Ἐπειδη ὑπάρχουν δυὸ ἐπίπεδα, ποὺ διχοτομοῦν τὸ ἕνα ἐσωτερικά 
μαἱ τ) ἄλλο ἐξωτερικὰ τὴ ΒΓ, συμπεραίνουμε ὅτι σὲ γάδε κορυφὴ τοῦ 
τετραέδρου ἀντιστοιχυῦν δυὸ ἰσαπέχοντα σημεῖα-- ἕνα στὸ ἐσωτερικό 
του κι ἕνσ ἔξω ἀπ᾿ αὐτό. Συνολικἁ ὑπάρχουν ὃ σηµεῖα, ποὺ ἱκανοποιοῦν 
τὶς ἀπαιτήσεις τοῦ προβλήματος, ἀπ᾿ τὰ ὁποῖα τὰ 4 εἶναι ἔξω ἀπ᾿ τὸ 
τετράεδρο. Αὐτὺ δὰ πεῖ ὅτι σὲ κάθε τετράεδρο ὑπάρχουν 4 παρεγγε- 
γραμμένες σφαῖρες καὶ μιὰ μόνη ἐγγεγραμμένη. 


Πρόβλημα: «Ἡρῆτε µάσα στὸ χῶρ2 ἑνὸς τετραέδρου ΑΒΓΑ ἕνα 
σημεῖο Ό σὲ τρόπο, πού, ἂν αὐτὸ ἑνωθεῖ μὲ τὶς 4 πορυφὲς τοῦ 
ΑΒΓΔ, νὰ δίνθι 4 νέα τετράεδρα ἰσοδύναμα». 


Τὸ τετρύεδρο ΟΒΓΔ π. χ. πρέπει νἆναι σὲ 
ὄγκο τὸ τέταρτο τοῦ ΑΒΓΔ -- καὶ καδὼς οἳ 
πυραμίδες αὐτὲς ἔχουν κοινἠ βάση -- τὸ ὕψος 
τῆς πρώτης ὀφείλει νᾶναι τὸ τέταρτο τοῦ 
ὕψους τῆς δεύτερης. Ίέ σηµαίνει αὐτό; Ση- 
µαίνει ὅτι τὸ ἄγνωστο σημεῖο Ο ἀνήκει σ᾿ 
ἐπίπεδο (ΕΒ) || (8ΓΛ) καὶ σ᾿ ἀπόσταση ἀπ᾿ 
αὐτὸ ἴση μὲ τὸ τέταρτο τ᾽ ἀντίστοιχου ὕψους 
ΑΗ (σχ. 64). 

Κατ᾽ ἀνάλογο τρόπο τὸ Ο ἀνήκει καὶ σὲ 
δυὸ ἄλλα ἐπίπεδα (Σ) καὶ (Τ}, παρόμοια μὲ τὸ (Β). Τὸ Ο εἶναι λοιπὸν 
ᾗ τομὴ αὐτῶν τῶν τριῶν ἐπιπέδων --χι ἡ τομὴ αὐτὴ ὑπάρχει, ἀφοῦ 
πρόκειται γιὰ ἐπίπεδα παράλληλα πρὸς ἄλλα μὲ κοινἠ τοµή: 

"Ας παρατηρήσουμε ἀχόμη κάτι: ᾿Αφοῦ τὸ (Β) κόβει τὸ ύψος στὸ 
1Η. ἀπ᾿ τὴ βάση, δὰ »όβει ἐπίσης στὸν ἴδιο λόγο καὶ κάδε ἆλλο τμῆμια 


Ο. Ιμεπιαῖτε - Ὦ, Βουδούρη Γεωμετρία ο. 6 


μ9 Ἡ μεδοδικἠὴ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήματος 


μεταξὺ τοῦ Α καὶ τοῦ ἐπιπέδου ΒΓΔ. ρα θὰ περνάει κι ἀπὸ τὸ κέντρο 
βάρους τοῦ τετραέδρου. ᾿Επειδὴ αὐτὸ ἀληθεύει ἐξ ἴσου καὶ γιὰ τὰ ἐπί- 
πεδα (Σ)’ μαὶ (Τ]). γίνεται φανερὸ ὅτι τὸ Ο δὲν εἶν ἆλλο ἀπ᾿ αὐτὸ τὸ 
ἴδιο τὸ κ. β. τοῦ τετραέδρου. 


Πρόβλημα: «Νὰ»ἐγγραφεῖ σφαῖρα σὲ κανονικὴ πυραμίδα καὶ νὰ 
ὑπολογισθεῖ ἡ ἀχτίνα της». 

"Ας εἶναι ΣΑΒ μιὰ παράπλευρη ἔδρα καὶ Σ0 τὸ 
ὕψος τῆς πυραμίδας (σχ. θ). Οποιαδήποτε κανονικὴ 
πυραμίδα μὲ η πλευρές, ἀποτελεῖται ἀπὸ π τριγωνι- 
κὲς πυραμίδες ἴσες μὲ τὴ ΣΟΑΒ. Ἔτσι, εἶναι ἀρ- 
κετὸ γὰ σχεδιάσουμε τὴ ΣΟΑΒ γιὰ νἄᾶχουμε ὅλα τὰ 

8 στοιχεῖα τοῦ σχήματος: Τ) ἀποστήματα ΣΕ καὶ ΟΡ, 
τὸ ὕψος Σ0, τὴν πλευρὰ ΑΒ, τὴν ἁκμὴ ΣΑ, τὴν 
ἀκτίνα τῆς βάσης ΟΑ., τὴν ἀντίστοιχη γωνία ΣΡΟ μιᾶς 
παράπλευμης ἕδρας μὲ τὴ βάση καϊτὴ -ᾱ- ΣΑΟ μιᾶς 
ἀχμῆς μὲ τὴ βάση. 

Κάδε σημεῖο τοῦ ὕψους ΣΟ ἰσαπέχει ἀπ᾿ τὶς πα- 
ράπλευρες ἕδρες. ᾽Αρκεῖ λοιπὸν νὰ βροῦμε πάνω 

στὴν εὐδεῖα αὐτὴ σημεῖο 1, ποὺ νὰ ἰσαπέχει ἀπ τὴ ΣΑΒ πε χ. κι 

ἀπ᾿ τὴ βάση. Θὰ ἸΧρησιμοποιήσουμε φυσικὰ τὸ ἐπίπεδο ποὺ δι- 
χοτομεῖ τὴ δίεδρη γωνία ΑΒ. "Αν εἶναι ΡΙ ἡ τοµὴ αὐτοῦ καὶ τοῦ ἐπι- 
πέδου ΣΡΟ, τὸ 1 προσδιορίζεται σὰν τομὴ τῆς ΡΙ καὶ τοῦ ὕψους Σ0Ο. 

Ἡ ζητούµενη ἀκτίνα εἶναι τὸ τμῆμα ΟΙ -«- Χ. "Ας εἶναι (ΟΕ) --α 

καὶ (Σ0) -- Ι. Ἐπειδὴ -ᾱἵ- ΣΡΙ -- «ἵ 1Ρ0 (εἶναι ἐπίπεδες ἀντίστοι- 

χες σ᾿ ἴσες δίεδρες γωνίες) θάᾶχουμε, σύμφωνα μὲ τὸ θεώρημα τῆς δι: 
χοτόµου : 


-- 
α--- όὂ- “πι 


ο 


δῃ 
ὅκό6δ 


10 ΟΡ . Χ 8 
Ἵς ον ο  ἅσκ (ϱΣ 
εἴτε, κατὰ γνωστὴ ἰδιότητα τῶν ἀναλογιῶν : 
Χ 8 : 
επί -- (5σ) Τα ναι 
τ αι ο / αἳ --- 13 --- α) 


νε πμ α Ἡ 


Π. Γ. Ἡ μέθοδος τῆς τομῆς τῶν γ. τ. 8ὺ 


Προβλήματα 


Ι57.- Νὰ φέρετε ἀπὸ σημεῖο Α μιὰ εὐθεῖα, ποὺ νἆναι Ί πρὸς ἕνα ἐπίπεδο 
(ϱ) καὶ νὰ συναντᾶ ἄλλη γνωστὴ οὐθεῖα Χ. 

Ι58.- Νὰ 6ρῆτε τὸ σημεῖο ἐκεῖνο ἑνὸς ἐπιπέδου, ποὺ τὸ ἄθροισμα τῶν ἆπο- 
στάσεών του ἀπὸ δυὸ Ὑνωστὰ σημεῖα τοῦ χώρου εἶναι ἐλάχιστο. 

Ἡ Ίδια ἀρώτηση, ὅταν ἡ διαφορὰ τῶν ἀποστάσεων Ἀπράπει 
γάναι μέγιστη. 

Ι59,--Νά βρῆτε πάνω σ᾿ αὐθεῖα ἕνα σημεῖο, ποὺ τὸ ἄθροισμα ἢ ἡ διαφορὰ 
τῶν τετραγώνων τῶν ἀποστάσθών του ἀπὸ δυὸ δοσµάνα σημεῖα 
τοῦ χώρου νὰ ἰσοῦται μὲ γνωστὸ τετράγωνο. 

Ι60.---ΜΔητεῖται πάνω σὲ μιὰ ἔδρα τετραάδρου ἕνα σημεῖο, ποὺ τὸ ἄδροισμα 
τῶν ἀποστάσεών του ἀπ᾿ τὶ τρεῖς ἄλλες ἕδρες νάναι γνωστό 
μῆχος. 

161.--Νὰ δρῆτε πάνω σ’ εὐθεῖα ἕνα σημεῖο, ποὺ τὸ ἄθροισμα τῶν ἀποστά- 
σεών του ἀπὸ δυὸ ἐπίπεδα νᾶχει δοσμένο µῆκος. 

162.--᾽Απὸ μιὰ εὐθεῖα νὰ φέρετε ἐπίπεδο ποὺ νὰ παρνάει σ’ ἴσες ἀποστά- 
σεις ἀπὸ δυὸ δοσµέάνα σημεῖα. 

Ι63.--᾽Απὸ σημεῖο Α νὰ φέρετε ἐπίπεδο ποὺ νὰ περνάει σ᾿ ἴσες ἀποστάσεις 
ἀπὸ τρἰα δοσµένα σημεῖα, 

164.- -“Νὰ φέρετε ἐπίπεδο ποὺ νὰ περνάει σ᾿ ἴσες ἀποστάσεις ἀπὸ τέσσθρα 
ῥοσµένα σημεῖα. 

165.--Νὰ κατασκευάσετε σφαῖρα ἐφαπτομένη σὲ τέσσερα ἐπίπεδα, ἂπ᾿ τὰ 
ὁποῖα τὰ δυὸ παράλληλα. 

166.--Νὰ περιγραφεῖ σφαῖρα γύρω ἀπὸ κανονικὴ πυραμίδα καὶ νὰ ὕπολο- 
γισθεῖ ἡ ἀκτίνα της. 

Ι67.--Νὰ κατασκευασθεῖ σφαῖρα ἐφαπτομένη στὶς ἁκμὲς καὶ στὴ θάση μιᾶς 
κανονικχῆς πυραμίδας. 

Ι68.--Νὰ δρῆτε πάνω στὸ ὕψος μιᾶς κανονικῆς πυραμίδας ἕνα σηµεῖο, ποὺ 
ἡ ἀπόστασή του ἀπ᾿ τὴ θάση νᾶναι ἴση μὲ τὸ ἄθροισμα τῶν ἀἆπο- 
στάσεών του ἀπ᾿ τὶς παράπλευρες ἕδρες. 


ἃ ΚΕΦΑΛΑΙΟ ἹΙἹῃ 


ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΜΙΑΣ ΕΥΘΕΙΑΣ 


᾿Αρχίσαμε µελετόντας τοὺς γεωμετρικοὺς τόπους κι ἐφαρμόσαμε 
ὅσα μάθαμε ἐκεῖ στὴ μέθοδο τῆς τομῆς τους. Μᾶς ἁπασχόλησε ἔτσι 
μιὰ ὁλόκληρη κατηγορία ἀπὸ προβλήµατα ποὺ ἢἡ λύση τους ἐξαρτιόταν 
ἀπ᾿ τὸν προσδιορισμὸ ἑνὸς σηµείου. Προχωροῦμε. 

Ἐδῶ πρόκειται γιὰ κεῖνα τὰ προβλήµατα, ποὺ ἡ λύση τους ἐξαρ- 
τιῖται ἀπ᾿ τὸν προσδιορισμὀ μιᾶς εὐθείας. Κι ἐπειδὴ δυὸ σημεῖα εἶναι 
ἀμκετά γιὰ τὸν καδορισμὸ τῆς εὐθείας, συμπεραίνουμε ὅτι δυὸ ὅποιεσ- 
δήποτε περιοριστικὲς ἰδιότητές της θάναι ἀρχετὲς γιὰ νὰ τὴν προσδιο- 
ρίσουν. Οἱ πιὸ συνηθισμένες ἀπ᾿ τὶς ἰδιότητες αὐτὲς εἶναι : 

1ο Νάὰ ἐφάπτεται σὲ μιὰ περιφέρεια. 
20 Νὰ περνάει ἀπὸ σταθερὸ σημεῖο. 
ὃο Νάἀ μένει παράλληλη πρὸς γνωστὴ διεύθυνση. 

τὴν πρώτη περίπτωση ὀνομάζουμε τὴν περιφέρεια περιβάλλουσα 
τῆς οἰκογένειας τῶν εὐθειῶν, ποὺ τῆς εἶναι ἐφαπτόμενες. “Ὁ ὄρος αὐτὸς 
χρθησιμοποιεῖται καὶ γενικώτερα: Αν ἔχουμε ἕνα σύνολο--μιὰ οἰκογέ- 
νεια- ἀπὸ γραμμὲς (ο), ποὺ κάθε µιά τους ἐφάπτεται σὲ κάποια στα- 
θερήὴ γραμμὴ (π), ἐνῶ' ἀντίστροφα σὲ κάθε σημεῖο τῆς (π) ἀντιστοιχεῖ 
μιὰ ἐφαπτομένη τοῦ συνόλου (ο), τότε ἡ γραμμὴ (π) λέγεται περιβάλ- 
χονσα τῆς οἰκογένειας τῶν (ο). 

Ἡ δεύτερη περίπτωση µμπορεῖ νὰ παρθεῖ σὰν μερικῆ περίπτωση 
τῆς πρώτης, ἂν ὑπυτεθεῖ ὅτι ἡ «ἀκτίνα τῆς περιφέρειας διαρκῶς µιχραί- 
γει τείνοντας στὸ μηδέν. 

᾽Αλλὰ κι ἣ τρίτη περίπτωση εἶναι μερικὴ τῆς δεύτερης, ἂν ὃεω- 
φήσουμε ὅτι τὺ σταθεφὸ σημεῖο ἀπομακρύγεται στὸ ἄπειρο καὶ δεχτοῦμε 
τὴν ὑπόθεση τοῦ ἐπ᾽ ἄπειρο σημείου. Ἡ διεύθυνση ὅπου ἀπομακρύνεται 
τὸ σημεῖο, εἶναι ἡ δοσµένη διεύθυνση τῆς παραλληλίας. 

Θἀὰ μελετήσουμε ξεχωριστὰ αὐτὲς τὶς τρεῖς περιπτώσεις κι ἔπειτα 
δὰ κάνουμε ἐφσρμογές. 


ΑΔ. Περιβάλλουσες 


ΟΙ ἴσες χορδὲς ἑνὸς χύχλου ἑφάπτονται σὲ μιὰ ὁμόχεντρη περιφέρεια. 

Ἑ Κάνε εὐθεῖχ, ποὺ ἀπέχει ἀπὸ σταθερὸ σημεῖο Α γνωστὴ ἁπόσταση 
ἆ, ἐφάπτεται στὴν περιφέρεια (Α, ἆ). 

Ἠ. Ἡ περιθάλλουσα τῶν εὐθειῶν, ποὺ ἀπέχουν ἀπὸ γνωστὴ περιφέρεια 


ἩΙ, Α. Προσδιορισμὸς μιᾶς εὐθείας 86 


(Ο, Ε) σταθαρὴ ἀπόσταση τ, 
(Ο, Ε ἠ- ὐ. 


.-----------.--. 


ὁμόκεντρη περιφέρεια 


Ἔ Ἡ οἰκογάνεια τῶν εὐνειῶν μὲ τὴν ἱδιότητα : τὸ ἄθροισμα τῶν ἄπο- 
στάσεών τους ἀπὸ δυὸ σταθερὰ σημεῖα Α καὶ Ὦ πρὸς τὸ αὐτὸ μέ- 


ρος τους νὰ ἰσοῦται μὲ γνωστὸ μῆχος λ, 


ἔχει γιά περιθάλλουσα 


τὴν παριφέρεια μὲ κέντρο τὸ µέσο τοῦ ΑΒ χι ἀχτίνα λ[ὀ. 

Ἄ Κάθε εὐθεῖα, ποὺ ἡ διαφορὰ τῶν ἀποστάσεών της ἀπὸ δυὸ σταθερὰ 
σημεῖα Α καὶ ἩὮ πρὸς τὸ ἕνα καὶ τ᾽ ἄλλο µέρος της ἰσοῦται μὲ 
γνωστὸ µῆκος µ, ἐφάπτετχι μιᾶς πδριφέρειας μὲ Χάντρο τὸ μέσο 


τοῦ ΑΒ χι ἀκτίνα μ/ὸ. 


” Βρῆτα τὴν περιθάλλουσα τῶν εὐθειῶν ποὺ πόδουν μιᾶ γνωστὴ περι- 


φέρεια Ο κατὰ γωνία α. 


Στὸ σχ. 06 ἂς εἶναι Χ μιὰ ἀπ᾿ τὶς 
αὐθεῖες τῆς οἰκογένειας. Αὐτὸ σηµαίνει 
πὼς ἂν ἡ εὐθεῖα ΛΒ ἐφάπτεται στὴν 
περιφέρεια στὸ σημεῖο Α τῆς τομῆς, 
θὄχουμε: «ἵ ΧΛΗΒ --α εἴτε καί, ἂν 
ΟΙ ΙΧ, ἂἄ ΑΟ --α Στ ὁρθ. τργ. 
ΟΙΑ μιά ὀξεία γωνία κι ἡ ὑποτείνουσα 
µέγουν σταθερὰ -- ἄρα καὶ τὰ Ὁὑπό- 
λοιπα στοιχεῖα του, καὶ τὸ µῆκος Ο1, 
µέγουν ἐπίσης σταθερά. Ἡ Χ ἐφάπτεται 
λοιπὸν πάντα στὴν ὁμόκεντρη περιφέ- 
φεια (0Ο, ΟΡ. 


Σχ 66 


Ἐ Σὲ τργ. ΑΒΓ ἡ θάση ΒΓ μένει σταθερή, κατὰ τὴ θάση καὶ τὸ µάχε- 
θος, ἐνῶ ἡ ἀπέναντι γωνία Α µόνο κατὰ τὸ μέγεθος. Νὰ δρῆτε 


την περιθάλουσα τῆς εὐθείας ΔΕ, ποὺ ἑνώνει τὰ ἴχνη τῶν ὑφῶν 
ΒΑ καὶ ΤΕ. 


Τὸ τετράπλευρο ΒΓΔΕ; τοῦ σχ. 61 εἶναι 


ἐγγοάψιμο σὲ σταθδερὸ κύκλο μὲ διάµετρο 


ΒΓ. Τὸ μέγεθος (µόνο) τῆς «ἅ ΔΒΕ μένει 
σταθερό, γιατὶ εἶναι συμπλήρωμα τῆς -ἕ΄ Α. 

.Ἡ Χχορδὴ ΔΕ, ὅπου βλέπει ἡ ἠνωστὴ 
αὐτὴ γωνία µέσα ατὴν περιφέρεια (ΒΓ) 
ἔχει λυιπὸν μῆκος σταθερὸ κι ἑπομένως 
ἐφάπτεται πάντοτε σὲ μιὰ περιφέρεια ὁμό-- 
κεντρη τῆς (ΒΓ). 


δ6 Ἡ μεθοδικἡ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήματος 


Ἄ Μιὰ εὐθεῖα ΑΒ κόδει τὶς πλευρὲς μιᾶς ὀρθῆς γωνίας ΧΟΨ στὰ ση- 
μεῖα Α καὶ Β σὲ τρόπ», ὥστε : 


1 1 1 
τοαρ ορ πμ 

(πι γνωστὸ μήκος). Βρῆτε τὴν περιδάλλουσα τῆς εὐθείας ΑΒ. 

Γιὰ ν΄ ἀποκτήσουμε σχέση 
παρόμοια μὲ τὴ δοσµένη συνθή- 
κη, Ὀὰ φέρουμε φυσικὰ στὸ 
΄ σχ. 08 τὸ ὖψος ΟΗ τοῦ ὀρῦ. τογ. 

ΔΟΒ. Ξέρουμε τότε ὅτι: 


ο τω. 1 ας ο. 
Ὁ ' (64) 'τοῬς τομν΄ 
κ - Τὸ συμπέρασμα εἶναι ὅτι : 
χ. 


(ΟΗ) Ξ-πι κι ἑπομένως ἢ εὐθεῖα 
ΛΠ ἐφάπτεται πάντοτε στὸ περιβάλλὸν τόξο Α΄ΗΒ΄ τῆς περιφέρειας (Ο,τι). 


Κάθε χορδή, ποὺ φαίνεται ἀπὸ σταὺερὸ σημεῖο μιᾶς περιφέρειας ὑπὸ 
γνωστὴ γωνία α, ἐφάπτεται σὲ μιὰ ὁμόκεντρη περιφέρεια (ἀφοῦ. 
προφανῶς διατηρεῖ σταθδερὸ μῆκος). 


Ἐ ητεῖται ἡ περιράλουσα τῆς θάσης ΒΡΕ τργ. ΑΒΥ, στὸ ὁποῖο ἡ 4 Α 
μένει σταθερἠ, κατὰ τὸ μέγεθος καὶ τὴ 9Φέση, χι Ἡ περίµετρος ὃτ 
εἶναι γνωστή. 


Γιὰ νὰ φανερώσουμε στὸ σχ. 69 τὸ μῆκος τῆς 
περιµέτρου, ἂς γράψουμε τὸν παρεγγεγραμµένο στὴ 
«Κ Α κύκλο. θᾶναι ὅπως ξέρουμε (Κεφ. 1.Α. σελ. 2) : 
(ΑΔ) Ξ/(ΑΕ) --τ (τ ἡ ἡμιπερίμετρος, ὃ :αἱ Ε 
τὰ σημεῖα ἐπαφῆς). Τὰ σημεῖα λοιπὺν Δ καὶ Ε 
μένουν σταῦερὰ πάνω στὶς πλευρὲς τοῦ τριγώνου, 
ἀφοῦ τ -- στῦ. Ἂρα κι ὁλόκληρη ἡ παρεγγεγραμ 
µένη περιφέρεια, πάνω στὴν ὁποία ἐφάπτεται πάν- 
τοτε ἡ ΒΡΕ, Ἡ Γζητούμενη γραμμὴ εἶναι λοιπὸν τὸ 
περιβάλλον τόξο ΔΜΕ. 


Β. Εὐδεῖες ἀπὸ σταδερὸ σημεῖο 


Ἡ Οἱ διαγώνιες κάθε παραλληλογρύμμου ἐγγεγραμμένου σ᾿ ἄλλο στα- 
γερό, περνοῦν πάντοτε ἀπ᾿ τὸ Χέντρο τοῦ δεύτερου. 


Ἑ Οἱ εὐδεῖες, ποὺ διχοτομοῦν τὶς γωνίες τὶς ἐγγεγραμμένες στὸ ἴδιο 


ΗΙ. Β. Προσδιορισμός μιᾶς εὐθσίας 8τ 


τόξο κύκλου, περνοῦν ὄλες ἀπ᾿ τὸ µέσο τοῦ τόξου αὐτοῦ. (Χρησιμο- 
ποιήσαμε Ίδη τὴν πρόταση αὐτὴ στὰ προθλήματα σελ. 5,60,0θνλπ.). 

Ἑ Κάθε οὐθεῖα, ποὺ Ἰσαπέχει ἀπὸ δωὸ σταθερὰ σημεῖα Α καὶ Ἡ, περ- 
νάει ἀπ᾿ τὸ µέσο τοῦ τμήματος ΑΒ. 

Ἡ Κάθε εὐθεῖα, ποὺ οἱ ἀποστάσεις της ἀπὸ δυὸ σταθερὰ σημµεῖα Α καὶ 
Ὦ ἔχουν λόγο σταθερό, περνάει ἂἄπ' τὸ ἕνα ἂπ᾿ τὰ σημεῖα, ποὺ 
διαιροῦν τὸ τμῆμα ΔΗΒ στὸ σταθερὸ λόγο (ἐσωτερικὰ ἢ ἐξωτερικά]. 

Ἡ Κάθε χορδὴ κύκλου, ποὺ φαίνεται ἀπὸ ἕνα σημεῖο τῆς περιφέρειας 
ὑπὸ ὀρθὴ γωνία, περνάε' ἀπ᾿ τὸ κέντρο τοῦ κύκλου. 


Ἠ Οἱ εὐθεῖες, ποὺ ἐνώνουν τὰ ἄκρα παραλλήλων ἀκτίνων δηὸ κύκλων 
Η καὶ Α, περνοῦν ὅλες ἀπὸ κάποιο σταθερὸ σημεῖο ϐ) τῆς δία- 
κέντρου (σχ. 70). 


Ἡ ἀπόδειξη γίνεται εὔκολα μὲ τὴ βοήθεια τῶν ὅμοιων τργ. ΟΚΑ 
παὶ ΟΛΒ, ἂἀπ᾿ ὅπου συμπεραίνουμε ὅτι τὸ σημεῖο Ὁ κχωρίξζει τὴ 
διάκεντρο στὸ λόγο τῶν ἀκτίνων -- ἄρα εἶναι σταθερό. Τὸ σημεῖο αὐτὸ 
τὸ λέμε κέντρο ὁμοιότητας τῶν δυὸ κύκλων. 

Ὑπάρχουν πάντοτε δυὸ τέτοια χέντρα ὁμοιότητας γιὰ κάθε ζεῦγος 
κύκλων. Τὸ ἕνα ἀντιστοιχεῖ στὴν περίπτωση ὅπου οἱ δυὸ παράλληλες 
ἀκτῖνες ἔχουν τὴν ἴδια φορά (εἶναι ὁμόρροπες), βρίσχεται στὴν προέ- 
κταση τῆς διακέντρου καὶ λέγεται ἐξωτερικὸ κ. ὃμ. Τὸ δεύτερο ἀντιστοι- 
χεῖ σὲ ζεῦγος ἀπὸ ἀντίρροππες ἀχτίνες, βρίσκεται ἀνάμεσα στὰ κέν- 
τρα τῶν δυὸ κύκλων καὶ λέγεται ἐσωτερικὸ κ.ὁμ. Στὸ σχ. το Ο εἶναι τὸ 
ἐξ. καὶ Ο’ τὸ ἐσ. κ. ὁμ. 

Καὶ τὰ δυὸ αὐτὰ κέντρα ὁμοιότητας χωρίζουν, ὅπως εἴπαμε, τὴ 


3 ή Εξ - ΄ ’ ’ 
διάκεντρο στὸ λόγο --- τῶν ἀκτίνων. "Αν θέλαμε νὰ ξεπεράσουμε κά- 
ϱ 


πως τὰ ὅρια τῆς Στοιχειώδους Γεωμετρίας (ὅπου στὰ μήκη δὲν ἀποδίδουμε 
φορὰ κι ἑπομένως μήτε ἀλγεβρικὸ σημεῖο) θὰ μπορούσαμε νἁ διακρί- 
νουµε τὸ ἐξωτερικὸ κ. ὁμ., ποὺ ἀντιστοιχεῖ σὲ ὀμόρροπες-- δηλ. ὁμόση- 


, 3 Σ . 3 λ ιά -- /΄ ά . 
µμες- παράλληλες ἀκτῖνες, ἀπ᾿ τὸ Ὀετικὸ πρόσημο τοῦ λόγου (ἠ- -) 


[ Ελ Ν ΄ κ Ν ΄ ν) ν 3 ] ς 
Ο ἀρνητικὸς λόγος (-- ο) δὰ χαραχτηρίζει φυσικἀ τὸ ἐσωτεριχὸ κ.ὀµ. 


Κάπως περισσότερη µελέτη γιὰ τὰ πρόσηµα δὰ κάνουμε πάρα - κά- 
τω (ὁμοδεσία χλπ.). Ἐδῶ ἂς παρατηρήσουμε ἀκόμη ὅτι οἱ κοινὲς ἐξω- 
τερικὲς ἐφαπτόμενες, ποὺ ὑπάρχουν ὅταν ἡ μιὰ περιφέρεια δὲν περι- 
βάλλει ἐντελῶς τὴν ἄλλη, περνᾶνε κι οἳ δυὸ ἀπ᾿ τὸ ἐξωτερικὸ κέντρο, 
ἑνῶ οἱ κοινὲς ἐσωτερικὲς-- ἔρόσον ὑπάρχουν, δηλ. ἐφόσον ὁ ἕνας χύχκλος 
εἶναι ἔξω ἀπ᾿ τὸν ἄλλο-- περνᾶνε ἀπ᾿ τὸ ἐσωτερικὸ κ. ὃμ. 

Τὸ ἐξωτερικὸ ἈΧχέντρο ἀπομακρύγεται στὸ ἄπειρο ὅταν οἱ κύκλοι 
γίνονται ἴσοι. Γιά τὶς ὁμόκεντρες περιφέρειες δὲν μποροῦμε νὰ καθορί- 
σουµε κανένα ἀπ᾿ τὰ δυὸ κέντρα (μποροῦμε ὅμως νὰ δεχτοῦμα ὅτι καὶ 
τὰ δυὸ συμπίπτουν στὸ χοινὸ χέντρο τῶν κύκλῶν). 


ὃ Μιὰ κινητὴ εὐθεῖα κπόθει τὶς πλευρὲς ΟΧ κι ΟΨ μιᾶς ὰχ Χοψ 
στὰ σηµεία Α καὶ ἩὮ σὲ τρόπο, ποὺ νάναι : 


1 1 1 


(0Α) τν (08) ον | 
Αποδείξτε ὅτι ἡ αὐθεῖα αὐτὴ περνάει ἀπὸ κάποιο σταθερὸ σημεῖο. 

Εἰκάζουμε ὅτι τὸ σταδερὸ σημεῖο 
ἀνήκει στη διχοτόµο τῆς ἅ χοψ 
γιατὶ αὐτὴ εἶναι ἕνας άξονας συµµε- 
τρίας τοῦ σχήματος. 

"Ας πάρουµε πραγματικὰ στὸ σχ. τ1 
τὰ τµήµατα ΟΑ χι ΟΒ ἔτσι, ποὺ νὰ 
ἱκανοποιοῦν τὴ δοσµένη συνθήκη κι ἄς 

Σχ. 27 εἶναι 1 ἣ τομὴ τῆς ΑΒ καὶ τῆς διχοτό- 
µου ΟΖ. "Αν γράψουμε τὴν ΙΓ/0Ψ, 
δὰ σχηµατίσουµε τὰ ὅμοια τργ. ΑΓΙ καὶ ΛΟΒ καὶ θᾶχουμε: 


ΙΓ Α --ΟΓ 
συ ο πσοα-- εἶε ἀφοῦ (1Η) --(Ο)--κ! 
χΧ χΧ χΧ Χ 
ο αγ ρώςς στο ἰ- ποστ 
(68) δα] ο ο] 1 


ο. 1 1 1 
καὶ τέλος: -ττ --- -ττςς -- ----. 
5: [δα] (οβ) κ 
Αὐτὸ συµαίνει ὅτι χ--α, ὑπύτε τὸ 1 εἶναι πολὺ εὔκολο νἁ 
προσδιορισὀ εἴ. 


.᾽Απ᾿ τὸ σημεῖο ἐἑπαφῆς Α δυὸ περιφερειῶν 0 καὶ Ο’, φέρουμε δυὸ κά- 
νετες χορδὲς ΑΒ καὶ ΑΓ (σχ. Το). Ν΄ ἀποδείξετε πὠὼς ἡ εὐθεῖα 
ΒΡ περνάει ἀπὸ σταθερὸ σημεῖο. 


ΠΠ. Γ. Προσδιορισμὸς μιᾶς εὖθείας 80 
'Ἐπειδὴ ἡ γραμμὴ ΟΑΟ΄ εἶναι εὐδεῖα, ἔχουμε : 
«ᾷ ΟΛΒ -- ἆ ΟΑΓ -- 90 ᾖ: 
ϱ0-. «ΑοΒ 
2 
Ἓθυι-- ΑΟΤ -- ο 
9 


εἴτε τέλος : 

«Κ ΑΟΒ -- ἂἅ ΑΟΤ -- 1809, 
Θὰ πεῖ λοιπὸν πὼς οἳ ἀκτί- αι 

γες ΟΒ κι Ο΄Γ εἶναι παράλληλες κι ἑπομένως ἡ ΒΓ περνάει πάντοτε 

ἀπ᾿ τὸ ἐξωτερικὸ κέντρο ὁμοιότητας τῶν δυὸ κύκλων. 


Ἐξετάσαμε στὸ µέρος αὐτὸ' μερικὲς περιπτώσεις ἀπ᾿ τὴ θεωρία γιὰ 
τὶς δέσµες εὐθειῶν (βλ. δρισμὸ στὴ σελ. 16). 
Γ. Εὐδεῖες μὲ γνωστὴ διέὃυνση 


Ἄ Κάθε εὐδεῖα, ποὺ σχηματίζει μὲ τὶς πλευρὲς μιᾶς Ὑωνίας τρίγωνο 
ἅμοιο μὲ ἄλλο γνωστό. 


3 


Ἡ διγοτόµος μιᾶς μετακινούμενης γωνίας, ποὺ οἳ πλευρές της μένουν 
παράλληλες πρὸς γνωστὲς διευθύνσεις, 


Ἑ Μιὰ εὐθεῖα, ποὺ συναντᾶ δυὸ πλευρὲς ἑνὸς τριγώνου σὲ λόγο σταθερό. 


Ἐ Μιὰ εὐθεῖα, ποὺ συναντᾶ μιὰ ἄλλη σταὺερὴ κατὰ γνωστή γωνία. 
Ἀ Μιὰ εὐθεῖα ποὺ περνάει σ ἴσες ἀποστάσεις ἀπὸ δυὸ σημεῖα πρὸς τὸ 
αὐτὸ µέρος της. 
' Ἡ εὐθεῖα, ποὺ οἱ ἀποστάσεις τς ἀπὸ δυὸ σημεῖα πρὸς τὸ ἕνα καὶ 
τ) ἄλλο µέρος της, ἔχουν ἄθροισμα σταθερό. 
Ἡ εὐθεῖα, ποὺ οἱ ἀποστᾶσεις τής ἀπὸ δυὸ σημεῖα πρὸς τὸ αὐτὸ µά- 
ρος της, ἔχουν διαφορὰ σταθερ. 


Ἐ Ἔνα εὐδ. τμήμα μὲ σταθερὸ µῆκος α, ὅταν τ᾽ ἄκρα του Ίγλυ- 
στροῦν πάνω σὲ δυὸ παράλληλες ἐὖθεῖες. 

Μὲ κέντρο κάποιο σημεῖο Μ μιᾶς ἀπ᾽τὶς πα- 
ράλληλες εὐθεῖες (σχ. 10) καὶ μ᾿ ἀκτίνα α. ἂς 
γράψουμε περιφέρεια. Αὐτὴ κόβει τὴν ἄλλη 
παράλληλο στὰ σημεῖα Ν, Ν΄ καὶ καθορίζου- 
ταν ἔτσι δυὸ διευθύνσεις ΜΝ, ΜΝ΄ πρὺς 
τὶς ὁποῖες τὸ τμῆμα α μένει παράλληλο. Ἑν- 
νοεῖται ὅτι ἡ γατασκευὴ αὐτὴ εἶναι δυνατὴ 
ἐφύσον τὸ α εἶναι 2 ἀπ τὴν ἀπόσταση τῶν παραλλήλων. 


Σχ 25 


90 Ἡ µεθοδικὴ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προβλήματος 


Δ. Ἐφαρμογὲς 


Πρόβλημα: «Νὰ κατασκευάσετε τργ. ΑΒΓ, ὅταν ξέρετε τὴ 
ὰχ Α, τὴν περίμετρο ὦτ καὶ τὴν ἀκτίνα ρ τοῦ ἐγγεγραμμένου 
χύκλου». 

Ὅπως στὰ περισσότερα προβλήματα, ὅπου ξέρουμε τὴ χ Α καὶ 

Α τὴν ἡμιπερίμετρο τ, τοποῦετοῦμε 
τὴ γνωστὴ γωνία (σχ. 14) καὶ πάνω 
στὶς πλευρές της παίρνουμε μήκη 

κ (ΑΔ) -- (ΑΕ) --τ 

(Κεφ. Ἱ. Α. σελ. 98). Μποροῦμε 

νᾶχουμε ἀμέσως τὴν παρεγγεγραµ- 

µένη στὴν «ἆἵ Α περιφέρεια, ἀφοῦ 
αὐτὴ ἐφάπτεται στὰ σταθερὰ σημεῖα 

Δ καὶ ΒΕ στὶς πλευρὲς τῆς γωνίας.Ἡ 

περιφέρεια αὐτὴ (ἡ ἀχριβέστερα τὸ 

τόξο ΔΜΕ) εἶναι κιόλας μιὰ περιβά- 
λουσα τῆς ἄγνωστης βάσης ΒΓ τοῦ 

τριγώνου (βλ. σελ. 86). 

Μιὰ δεύτερη περιβάλονσα τῆς 

ΒΕΓ εἶναι ἡ ἐγγεγραμμένη στὴ γω- 

γία Α περιφέρεια, ποὺ ἐπίσης µπο- 

ροῦμε ἀμέσως νὰ τὴν κατασκευάσου- 

µε, ἀφοῦ ξέρουμε τὴν ἀχτίνα της ρ. 
Δὲ μένει παρὰ νὰ κατασκευάσου: 

µε μιὰ κοιν ἐσωτερικὴ ἐφαπτομένη 

στὶς δυὸ αὐτὲς περιφέρειες. 

Τὺ πρόβλημα εἶναι δυνατό, ἐφόσον οἳ περιφέρειες δὲν τέμνονται. 


Σκ. σα 


Πρόβλημα: κ«Δίδεται 4 Α καὶ σημεῖο Ρ µέσα σ᾿ αὐτή. Νὰ φέ- 
ρετε ἀπ᾿ τὸ Ῥ τέµνουσα, πού, μαζὺ μὲ τὶς πλευρὲς τῆς γωνίας, νὰ 
σχηματίζει τρίγωνο μὲ τὴν ἑλάχιστη περίμετρο». 

"Ας γράψουμε (σχ. 4) τυχαία περιφέρεια, ποὺ νὰ ἐφάπτετιι στὰ 
Δ καὶ ΕΒ στὶς πλευρὲς τῆς Ὑωνίας Α, μὲ τὸ μοναδικὸ περιορισμὸ τὸ ση- 
μεῖο Ῥ νὰ μένει ἔξω ἀπ᾿ αὐτὴ πρὸς τὸ µέρος τῆς κορυφῆς Α. Ὅποια- 
δήποτε ἑφαπτομένη ΒΙ τῆς περιφέρειας αὐτῆς ἀπ᾿ τὸ Β, ἀποκόβει τρί- 
γωνο μὲ περίµετρο 2:(ΑΔ).ὍΌσο τὸ μῆκος ΑΛ γίνεται μικρότερο, τόσο κι 
ἤ περίµετρος µικραίνει-- φτάνει νἁ μὴ παραβαίνουµε τὸν παραπάνω πε- 
ριορισμὸ γιὰ τὸ Ρ. Εἶναι φανερὸ πὼς ἡ ὁριαχὴ περίπτωση τοῦ ἐλάχι- 
στου τ ἀντιστοιχεῖ στὴν παρεγγεγραμμµένη περιφέρεια, ποὺ περνάει ἀπ᾿ 
αὐτὸ τὸ ἴδιο τὸ . 


ΠΙ. Δ. Ἱροσδιοριαμὸς μιᾶς εὐθείας μ] 
Πρόβλημα: «Νὰ περιγράφει γύρω σὲ κύχλο ἕνα τραπάζιο, 
ὅταν ξέρετε τὶς μὴ παράλληλες πλευρές του». 


Θὰ φέρουμε στὴν ἀρχὴ δυὸ ὁποιεσδήποτε || ἐφαπτόμενες ΑΧ καὶ ΒΨ. 
Τὰ σημεῖα ἐπαφῆς Α καὶ Β εἴναι βέβαια ἄκρα κάποιας διαμέτρου. Κα- 
δεμιὰ ἀπ᾿ τὶς | παράλληλες πλευρές, καδὼς ἔχει γνωστὸ μῆκος καὶ 
πτάχρα της γλυστροῦν πάνω στὶς Χ καὶ Ψ, διατηρεῖ γνωστὴ διεύθυνση 
μαὶ δὲ μένει πιὰ παρὰ νὰ φέρουμε σὲ γνωστὴ περιφέρεια ἐφαπτόμενες 
εὐθεῖες μὲ διευθύνσεις γνωστές. 


Πρόβλημα: «Νὰ γραφεῖ εὐθεῖα, ποὺ νὰ περνάει σὲ Ὑνωστὲς 
ἀποστάσες α καὶ Ὁ ἀπὸ δυὸ σταθερὰ σημεῖα Α καὶ Β». 
Ἡ εὐθεῖα, ποὺ ζητᾶμε, εἶναι κοινὴ ἐφαπτομένη στὶς περιφέρειες 
(Α, α) καὶ (Β, Ὁ). Γενικὰ λύσεις. 


Πρόβλημα: «Νὰ κατασχευάσετα τρἰγωνο, ὅταν γνωρίζετε τῇ 
ἅ Α, τὸ ὕψος ΑΗ -- Ἡ καὶ τὴν ἀκτίνα ρ τοῦ ἐγγεγραμμέάνου 
κύχλρου». 
Τοποῦετοῦμε στὸ σχ. Τὃ τὴ 
4 Α κι ἐγγράφουμε σ᾿ αὐτὴ πε- 
θιφέρεια μ᾿ ἀκτίνα ϱ. Γράφουµε 
ἀκόμα τὴν περιφέρεια (Δ, Ἡ) καὶ 
παρατηροῦμε πὠὼς ἢἡ βάση ΒΙ 
εἶναι κοιγἠὴ ἐξ. ἐφαπτομένη στὶς 
δυὸ αὐτὲς περιφέρειες. 
Ἡ εὐθεῖα ἩΓ ὑπάρχει ὅταν 
Ἡ «(ΑΔ) καὶ συναντᾶ τὶς πλευ- 
ρὲς τῆς δοσµένης γωνίας ἰὅταν 
Ἡἃ }ὸ 3ρ. 


Πρόβλημα: «᾿Απὸ σημεῖο ] 
µέσα σὲ τργ. ΑΒΓ νὰ γραφεῖ τέµνουσα, ποὺ νὰ συναν- 
τᾶ τὶς πλευρὲς τῆς χ Α στὰ σημεῖα Α καὶ ΕἘ, ὅταν 
(ΔΕ) -- (ΒΑ) -- (ΓΕ)». 
αἱ Ἡ περίµετρος τοῦ τργ. ΑΔΕ (σχ. Τ6) εἶναι : 
(ΑΔ) (ΔΕ) -- (ΒΑ) Ξ (ΑΔ) -Ε (9Δ) -- 
Έ (ΓΕ) «- (8Α) -- (ΑΒ) Ί- (ΑΓ) -- δέ 
(Ωωστὸ μῆχυς). 
Εἶναν πιὰ ἁπλὸ σύμφωνα μὲ τὰ προηγού- 
μενα (σελ. 86) νὰ βρυῦμε τὴν περιβάλουσα 
κ. 26 τῆς εὐδείας ΔΕ κλπ. 
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Πρόβλημα: «Δίδονται δυὸὀ παράλληλες αὖθεῖες Χ καὶ Ψ καὶ ση- 
μεῖο Α. Ἀητεῖται νὰ Υραφοῦν ἀπ᾿ τὸ Α δυὸ κάθετες εὐθεῖες ΑΒ 
πι ΑΙ (Β ἡ τομὴ μὲ τὴ Χ καὶ Γ ἡ τομή μὲ τὴ Ὁ) σὲ τρόπο, ποὺ 
τὸ τμήμα ΒΓ νᾶχει γνωστὸ μῆκος 8». 

Τὸ τμῆμα ΒΕΡ διατηρεῖ σταῦε- 
ρἡ διεύθυνση ΜΝ ἢ ΜΝ΄ (σχ. ττ). 
Ἡ διεύθυνση λοιπὸν τοῦ ὔ- 
ψους ΑΗ. ΒΓ εἶναι ἐπίσης γνω- 
στὴ καί, καδὼς τὸ Α εἶναι στα- 
δερό, ἔχουμε κιόλας ἕνα τόπο 

τοῦ Ἡ--- τὴν εὐθεῖα 7. 

Γιὰ νὰ βροῦμε ἕνα δεύτερο 
τόπο τοῦ Ἡ, ἂς παρατηρήσουμε 
Σχ. 27 ὅτι τὸ τετράπλευρο ΑΔΒΗ εἶναι 

ἐγγράψιμο σὲ Κύκλο μὲ διάµετρο ΑΒ, ἄρα: 


«« ΑΔΗ -- ἂ ΑΒΗ. 
Ἐπίσης : ἆ ΑΡΗ -- ἅ ΑΓΗ ἀπὶ τὸ ἐγγράψιμο ΑΕΤΗ. 
Συμπέρασμα : ' 
«ἆ ΑΔΗ - ἂἅ ΑΡΗ -- ἆ ΛΒΗ -- ἅ ΑΓΗ -- 909, 


Αὐτὸ θὰ πεῖ ὅτι τὸ τργ. ΔΗΕ, εἶναι ὀρδογώνιο κι ὅτι τὸ σημεῖο 
Ἡ ἀνήκει ἐπίσης σὲ γνωστὴ περιφέρεια μὲ διάµετρο ΔΕ; 


Ἡ τομή τῆς περιφέρειας αὐτῆς καὶ τῆς εὐδείας Ζ προσδιορί- 
ζει τὸ Η. 


Ἡ διερεύνηση θὰ βασισθεῖ στὸ γεγονὸς ὅτι ὑπάρχουν δυὸ διευ- 
Ὀύνσεις σὰν τὴν ΑΠ καὶ θὰ συμπληρωθεῖ μὲ τὴ µελέτη τῆς δυνατότη- 
τας τοῦ προβλήματος ὅταν τὸ Α βρίσκεται ἔξω ἀπ᾿ τὴ ζώνη τῶν πα- 
ραλλήλων. 


Ἕλλλη λύση εἶναι νὰ ζητήσουμε τὸν προσδιορισμὸ τοῦ µέσου τοῦ 
τμήματος ΒΓ) μὲ τὴ μέθοδο τῆς τομῆς τῶν γεωμ. τύπων. 


Πρόβλημα: «Νὰ περιγράφετε τετράγωνο γύρω ἀπὸ δοσμένο 
τετράπλευρο ΑΒΓΔ», 


Κατὰ τὸν ἀναλυτικὸ τρόπο, ἂς εἶναι στὸ σχ. Τ8 ΠΡΣΤ τὸ ζη- 
δω ο. Ἡ κορυφὴ Ἡ ἀνήκει σὲ περιφέρεια μὲ διάµετρο 
.... σὲ ἄλλη μὲ διάμετρο ΓΔ. ἾἘξ ἄλλου ἡ διαγώνιος ΠΣ 
πορνάι ὁ Ἡ ον γωνίες καὶ Σ τοῦ τετραγώνου καὶ κατὰ συγέπεια 
. ἀπ᾿ τὰ µέσα Μ καὶ Ν τῶν ἀντίστοιχων τόξων. ὍὉ ρόλος τῆς 

υσης τελειώνει μὲ τὴν παρατήρηση ὅτι τὰ σημεῖα Μ καὶ Ν εἶναι 
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γνωστά, χωρὶς νὰ θεωρήσουμε τὸ πρόβλημα λυμµένο--ἄρα γι ἡ εὖὐ- 
θεῖα ΠΣ. 


ο 


κ, 
Πρόβλημα: «Νὰἁ χατασκευάσετε δυό εὐθύγραμμα ταήµατα χ 
καὶ Υ σὲ τρὀπο, ποὺ νάναι : 
Ι 1 
Επ των απο πλω 
(α καὶ Ὁ γνωστά μήκη)». 


Ας θεωρήσουμε τὰ κ καὶ Υ σὰν 
κάδετες πλευρὲς κάποιου ὀρῦ. τργ. ΔΒΓ. 
Ἡ  ὑποτείνουσα ΒΓ, σύμφωνα μὲ τὴν 
πρώτη σχέση, ὀφείλει νὰ περνάει ἀπ τὸ 
σταθερὸ σημεῖο Δ τῆς διχοτόµου ΑΔ, 
ποὺ ἀπέχει ἀπ᾿ τὶς πλευρὲς τῆς ὀρθῆς 
γωνίας τὴν ἁπόσταση α. Εξ αἰτίας τῆς 
δεύτερης σχέσης ἡ ΒΓ ἐφάπτεται στὴν πε- 
οιφέρεια (Α, ὃ). Θὰ φέρουμε λοιπὸν ἀπ᾿ τὸ 
Δ τὴν ἐφαπτομένη σ᾿ αὐτὴ τὴν περιφέρεια. 

Ἡ συνθήκη γιὰ τὴν ὕπαρξη λύσης εἶναι: 

ασ ὓς (ΑΔ) εἴτε : α«ὓς ας. 
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Προβλήματα 


169.- Νὰ φέρετε ἐφαπτομένη σὲ μιὰ περιφέρεια 
α) ποὺ νὰ περνάει σ᾿ Ἴσες, ἁποστάσεις ἀπὸ δυὸ δοσµένα σημεῖα 
ϐϱ) ποὺ ν᾿ ἀποτέμνει ἀπὸ ἄλλη δοσµάνη περιφέρεια χορδὴ μ᾿ ὁρι- 
σμένο μῆχος : 

Υ) τέτοια, ὥστε τὸ εὖθ. τμῆμα της μεταξὺ δυὸ παραλλήλων αὐθειῶν 
νᾶχει δοσμένο µῆκος. 

170.-- Νὰ γράψετε τέµνουσα ποὺ νὰ καθορίζει πάνω σὲ δυὸ κύκλους χορδὲς 
μὲ µήχη ὡρισμένα. 

171.--Νὰ γράψετε περιφέρεια ποὺ νὰ τέμνει ὑπὸ ἴσες γωνίες δυὀ δοσµένες 
περιφέρειες. 

112.--Κατασκευάστε ἰσοσκελὲς τραπέζιο ἁπ᾿ τὴν περίμετρο καὶ μιὰ γωνία του. 

1723.--Νά «Χκχτασκευάσαβτε τργ. ἀπὸ µμιὰ γωνία, τὴν περίμετρο χι ἕνα 
ὕψος του. 

174.- Νὰ κατασκευάσετε τργ. ἀπ' τὴν ἀκτίνα τοῦ ἐγγεγραμμένου κύκλου, 
τὴν ἀκχτίνα τοῦ παρεγγεγραμµένου στὴ ὰ Α κύκλου καὶ τὴν πλευρά 
του ΒΓ --α. 

175.---"Ἴδια ἐρώτηση, ὅταν ἀντὶ γιὰ τὴ ΒΓ δίδεται ἡ διαφορά ΑΒ -- ΑΓ -- ἆ. 

176.- Νὰ κατασκευάσετε τργ. ὅταν γνωρίζετε μιὰ Υωνία, τὴν ἀπτίνα τοῦ 
ἐγγεγραμμένου χύχλου καὶ τὸ ἐμδαδό του. 

177.---Νὰ κατασκεψάσετε ὀρθ. τργ. ὅταν δίδονται τὸ ἄθροισμα τῶν καθέτων 
πλευρῶν του κι ἡ ἀκτίνα τοῦ ἐγγαγραμμένου κύκλου. 

178.--Να φέρετε ἀπὸ σημεῖο Α μιὰ εὐθεῖα ποὺ νὰ περνάει σ᾿ ἴσες ἀποστά- 
σεις ἀπὸ δυὸ γνωστὰ σημεῖα. 

179.--Νὰ γράφετε θὐθεῖα σ᾿ ἴσες ἀποστάσεις ἀπὸ τρία γνωστὰ σημεῖα. 

180.---᾽Απὸ σημεῖο Α νὰ φέρετε εὐθεῖα, ποὺ νὰ σχηματίζει ἴσες Ὑωνίες μὲ 
Συὸ δοσµένες εὐθαῖες, 

18].--Νὰ φέρετε ἀπὸ δυὸ σημεῖα δυὸ παράλληλες εὖὐθεῖες, ὅταν ἡ µεταξύ 
τους ἀπόσταση πρέπει νάναι ὡρισμάνη. 

182.-“Νὰ τοποθετήσετε µέσα σ’ ἕνα κύκλο μιὰ χορδὴ μὲ δοσμένο μῆχος 
σὲ τρόπο, ποὺ νὰ διχοτομεῖται ἀπὸ γνωστὴ εὐθεῖα. 

183. - -Τὸ ἴδιο, ὅταν ἡ χορδὴ πρέπει νάναι || πρὸς γνωστὴ διεύθυνση. 

184.--Νὰ ἐγγράφετε σὲ κύκλο τρἰγωνο μὲ τὶς δυὸ πλευρές του παράλληλες 
πρὸς Ὑνωστὲς διευθύνσεις καὶ μὲ τὴν τρίτη ὑποχρεωμένη νὰ περ- 
γάει ἀπὸ γνωστὸ σηµεῖο. 

185.--Τὸ 1ξιο, ὅταν δίδονται οἱ διευθύνσεις καὶ τῶν τριῶν πλευρῶν. 

186.--Νὰ γράψετε τέµνουσα ποὺ νὰ διαιρεῖ μιὰ περιφέρεια σὲ λόγο Ι/, καὶ 
μιὰ ἄλλη σὲ λόγο ὃς. 

187.- Τητεῖται νὰ γραφεῖ εὐθεῖα σὲ τρόπο, ποὺ οἱ ἀποστάσεις της ἀπ᾿ τὶς 
τρεῖς χκορυφὲς ἑνὸς τριγώνου νάναι ἀνάλογες πρὸς τὰ γνωστὰ 
μήκη Ρ, 4, Τ. 
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188.--Νὰ κατασκευάσετε τργ. ΑΒΓ ἀπ τὴν εὐδεῖα ὅπου ἡ βάση ΒΡΓ, τὴν 
ἀπάναντι 4 Α χκὺ ἕνα σημεῖο τῆς ὀξωτεριχῆς διχοτόµου. 


189. -Νὰ ἐγγράφετε σὲ χύχλο ἕνα τργ. ΑΒΓ ἀπ᾿ τὴ χ Α κι ἀπ᾿ τὸ γε- 
γανὸς ὅτι οἱ πλευρὲς ΑΒ καὶ ΒΙ ἐφὰάπτονται σὲ δυὸ γνωστὲς 
περιφέρειες. 

190.--Νὰἁ 6ρεῦεἴ πάνω σὲ μιὰ εὐθεῖα ἕνα σημεῖο Μ τέτοιο, ὥστε, ἂν γρα- 
φοῦν οἱ ἑφαπτόμενες ΜΑ καὶ ΜΒ σὲ γνωστη περιφέρεια, ἡ χορδή 
τῶν ἐπαφῶν ΑΒ νὰ φαίνεται ὑπὸ γνωστή γωνία ἀπ' ἕνα σημεῖο ΡΕ 
τῆς περιφέρειας. 

191.--᾽Απ᾽ τὸ σημεῖο τομῆς Ῥ δυὀὸ περιπερειῶν φάρουµε τὶς { τάµνουσες 
ΑΡΒ κι Α΄ΡΒ’. Ζητεῖται ὃ ἤεωμ. τόπος τῆς τομῆς τῶν αὐθειῶν 
ΑΑ΄ καὶ ΒΡΕ’. 


192.--Νὰ ἐγγράψετε σὲ ἈΧύκλο ἕνα τετράπλευρο ἀπ᾿ τὶς διαγώνιες καὶ τὴ 
γὠνία τους. 


193,---Τὸ ἴδιο, ὅταν ἀντὶ γιὰ τὴ γωνία τῶν διαγωνίων δίδεται τὸ ἀμδαδὸ 
τοῦ τετραπλεύρου. 


194.--Δίδονται δυὸ ὁμόκεντρες περιφέρειες κι ἕνα σημεῖο Ρ. Νὰά φέρετε 
τέµνουσα ΡΛΒ- τὰ Α καὶ Β πάνω στὴ µεγάλη περιφέρεια-- ἄτσι, 
ὥστε ἡ κάθετος ἀπ᾿ τὸ Α πρὸς αὐτὴ τὴν τέµνουσα νὰ ἐφάπτεται 
στὴ μικρη περιφέρεια. 

105.--"Ὅταν δυὸ περιφέρειες ἑφάπτονται ἑξωτερικὰ Ἡ ἑσωτεριχά, τότε τὸ 
σημεῖο ἑπαφῆς εἶναι ἀντίστοιχα τὸ ἑσωτερικό ἢ τό ἐξωτερικό κάν- 
τρο ὁμοιότητας. Νὰ διερευνήσετε τὰ σχετικἁ μὲ τὴν ὕπαρξη καὶ 
τὴν κατασχευη τῶν κοινῶν ἐφαπτομάνων καὶ τῶν κέντρων ὅὁμοιό- 
τητας γιὰ ὅλες τὶς δυνατὲς σχετικὲς θάσεις δυό χύκλων, 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ιν 


ΜΕΤΑΦΟΡΑ 


Δ. Στὸ ἐπίπεδο 


Στὰ τρία προηγούμενα χεφάλαια µελετήσαµε τὰ προβλήματα, ποὺ 
ἡ λύση τους εἶχε ἐξαρτηθεῖ ἀπ᾿ τὸν προσδιορισμὸ ἑνὸς σηµείου ἢ μιᾶς 
εὐδείας. Τώρα ϐ᾽ ἀρχίσουμε ν᾿ ἀσχολούμαστε μὲ προβλήµατα θέσης, μὲ 
προβλήματα δηλ. ποὺ ἢ λύση τους ἐξαρτᾶται τελικἀ ἀπ᾿ τὴ σχετικὴη θέση 
ποὔχουν τὰ διάφορα γεωμετρικἁ στοιχεῖα μεταξύ τους. 

Θ᾽ ἀρχίσουμε μὲ τὴν ἁπλῆ περίπτωση τῆς παράλληλης µετατόπι- 
σης ἢ μεταφοράς (”). 

᾽Απὸ κάδε σημεῖο Α.,Β, 
ε τοῦ τυχαίου σχήματος ὃ 
(σχ.δ0) φέρουμε τὰ ἴσα, πα- 
θάλληλα κι ὁμόρροπα(πρὸς 
τὴν αὐτὴ κατεύθυνση) 
τμήματα ΑΑ΄, ΒΒ’,... Ὁ 
γεωµ. τόπος τῶν ἄκρων 
Α΄, Β'..- εἶναι ἕνα 
σχῆμα 8’, ποὺ λέμε ὅτι 
ὃ Α προέρχεται ἀπ᾿ τὸ ὃ μὲ 

«μεταφορά», 

Τὸ νέο σχῆμα εἶναι ἴσο μὲ τ᾽ ἀρχικό. Γιὰ νὰ τἀποδείξουµε, ἂς 
πάρουµε τὸ τυχαῖο σημεῖο Α. τοῦ 8 κι ἂς κάνουµε αὐτὸ τὸ τελευταῖο νὰ 
μετακινηθεῖ παράλληλα πρὸς ἑαυτό, χωρὶς δηλ. Υ᾿ ἀλλάξουν οὔτε οἳ σχετι- 
κὲς ἀποστάσεις τῶν σημείων του οὔτε οἱ γωνίες τῶν γραμμῶν του μεταξύ 
τους χι ὡς πρὸς τὸν περιβάλλοντα χῶρο, καὶ μέχρις ὅτου τὸ σημεῖο Α φτά- 
σει στὴ νέα του θέση Α΄. Εφόσον τὸ σχῆμυ ὃ ἔμεινε κατὰ τὴν παράλληλη 
μετακίνησή του ἀμετάβλητο, καθένα ἀπ᾿ τὰ σημεῖα του, καὶ τὸ τυχαῖο Β, 
ἔγραψε τμῆμα ΒΒ΄ || -- ΑΑ’. Μ’ ἄλλα λόγια, στὸ τέλος τῆς κίνησης, 
τὸ τυχαῖο σημεῖο τοῦ 8 ἔργεται σὲ κάποιο ἀντίστοιχο σημεῖο τοῦ Β΄ καὶ 
τὰ δυὸ σχήµατα ταυτίζονται. Ἐΐναι λοιπὸν ἴσα. 


Σχ.δ0 


(3) Βλέπε ἀχόμη στὰ παρακάτω κεφάλαια γιὰ τὴ στροφή, ὁμοθεσία κλπ. 


ΙΝ. Λ. Μεταφορὰ υχ 


Ἰδοὺ ἀκόμα δυὸ σχετικὰ μὲ τὴ μεταφορὰ θεωρήματα : 


Ἐ "Ἂν δυό ἐπίπεδα σχήματα ἔχουν τὶς πλευρές τους ἴσες, παράλληλες χι 
ὀμόρροπες μιά πρός μιά, τότε τό ἕνα ἀπ᾿ αὐτὰ μπορεῖ νὰ ἑἐραρμόσει 
πάνω στὸ ἄλλο μὲ μιὰ παράλληλη μεταρορᾶ. 


Αποδείξτε το μὲ τὴ βοήθεια τῶν παραλληλογράμμων, ὅπως τὸ 
ΑΒΗΒ΄Α΄ τοῦ σγ. 90. 


Ἡ Δυό διαδοχικὲς μεταφορὲς ἑγός σχήματος 3 κατὰ ΟΙ] κι 0Λ, ὁδηγοῦν 
στὴν ἴδια τελική θέση μὲ τὴ μεταφορὰ κατὰ (Μ, ὅπου 01 εἶναι ἡ 
διαγώνιος τοῦ παραλληλογράμμου ΟΚΜΑ (σχ. δ0). 

Αὐτὸ εἶναι φαγερό, ἀφοῦ ΑΜ Ί-- ΟΚ. Ἡ μεταφορὰ κατὰ ΟΜ λέ- 
γεται «σηνισταμόάνη», ἐνῶ οἳ μεταφορὲς κατὰ ΟΕ κι ΟΛ εἶναι οἱ «συνι- 
στῶσες» της. 

Τὸ µέγεῦος, ποὺ καθόρισε πρὶν τὴ µεταφορἀ τοῦ 5, ἦταν τὸ εὐθ. 
τμῆμα ΑΑ΄. Σὲ κάθε μεταφορὰ θὰ ὑπάρχει ἕνα τέτοιο χαρακτηριστικὸ 
τμῆμα κι εἶναν φαγερὸ ὅτι ὁ γεωμετριχὸς ιετασχηματισμὸς τῆς µεταφο- 
ερᾶς εἶναι ἐντελῶς καθυρισµένος, ὅταν δοθεῖ ἐκεῖνο. Γιὰ συντοµία ἂς ὄνο- 
μάσουμε τὺ καοριστικὸ τμῆμα «δδίκτη» τῆς μεταφορᾶς. Ακόμα μποροῦ- 
µε νά δεωροῦμε σὰν θετικὴ τῆ φορὰ τοῦ δείκτη ἀπ᾿ τὸ ἀρχικὸ σχῆμα 
πρὸς τὸ νέο καὶ τὴν ἀντίθετη ἀργητική. 

Τὰ σχήµατα 5 θάναι στὴν Ἐπιπεδομετρία περιφέρειες εἴτε εὐθεῖες. 


Μεταφορὰ μιᾶς εὐθείας: ”Λς εἶναι ἡ εὐθεῖα Χ (σχ. 81) τὸ ἁρ- 
χικὸ σχῆμα καὶ ΣΤ -- α ὁ δείκτης τῆς μεταφυρᾶς. Γιὰ τὴν κατασκευὴ 
τῆς μεαιοπισ]ένης εὐθείας γατὰ α, δὰ 
πάρουµε ἀπ᾿ τὸ τυχαῖο σημεῖο Ε τῆς 
Χ τμῆμα ΡΜ ἱἱ--α κι ἀπ᾿ τὸ ἄκρο Μ . 
δὰ «φέρουμε τὴ ΜΖ]|)Χ. Ἐϊναι τότε 
φανερὸ ὅτι ἂν Α εἶναι δεύτερο τυχαῖο 
σημεῖο τῆς Χ καὶ ΑΒ ΡΜ ΙΣΤ, δάναι 
ἐξ  αἰτίας τοῦ παραλληλόγραμμου 
ΑΡΜΒ κιὶ ΑΒ -- α. 

Τέλος, ἐπειδὴ κατ᾽ ἀρχὴ στὸ γεω- 
μετρικὸ μῆχος α δὲν ἀποδίδουμε φορά, 
μποροῦμε νὰ ξεκινήσουμε ἀπ᾿ τὸ Ρ καὶ 
πρὺς τὴν ἀντίθετη κατεύθυνση Μ΄. Θἄχουμε ἔτσι μιὰ δεύτερη µετατο- 
πισµένη εὐθεῖα Ζ΄, ποὺ ἁρμόζει ἐξ ἴσου. 


Σχ δ/ 


Μεταφορὰ μιᾶς περιφέρειας: Πρόκειται νὰ µεταφέρουµε τον 
περιφέρεια Ο τοῦ σχ. 89 χατὰ τὸ δείκτη α. 

φέρουμε ἀπ᾿ τὸ κέντρο Ο τὴν εὐθεῖα ΧΧ’ | α καὶ παίργουµε πάνω 
σ᾿ αὐτὴ τὰ τμήματα (Ο1) --- (01΄--α. Ἔπειτα μὲ γέντρα τὰ 1 καὶ 1΄ κι 
ἀχτίγες ἴσες μὲ τῆς ὀργικῆς περιφέρειας, γράφουμε δνὸ γέους κύκλους. 
Ωω. 1 αιαῖτε - . Βρυδούση Γεωμετρία ι 
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Γιὰ ν᾿ ἀποδείξουμε ὅτι ἡ περιφέρεια 1 εἶναι ἡ Ο μετατοπισμέν 
κατὰ α, παίρνουμε τυχαῖο σημεῖο Α τῆς 0 καὶ γράφουμε τὴν ἀκτίνα 
ΙΜ | ΟΑ. Ἐπειδὴ ἀκόμη 
(ΙΜ) -- (ΟΑ), τὸ τετρά- 
πλευρο ΌΑΜΙ εἶναι πα- 
ραλληλόγραμμο κι ἐπομέ- 
γως ΑΜ --- Οἵ || -- . 
Δηλαδὴ τὸ Μ προέρχεται 
ἀπὸ κάποιο σημεῖο τῆς ο 
μὲ μεταφορὰ κατὰ α. 

Γιὰ τὴν περιφέρεια 
Σκ. ὅ5 ο. ονομα 
ἰσχύουν ἀκριβῶς τὰ ἴδια. 


Σὲ τί μᾶς χρησιμεύει ἡ µεταφορά.Ἡ ἀξία τῆς μεταφορᾶς βρίσκεται 
στὴ δυνατότητα ποὺ μᾶς δίνει νὰ πλησιάζουµε μεταξύ τους δυὺ γραµµές, 
χωρὶς καθόλου νὰ τὶς ἀλλοιώνουμε.Ἰδοὺ μερικὰ σχετικἁ παραδείγµατα: 

ἃ Δυό εὖθ. τμήματα μποροῦμα νὰ τὰ πλησιάσουμε μεταξύ τους σὲ τρόπο, 
ποὺ νᾶχουν κοινὴ ἀρχή. 

Ἐ "Ἔνα ἄθροισμα ἢ μιὰ διαφορὰ παραλλήλων τμημάτων, μποροῦμε νά 
τὰ πραγµατοποιήσουµβ πάνω στὴν ἴδια εὐθεῖα. 

Ἡ "Οταν γνωρίζουμε μερικὰ στοιχεῖα ὀνός σχήματος, μποροῦμε ἴσως νὰ 
τὰ μεταφέρουμε ἔτσι, ποὺ νἁ Υίνδι δυνατὴ ἡ κατασκευἠ ἑνός μέρους 
τοῦ σχήματος. 

Ἠ Μιὰ τέµνουσα δυό χύκλών εἶναι δυνατὸ ν᾿ ἀντικατασταθεῖ ἀπό ἄλλη, 
ποὺ νὰ περνάει ἀπ᾿ τὸ σημεῖο τομῆς δυό περιφερειῶν (τῆς μιᾶς ἀπ 
τὶς δυὸ καὶ τῆς δεύτερης µετατοπισμένης). 


Θεώρημα; «Σὸ κάθε ἰσοσκελὲς τραπάζιο : 
1ο Οἱ γειτονικὲς πρὀς τὴ θάση γωνίες εἶναι ἴσες: 
2ο Οἱ ἀπάναντι γωνίες ἀνὰ δυὸ εἶναι παραπληρωματικές: 
ὅο Οἱ διαγώνιες εἶναι ἰσομήκεις. 
Καὶ τ’ ἀντίστροφα». 
Κατὰ τὴν ὑπόδεση εἶναι (σχ. 88) : 
(ΑΔ) -- (ΒΓ.. - ᾳ 
1ο. Γιὰ νὰ µπορέσουµε νὰ βγάλου - 
µε ἀπ᾿ τὴν ὑπόδεση τὰ διάφορα συµπε- 
ῥάσµατα, σκεφτόμαστε νὰ πλησιάσουµε 
τὶς ἴσες πλευρές. "Ας μεταφέρουμε 
φον, . ο. Α ε 6 
Υν αὐτὸ τὸ τμῆμα ΔΑ στὸ ΓΕ, ἄἂς φέ- Σχ. δ5 
ϱουµε δηλ. τὸ τμῆμα ΓΒ | -- ΔΑ ἱ 
[τὸ Ε πάνω στὴν ΛΕΒ). Απ΄ τὸ ἰσοσκελὲς τρίγωνο ΕΓΒ, βγαίνει ὅτι: 


«ΤΕΕ -- ἆ ΓΒΕ κεἴει ἂἅ ΔΔΗ-- ἆ ΓΒΑ. 


ΙνΝ. Α. Μεταφορὰ 9υ 


9ο. Ἐϊναι προφανῶς: -ᾱἃᾱ Α-- ἂ δ--9 ὀρῦ. κι ἐπειδὴ (σχ.85) 


ζἄλ-οσε . ἅνεδ--ὰνδ-ο όρῦ 
ῶο. Τὰ τρίγωνα (σχ. 89) ΛΒΔ καὶ ΒΑΓ εἶναι ἴσα. 

Οἱ ἀντίστροφες προτάσεις ἆλη- Δ 
Ὀεύουν ἐπίσης. Ἱζάποια δυσκολία πα- 
ρουσιάζει ἴσως ἡ ἀπόδειξη τῆς ἀντίστρο- 
φης πρύτασης γιὰ τὶς διαγώνιες. 

Βΐναι ἀνάγχη τότε (σχ. 84) νὰ µετα- 
φέρουμε τὴ μιὰ διαγώνιο, π.χ. τὴ ΔΒ, Α Ἑὃ ο. 
στὴν ἀρχὴ Ὁ τῆς ἄλλης, ὁπότε σχηµατί- Σχ. δά 
ζεται τὸ ἰσοσκελὲς τργ. ΑΓζΖ κι ᾗ ἀπόδειξη ἁπλουστεύεται. 

Παρατήρηση. Ἡ μεταφορὰ μιᾶς πλευρᾶς ἢ μιᾶς διαγωνίου 
εἶναι πολὺ συνηθισμένη στὰ προβλήµατα τοῦ τραπεζίου. 

Γιὰ νὰ κατασκευάσουµε π.χ. τυχαῖο τραπέζιο ἀπ᾿ τὶς 4 πλευρές 
του, Φτάγει νὰ κάνουμε τὴν πρώτη µεταφορά, ὁπότε (σχ. 88) ἀποκτοῦμε 
ἕνα τργ. ΒΓΕ μὲ γνωστὲς καὶ τὶς τρεῖς πλευρές του, 

.Ὅταν ξέρουμε τὶς δυὸ βάσεις καὶ τὶς διαγώνιες τοῦ τραπεζίου, δὰ 
χάνουμε τὴ δεύτερη µεταφορά, ὁπότε (σχ. 84) στὸ τργ. ΑΓΖ κι οἱ ὃ πλευ- 
ρὲς δὰ μᾶς εἶναι πάλι γνωστές. 


κ 
3 κ 


Πρόβλημα: «Ανάμεσα σὲ δυό εὐθεῖες Χ καὶ Ἡ νὰ τοποθετηθεὶ 
ἕνα τμῆμα ΑΒ μὲ δοσμένο μῆκος 8 χοὶ παράλληλο πρός γνωστη 
διεύθυνση 3». 


Αν ἡ μιὰ ἀπ᾿ τὶς εὐθεῖες, ἡ Χ, 
μεταφερθεῖ κατὰ τὸ δείκτη α, θά 
περάσει βέβαια ἀπ᾿ τὸ Β. 

Λοιπὸν ἀπ᾿ τὸ τυχαῖο σημεῖο Μ 
τῆς Χ φέρουμε παράλληλο πρὸς τὴ 
Ζ καὶ παίρνουµε πάνω σ' αὐτὴ τὰ 
ἴσα τμήματα ΜΡ -- ΜΡ΄ --α 
(σχ. 9δ). Δὲ μένει παρὰ ἀπ᾿ τὰ Ὁ καὶ 
Ρ΄ νὰ φέρουμε εὐδεῖες Δ καὶ Δ΄ χΧ 
καὶ νὰ γαθδορίσουµε τὰ σημεῖα Β 
καὶ Β΄ ὅπου αὐτὲς συναντοῦν τὴ ὕΨ. 

Ἐφόσον ἀρχικὰ ἡ Ἡ κόβει τὴ Χ, δὰ κόβει γαὶ τὶς παράλληλές 
της Δ καὶ Δ΄ καὶ θάᾶχουμε δυὸ λύσει. Τὸ πρόβλημα Όᾶχει καμμιὰ ἢ 
ἄπειρες λύσεις, ὅταν οἳἵ ἀρχικὲς οὐθεῖες δίδονται παράλληλες. 
- κ. 
Πρόβλημα: «Ανάμεσα σὰ δυό περιφέρειες Ὁ κι 0) νὰ το- 
πονδετήσετα ϱὖὺ. τμῆμα ΛΒ μὲ Ὑνωστό µῆκος α καὶ | πρὀς 
δοσµένη διεύθυνση ἅ». - 
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Τὸ σημεῖο Β, ἐχτὸς ἀπ᾿ τὴν περιφέρεια Ο’, ἀνήκει καὶ στὴ µεταῖο- 
πισµένη περιφέρεια τῆς Ο 
κατὰ τὸ δείκτη 4. Ὑπάρ- 
χουν δυὸ τέτοια µετατο- 
πισµένά σχήματα, οἱ ἴσες 
μὲ τὴν Ο περιφέρειες 1 
καὶ 1’, ὅπου 

ΟΙ --ΟΙΓ Ία. 

Καθένα ἀπ τὸ σημεῖά το- 
μῆς τῆς Ο΄ ναὶ τῆς 1 εἴτε 
Ι΄ (4 τὸ πολὺ) δίνει μιὰ 
λύση (σχ. 86). 


Πρόβλημα: «Δίδονται δυό εὐθεῖες Χ || Β καὶ δυό σηµεῖα Α καὶ 
ἩΏ πρός τό ἕνα καὶ τ᾽ ἄλλο µέρος τῆς ζώνης τῶν παραλλήλων. 
Νὰ θρῆτε τό συντομώτερο δρόµο, ποὺ φέρνει ἀπ᾿ τό Α στό Β, ὅταν 
τὸ κομμάτι τοῦ δρόμου μεταξὺ τῶν παραλλήλων πρέπε: νάναι εὖθ. 

ο πμῆμα παρἆλληλο πρὀς γνωστή διεύθυνση 3». 

Θὰ πάρουµε στὴν ἀρχὴ ἕνα τυχαῖο 
τεθλασμένο δρόµο ΑΓΔΗ μὲ τὸ τμῆμα 
του ΓΔ || Ζ (σχ. 81) καὶ θὰ μελετήσουμε 
τὴ µεταβολὴ τοῦ ἀθροίσματος : 

ὉΞ- (ΑΓ) --- (Γ8) Ἔ (ΔΕ). 

Τὸ τμῆμα ΓΔ ἔχει σταδερὴ διεύ- 
Όννση, ἄρα καὶ µῆκος, ἀφοῦ τελειώνει 
πάνω σὲ δυὸ παράλληλες εὐθεῖες. Γιὰ ἕν εκ 87 
γὰ συνδέσουµε τὰ σταθερἀ στοιχεῖα τοῦ 
σχήματος, ἂς μεταφέρουμε τὸ τμῆμα αὐτὸ στὸ Α, ἂς φέρουμε δηλ. τὸ 
τμῆμα ΑΙΙΙΞ ΓΔ. Τὸ τετράπλευρο ΑΓΔΙ εἶναι τότε ἕνα παραλληλό- 
γοαµµο, ἄρα γαὶ ΑΓ | -- ΙΔ. 

Ὁ τυχοῖος λοιπὸν δρόμος ποὺ πήραμε, εἶναι ἰσομήκης μὲ τὸν 
(ΑΙ) --- (ΙΔ) -- (ΔΒ) κι ἐπειδὴ τὸ ΑΙ εἶναι σταθερό, φτάνει νὸ γίνει ἐλά- 
χιστο τὸ ἄθροισιια (18) -ἴ- (ΔΒ). Εἶναι φανερὸ πώς, ἀφοῦ τὰ σημεῖα 1 
καὶ Ὦ µένουν σταθερό, τὸ ἐλάχιστο αὐτὸ ἀντιστοιχεῖ στὸ εὐὺ. τμῆμα 18. 

Γιὰ τὴν κχατασκευἢ προσδιορίζουµε τὸ τμῆμα ΜΝ, ποὺ 
οἱ παράλληλες ἀποκόβουν ἀπ᾿ τὴ διεύθυνση ᾖ7, φέρουμε τὸ τμῆμα 
ΑΙ | -- ΜΝ κι ἔπειτα οημειώνουμε τὴν τομὴ Ἡ τῆς Ψ μὲ τὴ 18. Ὁ 
ζητούμενος ἐλόχιστος δρόμος εἶναι ὁ ΑΕΗΒ, ὅπου ΕΗ ||7. 


Πρόβλημα: «Δίδεται μιὰ εὐθεῖα Χ καὶ δυό σημεῖα Α καὶ Β 
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πρός τὸ αὐτὸ µέρος της. Ἰητεῖται νὰ τοποθετηθεί πάνω στὴ Χ 
ἕνα εὐθ. τμῆμα ΓΔ μὲ γνωστό µῆκος Κ σὲ τρόπο, ποὺ ὃ δρόμος 
ΑΓΔΒ νάναι ἐλάχιστος». 
Θὰ μελετήσουμε πάλι τὴ µεταβολή τοῦ τυχαίου ἀθροίσματος : 
Ὁ --(ΛΕ) -Γ(Ε2) - 28), 

ὅπου Ώ2 -- κ, Καὶ πάλι ᾗ ἰδέα νὰ 
πλησιάσουμε τὰ σταῦερὰ στοιχεῖα 
μᾶς ὁδηγεῖ στὴ μεταφορὰ τοῦ Ε2Ζ 
στὸ Λ. "Ας εἶνοι ΑΙ 1 -- Ε7. Θὖναι 
τότε ὀχόμη 12 Ξ- ΔΕ κι ἑπομένως : 

Γ στ) -- 12) -- (28). 
᾿Αφοῦ τὸ ΛΙ εἶναι σταθερό, μένει 


νὰ βροῦμε τὸ ἐλάχιστο τοῦ (12) -- ο. 
͵ ; : ο ο Ἡ 
-- (21). Θὰ γρησιµοποιήσουµε τὴν Σχ. δ6 ο. 
ὄννοια τῆς συμμετρίας (βλ. ἵεφ. νΙ). ο, 
ο Ν ,; τ Δ - ε . αν, 
Αν τὸ Η΄ εἶναι συμμετρικὸ τοῦ Ὦ ὡς αγ 
πρὸς τὴν εὐδεῖα Χ, θάνοι 28 --72Β’ - 


καὶ τὸ ἀθροισμα, ποὺ πρέπει νὰ 

μάνουμε ἐλάχιστο, γράρεται (12) -- 28). Τὸ εὖδ. τμῆμα 1Β΄ δίνει τὴ 
μικούτερη τιμή. Ἡ τομή του Δ μὲ τὴ Χ Λλώνει τὸ πρόβλημα κι ἂν 
ΔΡ -- ἰ, ὐ Ὀμιούμενος δῤόμος εἶναι ὁ ΑΓΔΒ. 

Οὐσιαστικὰ ὕστερα ἀπ τὴ μεταφορὰ τοῦ Κ στὸ Α ἀπασχοληθδή- 
καμε μὲ τὸ νὰ χαράξουµε τὸ συντομώτερο δρύμο ΙΔΒ, ποὺ ἑνώνει δυὸ 
σημεῖα ! καὶ Β πρὸς τὸ αὐτὸ µέρος μιᾶς εὐθείας Χ κι ἐγγίζει αὐτὴ τὴν 
εὐθεῖα. Τὴν ἔννοια τῆς συμμετρίας, ποὺ ἐφαρμόσαμε γιὰ τὴ λύση τοῦ 
προβλήματος αὐτοῦ, μελετοῦμε σὲ ξεχωρισιὸ κεφάλαιο (1). 


ἁ 
κα 


Πρόβλημα: «Νὰ γράφετε 2ὖθ, τμῆμα ΔΕ || πρὀς τὴ βάση ΒΓ 
ἑνός τργ. ΛΡΓ σὲ τρόπο, ὥστε: ᾖ(Β4) --(ΛΕ)». 


Τὸ τμῆμα ΔΕ μπορεῖ νὰ συναντᾶ τὶς πλευρὲς τοῦ τργ: ἢ τὶς προ- 
εκτάσεις τοὺς. "Ας ὑποῦέσουμε πρῶτα ὅτι τὸ ΔΕ βρίσκεται µέσα στὺ 
χωρίο τοῦ τριγώνου. 

Κατὰ τὸν ἀναλυτικὸ τρόπο, ἂς δεχτοῦμε ὅτι ἡ θέση ΔΕ τοῦ 
τμήματος (σχ. 59) λύνει τὸ πρόβλημα. Γιὰ νὰ πλησιάσουμε τὰ ἴσα 
στοιχεῖα μὲ τὴ βοήθεια τῆς μεταφορᾶς, φέρούµε τὸ τμῆμα ΕΙ/ΙΞ- ΔΒ 
(τὸ 1 ἀνήκει στὴ βάση τοῦ τφργ.). 

θάναι ΑΕ Ξ- ΕΙ κι ἐξ αἰτίας τοῦ πο. τό. ΑΕΙ : 

{ ΒΔΑΙ -- ὰχ ΕΙΑ. Ὅμως γιὰ λόγους παραλληλίας εἶναι καί : 


«ἁἆ 1ΑΛΗΒ -- ἅ ΕΙλ. "δρα: «ἅἆ ΒΑΙ-- «ΙΔΕ. ᾿ 
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Ἡ σχέση αὐτὴ βεβαιώνει ὕτι ἡ εὐθεῖα ΑΙ διχοτομεῖ τῇ ΧΑ 
τῆς κορυφῆς τοῦ τριγώνου καὶ μ᾿ αὐτὸ ἡ ἀνάλυση κλείνει. 

Γιὰ τὴν κατασκευη θὰ φέρουμε τὴν ΛΙ διχοτόµο τῆς 
«Α κι ἀπ᾽ τὸ Ι τὴν ΙΕ ΑΒ. Τὸ τμῆμα ΕΔ | ΒΓ δίνει τὴ λύση. 


- 
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Τὸ πρόβλημα εἶναι πάντοτε δυνατό. Γιά λόγους γενίκευσης μποροῦμε 
νὰ φέρυυµε καὶ τὴν ἐξωτερικὴ διχοτόµο ΑΙ΄ καὶ νὰ ἐπαναλάβουμε τὴν 
παραπάνω κατασκευή. Βΐμαστε δῶ ὑποχρεωμένοι νὰ ξεχωρίσουμε δυὸ 
περιπτώσεις : 


1ο ΑΓ Σ ΑΒ (σχ. 89): Τὸ σημεῖο Ι΄ βρίσκεται δεξιὰ τοῦ Β 


.Α 
“- 
“” 
΄ 
΄ 
“ 
ρά 8 
”” -- - . 
ο ο ΗΕ ΙΓ Ἂς 
 ὃ ' ν 
Ν 
» 1 κΝ 
κ ῃ τί 
9 1 κ 
ο ὃς Ἱ . 
νο Ι 
κ νο μκἓο.-- 
.. -- -- Δ΄ 
Ε΄ 


κι ἣ κατασκευὴ ὁδηγεῖ σὲ μιὰ παράλληλο ΔΈ΄ πάνω ἀπ᾿ τὴ κορυφή Α. 
᾿Αποδείχνουμε εὔκολα ὅτι: (ΑΕ) -- (ΤΕ) -- (ΒΔΊ. 

23ο ΑΡ «ΑΒ (σχ. 90) : Τὸ Ι΄ βρίσκεται ἀριστερὰ τοῦ Γ καὶ τὸ 
παράλληλο τμῆμα ΔΈ΄ ἔρχεται κάτω ἀπ᾿ τὴ βάση ΒΓ. ᾿Αποδείχνουμε 
πάλι ὅτι (ΑΕ) -- (ΒΔ’)- 

Τὸ συμπέρασμα εἶναι πὼς ἔχουμε πάντα δυὸ λύσεις: τὴ 
μιὰ µέσα στὸ τρίγωγο καὶ τὴν ἄλλη πάνω ἀπ᾿ τὴν κορυφὴ ἂν ΑΓ ὸ ΑΒ 
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ἢ κάτω ἀπ τὴ βάση ἄν ΑΓ « ΛΕΒ. Στὴν περίπτωση τοῦ ἰσοσκελοῦς τρι- 
γώγου, ὅπου ΑΓ -- ΑΒ, ἡ δεύτερη αὐτὴ λύση χάνεται στὸ ἄπειρο. 


Πρόβλημα: «Δίδονται 4 εὐθεῖες παράλληλες ἀνὰ δυό: Χ καὶ Ψ, 
2 καὶ Τ. Νὰ γραφεῖ ἀπὸ δοσμένο σημεῖο Ο μιά τέµνουσα σὰ τρόπο, 
ποὺ τὸ τμήματά της τ᾽ ἀποκοπτόμενα ὁπ᾿ τὰ Συὸ ζεύγη τῶν πα- 
ραλλήλων γἆναι ἴσα». 


"Ας ποῦμε ὅτι τὸ σχ. 9ἱ εἰκονίζει τὴ 
λύση τοῦ προβλήματος, ὅτι δηλ. ἡ ζητοῦ- 
µενη τέµγουσα εἶναι ἡ ΑΒΓΔ μὲ 

ΑΒ -- ΓΔ. 

τὴ γενικη περίπτωση, οἱ παράλληλες 
εὐθεῖες τέμνονται κατὰ ἕνα παραλληλό- 
γοαμµο ΠΡΣΤ. ”Αν μεταφέρουμε τὰ ἴσα 
τμήματα ΑΒ καὶ ΓΑ στὸ σημεῖο Π, αὐτὰ 
θὰ συµπέσουν καί, καθὼς τ) ἄχρα τους 
πρέπει πάντα ν᾿ ἀνήκουν στὶς δεύτερες πα- 
ράλληλες Ψ καὶ Ἐ, τ ἄκρα αὐτὰ δὰ ταν- 
τιστοῦν στὸ σημεῖο Σ. 

Μ᾽ ἄλλα λόγια οἱ διαγώγιες τοῦ παραλ- Σχ91 
ληλόγραμμου δίνουν τὴ διεύθυνση τῆς 
ἄγνωστης τέµνουσας καὶ δὲν ἔχουμε παρὰ ἀπ' τὸ Ο νὰ φέρουμε τὶς πα- 
ράλληλες πρὸς τὶς διαγώνιες αὐτές. 

Ὑπάρχουν πάντα δυὸ λύσεις, ἔξω ἀπ' τὴν περίπτωση ποὺ χι οἱ 4 
εὐθεῖες εἶναι παράλληλες μεταξύ τους. Τότε, τὸ πρόβλημα εἶναι ἀόριστο, 
ὅταν ἡ ἀπόσταση μεταξὺ τῶν δυὸ πρώτων παραλλήλων ἰσοῦται μὲ τὴν 
ἀπόσταση τῶν ἄλλων δνὸ χι ἀδύνατο στὴν ἀντίθετη περίπτωση. 


Πρόβλημα: «Νὰ ἐγγραφαῖ σὲ χύχλο τραπέζιο, ὅταν δίδεται τὸ 
ὕφος Ἡ κι ἡ διαφορὰ Ἡ τὸ ἄθροισμα τῶν θάσεων». 


"Ας ξεκινήσουμε μὲ τὴν περίπτωση τῆς διαφορᾶς: ΒΓ -- ΔΔ -- ἆ 
(σχ. 932). Γιὰ νὰ τὴν πραγµατοποιήσουµε γεωμετρικά, δὰ μεταφέρουμε 
φυσικὰ την πλευρὰ ΔΕ στὸ Α: ΑΙ|ἱς- ΔΓ. Θάναι τότε ΒΙ -- ἆ κι 
ἐπειδὴ κάθε ἐγγεγραμμένο τραπέζιο εἶναι ἰσοσκελές, θᾶναι τέτοιο καὶ 
τὸ τργ. ΒΑΙ. Αὐτὸ θά πεῖ ὅτι τὸ ἴχνος Ἡ τοῦ ὕψους ΛΗ εἶναι καὶ µέ- 
6ο τοῦ τµήµατος ΕΒ]. 

Τὸ ὀρθ. τογ. ΑΗΗΒ εἶναι κατὰ τὸ μέγεθος ἐξ ἀρχῆς καθορισμένο, 
ἀφοῦ ξέρουμε τὶς πλευρὲς τῆς ὀρθῆς γωνίας του. Ἀχαματᾶμε λοιπὸν τὴν 
ἀνάλυση καὶ προχωροῦμε στὴν χατασχευ ή. 

Ἡροτιμᾶμε νὰ μὴν κατασκευάσουµε χωριστὰ τὸ γγωστὸ ὀρῦ. τρί- 
γωγο καὶ νὰ τὸ τοποθετήσουµε κατόπι. Ἐΐναι πάντα πλεονεκτηκότερη ἡ 
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κατασχευἠ πάνω στὸ ἀρχικὸ σχῆμα καὶ διευκολύνει τὴν διερεύνηση. 
Μὲ κέντρο τὸ τυχαῖο σημεῖο Α τῆς δοσμένης περιφέρειας, ἂς γρόψουµε 
τὸν κύκλο (Α, Ι). Τὸ πρόβλημα µετατοπίξεται τότε στὸ νὰ φέρουμε μιὰ 
ἐφαπτομένη αὐτοῦ τοῦ κύκλου σὲ τρόπο, ποὺ τὸ τμῆμα ΒΗ μεταξὺ αὐτοῦ 
. -- ρ ῤ - 3 .) 4 - ἁ 
καὶ τῆς δοσµένης περιφέρειας, νᾶχει τὸ γνωσιὸ μῆκος -σ-- 
αἱ 


Ἐέρουμε ὅτι ὃ γεωµ. τόπος τῶν ὄκρων τῶν τμημάτων μὲ σταδερὸ 


μῆχος, ποὺ ἐφάπτονται σὲ μιὰ περιφέρεια, εἶναι μιὰ ἄλλη ὁμόκεντρη 
περιφέρεια (σελ. 50 πρόβλ. 18). Αν λοιπὸν ἀπ᾿ ιὸ τυχαῖο σημεῖο Ρ τῆς 
περιφέρειας (Α, Β) φέρουμε τὸ ἐφαπτόμενο τμῆμα (ΡΣ) Ξ ᾱ- καὶ 
γράψουμε τὴν περιφέρεια (Α, ΑΣ), αὐτὴ θὰ κόψει τὴ δοσµένη στὸ ζη- 
τούµενο σημεῖο Β. 

Απ τὸ Ὦ φέρουμε τὴν ἐφαπτομένη στὸν κύχλο (Α, Ἡ) κι ἀπ᾿ τὸ 
Α τὴν παράλληλο πρὸς αὐτὴ τὴν εὐθεῖα. 

Διερεύνηση : ΠἩρῶτα - πρῶτα ἢ περιφέρεια (ΛΑ, ΑΣ) πρέπει νὰ κό- 
βει τὴ δοσµένη περιφέρεια. Αν ἡ ΑΜΝ κεἴναι διάµετρος, πρέπει Ἠι᾽ 
αὐτὸ νάχουμε: ΑΣς ΑΝ κεἴτε ; 
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πια ἄν 
[ος «2 εἴτε: ι «(9  -- π) ὁ ΕΒ -- 1) (1) 


Ἔπειτα ἢἡ χορδὴ ΑΔ ΙΒΙ πρέπει νᾶχει τὴν ἴδια φορά μὲ τὴν 
τελευταία. Αν φέρουµε λοιπὸν τὴν ἐφαπτομένη στὸ Μ Γ2ΖΙΑΝ, αὐτὴ 
θάναν παράλληλη πρὸς τὴν ἐφαπτομένη ΑΤ τῆς ἀρχικῆς περιφέρειας καὶ 
θά παριστάνει τὴν ὁριακὴ θέση τῆς ΒΓ, ὅπου τὸ τραπέζιο ἐκφυλίξεταν 
στὸ τργ. ΑΕΖ. ΄Η δεύτερη λοιπὸν συνθήχη γράφεται: ΒΗ «ΕΜ. 

ι] - ὁ » [οε - 

Αλλά: ΕΜΙΞ-ΑΜ. ΜΝ, ἄρα : τσ ΙΕ -- 8) (9) 

Ἡ δεύτερη αὐτὴ συνθήκη εἶναι στενότερη ἀπ᾿ τὴν πρώτη, ποὺ γι’ 
αὐτὸ περιττεύει. 


Μᾶς |ένει τώρα νὰ ἐρευν]σουμε τί γίνεται στὴν ἀντίθετη περί- 
9 ἀ 
πτωση, ὅταν -Ὁ- » ΕΜ. 


ο. Εφαρμόζοντας τὴν παραπάνω κατασκευὴ βρίσκουμε ἕνα τραπέζιο 
ΑΔ΄Β΄Τ΄ (σχ. 92). 

Ἑτὴν ἀνάλυση δὰ γράφαµε τὸ τμῆμα ΑΙ | Δ΄Γ’. Τὸ τμῆμα ΕΤ’ 
θά παρίστανε τὸ ἄδροισμα τῶν βάσεων, τὸ τργ. Β΄ΑΙ΄ δἄτανε πάλι ἴσο- 
σκελὲς καὶ τὸ Β΄Η΄ ὑᾶχε μῆκος ἴσο μὲ τὸ ἡμιάθροισμα τῶν βάσεων, 

Φδάνουμε δηλαδὴ στὴ λύση τῆς περίπτωσης, ὕπου σὰν τρίτο χατα- 
σκευαστικὺ στοιχεῖο δίδεται τὸ ἄδροισμα τῶν δυὸ βάσεων. 

Συμπέρασμα: 
Ίο ἆ««9]1πα-- Ἱ µμιὰ λύση τοῦ πρώτου προβλήματος. 
ο 9] π.θΕ--Ἡ) «ᾱἆ«δ'β--τα --τ 
μιά λύση τοῦ δεύτερου προβλήματος. 

8ο Στὶς ὁριακὲς τιμὲς ἆ-- 0 καὶ ἀ-- 2: ῶκ -ἵ- τ) ὃς -- 8) 

ἀντιστοιχοῦν ὀρθογώνια. 


Πρόβλημα: «Σὲ τρ. ΑΒΓ νὰ τοπονὺετηθεῖ ἀνάμεσα στὶς 
πλευρὲς ΑΓ πι ΑΒ ἕνα τμῆμα ΔΕ μὲ γνωστὸ µῆκος π ἔτσι, ὥστε : 
(19) -- 1)». 

"Ας ὑεωρήσουμε τὸ πρόβλημα λυµένο 
(σχ. 95) χι ἂς µεταφέρουµε τὸ τμῆμα ΕΔ 
στὸ σημεῖο 1: ΓΙ] -- ΓΔ. θΘάναι 
τότε καὶ ΙΔ/-- ΓΕ κι ἑπομένως 

(ΑΔ) -- (1Δ). 

᾽λλλα ἡ 6 ΒΔΙ εἶναι ἐξωτερικὴ 

τοῦ ἰσοσχελοῦς τργ. ΑΔΙ καὶ 
«« ΒΔΙ --9 «ἵ ΔΑΙ. 
"Αλλωστε ἐξ αἰτίας τῆς παραλληλίας : 
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ἁ ΒΛΙ -- 6 Α καὶ συμπεραίνουμε ὅτι ἡ εὐδεῖα ΑΙ εἶναι διχοτόµος 
τῆς -οἵ Α τοῦ τριγώνου, “Ἡ ἀνάλυση τελείωσε. 

Γιὰ τὴν κατ άσχευ ἢἡ θά φέρουμε τὴ διχοτόµο ΑΧ τῆς 
4 Α καὶ θὰ γράψουμε τὴν περιφέρεια (Επ). Αὐτὴ Δὰ κόψει τὴ Χ στὰ 
σημεῖα 1 καὶ Ι’. ᾽Απ' τὸ ἕνα ἀπ᾿ αὐτά, π.χ. τὸ 1, φτάνει νὰ φέρουμε τὴ 
1Δ { ΓΑ κι ἀπ' τὴν τομὴ Δ τη ΔΕ 15, µέχρι ποὺ νὰ συναντήσει τὴν ΑΓ. 

Διερεύνηση : ἊΑν ΓΗ 1 ΑΣ, τὸ πρόβληµα ἔχει λύση, ἐφόσον 
η 2 ΤΗ. Τὸ ἐλάχιστο τοῦ π εἶναι λοιπὸν τὸ μῆκος ΤΗ κι ἀντιστοιχεῖ 
σὲ τμῆμα ΔΕ κάθετο στὸ µέσο τοῦ ΑΠ. 

Ὅταν πα Ἄὓ ΓΗ, ἔχουμε δυὸ λύσεις ΔΕ καὶ ΑΈ΄ συμμετριλὲς 
ὥς πρὸς τὴ διχοτόµο. 

 ὁ 
Πρόβλημα: «Νά χατασκευάσετα τετράπλευρο, ὅταν γνωρίςστε 
τὶς 4 πλευρές του καὶ τὴ Ὑωνία δυὸ ἀπέναντι πλευρῶν». 


Στὴν ἀνάλνσι (σχ. 94) ὑποθέ- 
τουµε (ΑΒ)-- α, (8Γ) -- , (ΓΔ)-- 
Ξ-σ, (ΔΑ) -- ἆ καὶ -ἵ ΒΣΓ -- ω. 

Ίη Λύση: ἸΜεταφέρουμε τὴν 
πλευρὰ ΓΔ στὸ Β (81 | -- ὮΔ), 
"ο, ὁπύτε: Ἅᾖ(ΔΙΓΞ-(ΓΕ)- Ὁ καὶ 
Σ «ΚΑΕΙ --ω. 

Τὸ τργ. ΑΒΙ, ποὖναι ἕνα κοµ- 
µάτι ἀπ᾿ τ᾽ ὁλόκληρο σχῆμα, μποροῦμε νὰ τὸ ἈΧατασχευάσουµε ἐξ ἀρχῆς 
ἀπὸ δυὺ πλευρές του καὶ τὴν περιεχόµενη γωνία. Ἔπειτα μποροῦμε νὰ 
προχωρήσουμε στὴν κατασχευὴ τοῦ τργ. ΑΙΔ, ἀφοῦ θἀ Κξέρουμε καὶ 
τὶς τρεῖς πλευρές του. Ἡ ὁλοκλήρωση τῆς κατασκευῆς εἶναι ἁπλή. 

2η Λύση: Τοποθετοῦμε μιὰ πλευρά, π. χ. τὴν (ΑΒ) --α. Ἔπειτα 
γράφουμε τὶς περιφέρειες (Α, ἀ) καὶ (Β, 9). Τ" ἄκρα τῆς τέταρτης πλευ- 
ρᾶς ΔΓ γλυστροῦν πάνω στὶς προηγούμενες περιφέρειες, ἐνῶ ἢ εὐθεῖα 


Σκ.94 


ΔΕ ἔχει γνωστὴ διεύθυνση (κλίνει κατὰ «ἂ«ω ὡς πρὸς τὴν ΑΒ). Ἡ το- 
ποθέτηση τοῦ μήκους (ΔΓ)--ο μᾶς εἶναι γνωστὴ (βλ. σελ. 99). 


Πρόβλημα: «Δίδεται περιφέρεια, μιὰ διάμετρος αὐτῆς ΡΤ καὶ 
τὰ σημεῖα Α καὶ ἩὮ στὴν πάνω ἡμιπεριφέρεα. Νὰἁ θρῆτε στὴν 
κάτω ἡμιπεριφέρεια σηµεῖο Μ τέτοιο, ὥστε οἱ εὐθεῖες ΜΑ καὶ ΜΒ 
ν᾿ ἀποχόδουν ἀπ᾿ τὴ διάμετρο γνωστὸ µῆκος (4)5Ξμ». 

"Ας µεταφέρουµε (σχ. 9ὔ) τὸ μῆκος ΤΑ στὸ σταθερὸ σημεῖο Α 

(ΑΙ/|-- ΓΔ] τὸ κοντυνότερο στὴ διάµετρο. Εΐναι τότε ΙΔ/ΙΑΜ κι ἑπομένως : 
ἆ- ΙΛΒ -- ἂ ΑΜΗΒ. Αλ ἡ ἅ Μ εἶναι γνωστή, ἐπειδὴ βλέπει 
στὸ σταθερὸ τόξο ΑΣΒ. 
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Λοιπόν, ἀφοῦ φέρουμε τὴν ΑΙ ἱ πρὸς τὴ διάµετρο κι ἀφοῦ πά- 
ρουµε (ΑΙ) -- µ, γράφουμε πάνω στὸ τμῆμα ΙΒ τόξο, ποὺ νὰ δέχετσι 
τὴν ἐγγεγραμμένη στὸ τόξο ΑΣΗΒ 
γωγία. Τὸ τόξο αὐτὸ κόβει τὴ διάµε- 
τρο ΡΊ' σιὸ σημεῖο ΔΑ κι ἡ ΔΒ 
συναντᾶ τὴν περιφέρεια στὸ ζητού- 
µενο σημεῖο Μ. 

Ας παρατηρήσουμε ὅτι ἡ προ- ῥϱ| 
έκταση τῆς ΑΙ περνάει ἀκριβῶς 
ἀπ᾿ τὸ Ἑ, ὅπου τὸ τόξο τέµνει τὴν 
περιφέρεια. Αὐτὸ συμβαίνει, γιατὶ 
« ΒΕΙ -- «ἕ Μ. Καὶ τὸ παρατη- 
ροῦμε αὐτό, γιατὶ δείχνει ὅτι ἂν ἡ 
εὐδεῖα ΡΤ συναντάει τὸ τόξο, τότε . 
καὶ τὰ δυὀ σημεῖα τομῆς Δ καὶ Δ΄ θὰ βρίακονται µέσα στὸ χωρίο τοῦ 
κύχλου χαὶ θἄᾶχουμε δυὸ λύσεις. Β 

Τὸ μέγιστο τοῦ μµ τὸ βρίσκουμε ἂν φανταστοῦμε ὅτι τὸ 
τμῆμα ΛΙ µεγαλώγει, ὁπότε φυσικὰ θὰ µιχραίνει τὸ Β]. Γιὰ κάποια 
τιμὴ τοῦ ΑΙ, τὸ τόξο ΒΙ θὰ ἐφάπτεται στὴ διάµετρο ΡΤ κι ἔχουμε ο ον 
τὴ μέγιστη τιμὴ τοῦ μήκους µ. Τὴν ἀντίστοιχη θέση τοῦ Δ τὴ βοί- 
σκυυµε ἂν γράψουμε περιφέρεια, ποὺ νὰ περνάει ἁπ᾿ τὰ Β κι Β καὶ να 
ἐφάπτεται στὴ ΡΤ, 


Μ 


Πρόβλημα: «Απ τὸ κοιὸ σημεῖὸ Λ δυὸ περιφαρειῶν, νὰ 
γραφεῖ τέµνουσα ΒΑΙ σὰ τρόπο, ποὺ τ’ δλικό μῆκος της (ΒΡ) 
νὰ ἰσοῦται μὲ δοσμένο µῆχος Ἀ», 


Σκ. 99 


Πάντα κατὰ τὸν ἀναλυτικὸ τρόπο, ἂς θεωρήσουμε στὸ σχ. 26 
τὸ πρόβλημα Λλυµένο. Σύμφωνα μὲ τὴν ὑπόθεση τὸ Α πρέπει νὰ 
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βρίσκεται ἀνάμεσα στὰ Β καὶ Ὦ. Τ” ἀποστήματα ΟΔ κι’ ΟΏ διχοτομοῦν 
(85) }ὰ 


τὶς ἀντίστοιχες χορδὲς κι ἑπομένως: (ΔΕ) - ο πας 


Στὸ τραπέζιο ΟΔΕΟ΄ Ἑέρουμε τὶς μὴ παράλληλες πλευρές. Θὰἀ κά- 
νουµε τὴν κλασιχὴ μεταφδρὰ τοῦ ΒΑ στὸ Ο’ (ΟΊ ||-- Εδ). Τὸ ὀὁρῦ. 
τργ. ΟΙΟ΄ μπορεῖ πιὰ νὰ κατασκευασθεῖ ἐξ ἀρχῆς ἀπ᾿ τὴν ὑποτείνουσα ΟΟ΄ 


: ι : λ ᾿ 
καὶ τὴν κάθετη πλευρά του (01) -- κα. Αὐτὸ εἶναι τὸ συμπέρασμα 
τῆς ἀνάλυσης. 

Γιὰ τὴν κατασχευἢὴ (ποὺ θὰ τὴν ἐπιδιώκουμε πάντα πάνω στὸ 
ἀρχικὸ σχῆμα) γράφουμε περιφέρεια μὲ διάµετρο ΟΟ’ κι ἔπειτα τὺ τόξο 


, λ 8 ΄ 9 ΄ . λ μ 4 ΄ ς 
( Ο’. τα ) ο Αὐτὺ κόβει τὴν περιφέρεια ΟΟ’ στὸ Ι (καὶ στὸ 1’). Ἡ 


εὐθεῖα ΟΙ καθορίζει τὴν διεύθυνση τῆς ἄγνωστης τέµνουσας καὶ δὲ 
μένει παρά ἀπ᾿ τὸ Α νὰ φέρουμε τὴν εὐδεῖα ΒΑΓ |ΙΟΊ. 

Διερεύνηση: Ἡ Ἀκατασκευὴ δίγει δνὸ σημεῖα 1 καὶ Ι’, καὶ κατὰ 
συνέπεια δυὸ λύσεις---τὶς τέµνουσες 1 καὶ Β΄ Τ’. Σὲ τελευταία ἀνάλυση 
τὸ πρόβλημα ἀνάγεται σιὸ νὰ τοποθετήσάουµε µέσα σὲ κύκλο ΟὈ᾽ μιὰ 


4 ω 3 ῃ λ 9 13 οὁ Φ νι , 
χορδὴ μὲ τὸ γνωστὸ μῆκχος αν, Αλλ᾽ ἡ πράξη αὐτὴ εἶναι δυνατή 


ἐφόσον ἡ χορδὴ δὲν Ἐεπερνάει τὸ μῆκος τῆς διαμέτρου. Λοιπὸν τὸ µέ- 
λ . Ν 4 » 4 ς 

Ύνστο τοῦ -ᾱ- εἶναι τὸ μῆκος (Ο00’) καὶ γιὰ τὴν τιμή αὐτὴ ἡ ΒΓ εἴναι 

[Ο0’ κι ἴση μὲ 200’. 

Γιὰ τὶς τιμὲς τοῦ λ. ποῦναι μικρότερες ἀπ᾿ τὸ ο-(00’) ὑπάρχουν 
πάντα δυὸ σημεῖα 1 χαὶ ΙΓ κι ἑπομένως δυὸ διευθύνσεις ΟΊ καὶ ΟΥ, 
ἀλλὰ πρέπει ἀκόμα οἱ παράλληλες ἀπ' τὸ Α πρὸς τὶς διευθύνσεις αὐτὲς 
νὰ συναντοῦν τὶς περιφέρειες πρὸς τὸ ἕνα χαὶ τἆλλο µέρος τοῦ Α. "Αν 
λοιπὸν φέρουμε πρὸς τὶς δυὸ περιφέρειες τὶς ἐφαπτόμενες στὸ Α, 9ᾶ- 
χουμε τὶς ὁριαχὲς διευθύνσεις τῆς τέµνουσας. 

Οἱ Ο΄’Δ’ καὶ Ο΄Μ΄, παράλληλες ὀπ’ τὸ Ο’ πρὸς τὶς ἐφαπτόμενες αὐτές, 


, 3 , -- λ Ἴ ῃ 9 - 
δίνουν τὶς μικρότερες τιμὲς τοῦ -δ- - Γιά γὰ βροῦμε μεταξὺ τῶν µη- 


κῶν Ο΄Λ’ καὶ Ο’Μ΄ τὸ ἀπολύτως ἐλάχιστο, ἂς ὑποδέσουμε ὅτι ΟΛ20΄Α, 
ὁπότε -ἆἅ ΑΟΌΟ » ἆἅὶ ΑΟΟ’, εἴτε γιὰ τὰ συμπληρώματά τους : 
ἄοτας«- «ἅ ορ. Συμπεραίνουµε ὅτι ΟΟΔ«΄ ἄοον, ἄρα 
ΟΔ2Ο) Μ΄ κι ἡ ἐλάχιστη τιμὴ τοῦ . εἶναι τὸ μῆκος (Ο΄’ Μ΄). 
Τ' ἀποτέλεσμα τῆς διερεύνησις εἶναι : 
Ἡ τιὴ λ-- 2(00/) εἶναι ἢ μέγιστη. 
Ἂν 2(003 λ 2» 2(0΄Λ) ἔχουμε δυὀ λύσεις: ΒΓ, ΒΤ”. 
Αν 9(0/Λ) δλδ 2"(0΄Μ’) μιὰ µοναδικὴ λύση: ΒΓ. 
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Τί δὰ γινόταν στὴν περίπτωση, ὅπου ἡ τέµνουσα ΟΌάπρεπε νὰ 
συναντᾶ τὶς περιφέρειες πρὸς τὸ ἴδιο µέρος τοῦ Α; Ἐπαναλάβετε τὴν 
παραπάνω κατασκευὴ καὶ δὰ δεῖτε ὅτι τότε εἶναι ἡ διαφορὰ τῶν 
χορδῶν ΔΒ κι ΑΓ, ποὺ ἰσοῦται μὲ λ. 


Πρόβλημα: «Δίδονται δυὀ χύχλοι 0 κι 0’ ἑξωτερικοὶ (χωρὶς 
πανένα κοινὸ σημεῖο) καὶ μιὰ διεύθυνση ΟΧ. Ζητεῖται νὰ γραφεῖ τέ- 
µνουσα ΑΒΓΑ | ΟΧ ἄτσι, ὥστς τὸ Ἀἄθροισμχ ΑΒ -|- ΓΑ τῶν 
χορδῶν, ποὺ οἱ περιφἑρειες κόδουν ἀπ᾿ αὐτή, νὰ ἰσοῦται μὲ γνωστὸ 
μῆκος κ». 


Ανάλυση: ὭῥΓιὰ νὰ µπορέσουµε νὰ πλησιάσουμε τὰ μήκη μὲ 
τὸ γνωστὸ ἄδροισμα, δὰ µεταφέρουµε βέβαια τὴν περιφέρεια Ό 
κατὰ ΒΓ (σχ. 91). Αὐτὴ δὰ πάρει τότε τὴ θέση 1 καὶ φυσικὰ δὰ πε- 
ράσει ἀπ᾿ τὸ Τ. 

Θἄχουμε: ΚΕ (ἡ νέα θέση τῆς χορδῆς ΑΒ) -- ΑΒ κι ἑπομένως: 

ΚΓ -- ΓΔ -- κε, 

Αν τώρα, ὅπως στὸ προηγούμενο πρόβλημα, φέρουμε τὶς Ο’Σ.Ι Χ 
καὶ 15 1 Χ, θάναι χωρὶς ἄλλο: [1Σ) Ξ Κ/2. ΛἸδοὺ ἕνα συμπέρασμα, 
ποὺ χάνει ἐξ ἀρχῆς κατασκευάσιµο τὸ σημεῖο Ἱ. 

Κατασκευή: Ἐφόσον ἡ διεύθυνση Χ δὲν δίδεται εὐθὺς ἐξ ἀρχῆς 
ἀπ᾿ τὸ σημεῖο Ό, τὴν μεταφέρουμε ἐμεῖς σ᾽ αὐτό. Ἔπειτα γράφουμε 
τὴν Ο’Σ Ι Χ καὶ παίρνουμε πάνω σ᾿ αὐτὴ μῆκος (Σ) - κο. 
Ἡ περιφέρεια μὲ κέντρο τὸ 1] κι ἀκτία ἴση μὲ τὴν ἀκτίνα τῆς Ο 
κόβει τὴν Ο’΄ σιὸ ΙΓ καὶ δὲ μένει παρὰ ἀπ᾿ αὐτὸ νὰ φέρουμε μιὰ 
εὐδεῖα | πρὸς τὴ Χ. 


Πρόβλημα: «Δίδονται δυὸ ἄνισες περιφέρειες Κ καὶ Α χι ἕνα 
σημεῖο 0 ἔξω ἀπ᾿ αὑτές. Νά γραφεῖ ἀπ᾿ τὸ Ο τέµνουσχ σὲ τρόπο, 
ποὺ οἱ πύχλοι Ἐ καὶ Α νὰ κόδουν ἁπ᾿ αὐτὴ ἴσες χορδές». 
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᾿Ανάλυση: Αν εἶναι ΟΑΒΓΔ ἡ ζητούμενη τέµνουσα, Δάγουμε 
ΔΕ ΞΞΤΑ. ΔΛὐτὸ δὰ πεῖ ὅτι, ἂν μεταφέρουμε τὴν περιφέρεια Κ νιιτὰ 
τὸ δείκτη ΑΡ, ἡ χορδὴ ΑΒ θὰ συμπέσει στὴ νέα θέση Ἰ΄ τῆς περιφέ- 
ρειας μὲ τὴ χορδὴ ΓΔ. 


ὰς εἶναι ΚΗ 1 ΟΔ καὶ ΑΘ Ι ΟΔ. Ἡ ΔθΘ 9δὰ περάσει φυσιχὰ 
ἁπ τὸ Κ΄ καὶ θάναι ΚΚ΄ | ΟΔ. Θὰ προσπαθήσουμε νὰ καθορίσουμε τὺ' Ι’. 

Ἓνας τόπος αὐτοῦ τοῦ σημείου εἶναι κιόλας ἡ περιφέρεια ιιὲ διά- 
µετρο τὴν ΚΔ, ἀφου «ἅ ΚΚΑΛ -- 90, 

Γιὰ Υἄχουμε ἕνα δεύτερο τόπο ἂς φέρουμε τὶς ἐφαπτόμενες ΟΙ 
ϱ7 πρὸς τὶς περιφέρειες Ε΄ ναὶ Λ. Θάναι: 

(ΟΕΡ)” -- (ΟΙ) .(ΟΔ) καὶ (027): -- (ΟΓ).(ΟΔ), 
δηλ. (0Ε) -- (07)--ἀφοῦ ἄλλωστε «τὸ Ο ἀνήκει ἀπ᾿ τὴν χατασχευἠ στὸ 
ριξικὸ ἄξονα τῶν Κ’ καὶ Δ. 
᾽Αλλ’ ἀπ τὸ ὀρὺ. εργ. ΟΕΚ’. εἶναι: (ΟΚ -- (ΟΕ) {- (ΙΕ), ἄθα : 
(ΟΚ0” --(02): -- (ΚΕ), εἴτε τέλος: (ΟΚ’) -- Ίτο7 τρ. 

ὅπου (ΚΈ) -- ϱ ἡ ἀκτίνα τοῦ κύκλου Κ. 

Ὥστε τὸ μῆκος ΟΚ’ εἶναι ἐξ ἀρχῆς χατασκευάσιµυ καὶ τὸ 1’ [ρί- 
σκεται ἐπὶ πλέον στὴν περιφέρεια (Ο,ΟΚ’. 

στὴν πατασκευὴ δὲν ἔχουμε παρἀ νὰ προσδιορίσουμε τὸ Γ΄ ναὶ 
γὰ φέρουμε ἀπ᾿ τὸ Ο τῆν παράλληλο πρὸς τὴν ΚΕ’. 

Αν θέλετε μπορεῖτε νὰ διερευνήσετε τὴ δυνατότητα τοῦ προβλή- 
µατος κατὰ τὶς διάφοφες σχετικὲς θέσεις τῶν δυὸ κύκλων χι ἀκόμα τὴν 
περίπτωση τῆς ἰσότητάς τους. Πάντως γιὰ τὴν περίπτωση τοῦ σχήµατως 
ὑπάρχει μιὰ ἀκόμα λύση πρὸς τὸ µέρος τοῦ Ζ (σχεδιάστε την). 


ΙΝΝ. ΜΕΤΑΦΟΡΑ 
Β. Στὸ χῶρο 


Ὁ ὁρισμὸς τῆς παράλληλης μεταφορᾶς, ὅπως τὸν δόσαµε στὴν 
ἀρχὴ αὐτοῦ τοῦ κεφάλαιου, ἰσχύει φυσικὰ καὶ γιὰ τὰ στερεὰ 
σχήματα. 

Στὸ χῶρο ἡ μεταφορὰ μιᾶς εὐθείας δίνει πάντοτε μιὰ παράλληλη 
εὐθεῖα, ἡ μεταφορἀὰ ἑγὸς ἐπιπέδου ἕνα παράλληλο ἐπίπεδο, ἡ μεταφορά 
μιᾶς σφαίρας μιὰ ἴση σφαῖρα κλπ. 

Γιὰ περισσότερη κατανόηση θὰ δόσουµε μερικὲς ἐφαρμοχές: 


Πρόβλημα: «Νὰ τοποβετηθεῖ ἀνάμεσα σὲ δυὸ ἀσύμδατες (ἢ 
στρεθλές, δηλ. μὴ συνεπίπεδες) εὐθεῖες Χ καὶ Ἡ ἕνα γνωστὸ μῆ- 


πος α σὲ τρόπο, ποὺ αὐτὸ νάναι παράλληλο πρὸς τὸ σταθερὸ 
ἐπίπεδο (ϱ) ». 


Σχ: 90 


Προχωρόντας ἀναλυτικά, ἂς ὑποθέσουμε ὅτι ἡ θέση ΑΒ τοῦ σχ. 99 
λύνει τὸ πρόβλημα. 

Πάνω στὸ ἐπίπεδο (ϱ) ἃς εἶναι Ο καὶ Ι τὰ ἴχνη τῶν εὐθειῶν 
κι ἂς μεταφέρουμε τὸ τμῆμα ΑΒ στὸ σημεῖο Ο. Τὸ µετατοπισµένο 
τµῆηµα ΟΓ | -- ΑΒ ἀνήκει βέβαια στὸ (6), ἀφοῦ ΑΒ || (ϱ). Τὸ ἐπίπε- 
δο τετράπλευρο ΑΗΒΓΟ εἶν' ἕνα παραλληλόγραμμο, κι ἑπομένως 
ΡΓ/|Χ. . 

Μέσα στὸ (Ρ) ὁ τόπος τοῦ Γ εἶναι μιὰ περιφέρεια {Ο, α), ἀφοῦ 
πάντοτε (ΟΓ) -- α. ᾽Αλλὰ τὸ Τ ἀνήχει σύγχρονα καὶ στὴν εὐθεῖα 1], 


12 Ἡ μµεθοδιχκἡ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήματος 


τομὴ τοῦ (Ρ) μὲ τὸ ἐπίπεδο Ι1ΒΓ, γνωστὸ ἀπ᾿ ἀρχῆς. Γιά νᾶχουμε αὐτὸ 
τὸ ἐπίπεδο φτάνει ἀπ' τὸ τυχαῖο σημεῖο Μ τῆς ὉΨ νὰ φέρουμε τή 
ΜΕ | Χ καὶ νὰ σημειώσουμε τὴν τοµή της Ε μὲ τὸ (0). 

Ὅταν προσδιορίσουμε τὸ ΙΤ σὰν τομὴ τῆς περιφέρειας Ο καὶ τῆς 
εὐθείας 18, δὲ µένει παρὰ ἀπ᾿ αὐτὸ νὰ φέρουμε τὴ ΓΕ | Χ μέχρις ὅτου 
αὐτὴ συναντήσει τὴ Ψ στὸ Β. "Ἡ κατασνευὴ ὁλοκληρώνεται ὅταν φέ- 
ρουµε τὴν εὐθεῖα ΒΑ Ι»ΡΓΟ. 

Ἡ λύση ἐξαρτᾶται σὲ τελευταία ἀνάλυση ἀπ τὴν ὕπαρξη τοῦ 
σημείου Ὦ, Γενικὰ ἔχουμε λοιπὸν δυὸ λύσεις, ΑΒ καὶ Α΄Β’. Ὅταν ἡ Ψ 
εἶναι [ (Ώ), τὸ σημεῖο 1 δὲν ὑπάρχει. Τὸ ρόλο τῆς ΙΒ παίξει τότε ἢ 
παράλληλος ἀπ' τὸ Ἐ πρὸς τὴ Ψ, ὅπου τὸ Ε καθορίζεται ὅπως καὶ πρίν. 


Πρόβλημα: «Μιὰ εὐθεῖα κιγεῖται σὲ τρόπο, ποὺ νὰ µάνει χα- 
ράλληλη σὲ δοσµάνο ἐπίπεδο (8) ΄ καὶ νὰ συναντᾶ πάντοτε τὶς 
σταθερὲς χι ἀσόμδατες εὐθεῖας ΑΒ καὶ ΓΑ. Νὰ βρῆτε τὸν τόπο 
τοῦ µάσου τοῦ τμήματος, ποὺ περιορίζουν σὲ κάθε θέση οἳ δυὸ 
εὐθεῖες πάνω στὴν κπινητὴ τρίτη». 


Ας εἶναι ἘΖ μιὰ τυχαία θέση τῆς κιγητῆς εὐθείας (σχ. 100). Πιὰ 
νὰ βρισκόμαστε µέσα σ᾿ ἕνα µόνο ἐπίπεδο, ἂς μεταφέρουμε τὶς εὐθεῖες 
ΑΒ καὶ ΓΔ στὸ µέσο Ν τοῦ τμήματος ΒΔ τῶν ἰχνῶν. Συγκεκριµµένα 
ἂς φέρουμε τὰ τµήµατα ΝΘ || -- ΒΕ καὶ ΝΗ | -- ΔΖ. Τὰ τειράπλευρο 
ΒΝΘΕ καὶ ΝΔΖΠ εἶναι παραλληλόγραμμα καὶ καδὼς ΒΝ -- ΝΔ θάναι 
καὶ Ε68 | -- Η2. 


Τὸ ΕΘΖΗ εἶναν λοιπὸν κι αὐτὸ παραλληλόγραμμο κι οἳ διαγώγιές 
του διχοτομοῦνται στὸ Μ. "Αρα τὺ µέσο τοῦ Ἐζ -- τὸ τυχαῖο σηιιεῖο 
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τοῦ τύπου --- εἶναι σύγχρονα καὶ µέσο τοῦ ΘΗ. ᾿Ἐπὶ πλέον τὸ ἐπίπεδο 
ΕΘΖΗ εἶναι |Ι(Ρ), ἐπειδὴ περιέχει δυὸ διευθύνσεις παράλληλες πρὸς 
αὐτό. Ἡ εὐθεῖα ΘΗ μένει λοιπὸν πάντα παράλληλη πρὸς τὴν τομὴ Χ 
τοῦ γνωστοῦ ἐπίπεδου ΘΝΗ καὶ τοῦ (Ρ) κι ἀχόμα συναντᾶ πάντοτε 
τὶς πλευρὲς τῆς γνωστῆς ἐπίσης γωνίας Α΄/ΝΓ’. 

Μέσα στὸ ἐπίπεδο Α΄ΝΓ’ καὶ ὑπ᾿ αὐτὲς τὶς συνθῆκες, τὸ σημεῖο Μ 
κινεῖται πάνω σὲ μιὰ εὐθεῖα Ζ, ποὺ ὃ προσδιορισμός της εἶναι φανερός. 


Γιὰ γενίκευση ἂς ζηπιήσουμε τὸν τόπο τοῦ Μ, ὅταν 


ποέπει νἆναι ωμ. µ (µ καὶ ν γνωστὰ μήκη) 
"πει ποσο το πο ά ᾿ 
ρ Μ7 πω γν μηκη 
, ν ρ 4 3 ῃ 4 Ρ. ΝΒ µ 
Τότε δὰ πάρουµε τὸ Ν σὲ τρόπο, ποὺ νᾶχουμε: επ οσα 


καὶ Ὀάἀ ἐπαναλάβουμε τὴν παραπάνω κατασκευή. Τὸ ΕΘΖΗ θᾶναι πιὰ 
ἕνα τραπέζιο, καί « 


Εθ ΝΒ να, ΝΕ Σθ 
ση ΝΑ ν ἑατ σπ  ᾖα 
το Αὐτὸ δὰ πεῖ ὅτι τὸ σημεῖο Μ εἶναι ἡ τοµμὴ τῶν διαγωνίων τοῦ 
τραπεζίου κι ἑπομένως : 
ΜθΘ ΝΕ μµ 
Μη Μσ ν 


Πρόβλημα: «Νὰ γράφετε εὐθεῖα παράλληλη πρὸς Ὑνωστὴ 
διεύθυνση ὃ χι ἔτσι, ὥστε νὰ συναντᾶ δυὸ παράλληλες περιφέρειες 
(6, Ε) καὶ (Δ, ϱ)». 


ν ἡ θέση ΑΒ τοῦ σχ. 101 ἵκανοποιεῖ τὸ 
πρόβλημα καὶ μεταφέρουμε τὴν περιφέρεια 
Ιζ κατὰ τὸ δείκτη ΑΒ, ἡ περιφέρεια αὐτὴ 
στὴ νέσ δέση της Ἡ΄ θὰ κόβει τὴ Λ ἀκρι- ὃ 
βῶς στὸ Β. Αὐτὸ φαίνεται ἀμέσως ἀπ᾿ τὸ 
παραληλλόγραµο ΚΑΒΚ’. Τὸ ἐπίπεδο τῆς 
Κ΄ θὰ ταυτιστεῖ μὲ τὸ ἐπίπεδο τῆς Λ, 
ἀφοῦ τὰ ἐπίπεδα τῶν (Ρ) καὶ (0) δοθή- 
πανε παράλληλα. 


Γιὰ τὴν κατασκευὴ θὰ φέ- τν 194 
ρουµε τὴν ΚΙ’ || ὃ καὶ θὰ γρύψουµε µέσα στὸ ({) τὴν περιφέρεια (Κ’, Β). 
Τέλος ἀπ᾿ τὸ κοινὸ σημεῖο Β τῶν Γ΄ καὶ Λ θὰ φέρουμε τὴ ΒΑ | δ. 
Τὸ πρόβλημα δέχεται δυὀ, μιὰ ἢ καμμιὰ λύση, ἐφόσον οἱ περιφέό- 
ῥειες ἴ΄ μαὶ Α τέμνονται, ἐφάπτονται ἢ δὲν ἔχουν κοινὸ σημεῖο. 
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ρω τν... 


Προβλήματα 


ἐ 196.- Νὰ τοποθετήσετα τὸ τμῆμα ΑΒ μεταξὺ τῆς 
εὐθείας ε χαὶ τῆς περιφάραιας Ό, ὅταν 

ὁ-- ὁ- (σχ. 109): ΑΒΙΙδ καὶ (ΑΒ) -- Κ. 
Αρ 197.--Νὰ κατασκευάσετε τραπέζιο ὅταν γνωρίζετε 


τὶς διαγώνιες, τὴ γωνία τους καὶ μιά πλευ- 


Σχ-101 ρὰ Ἰ μιὰ γωνία τοῦ τραπεζίου. 


198.--Τὸ ἴδιο ὅταν γνωρίζετε τὶς μὴ παβάλληλες πλευρές, μιὰ γωνία καὶ 
μιὰ ἀπ᾿ τὶς βάσεις ἢ μιὰ διαγώνιο. 

199. Τὸ ἴδιο ὅταν γνωρίζετε τὶς διαγώνις, μιὰ πλευρὰ καὶ τὸ τμῆμα ποὺ 
ἐνώνει τὰ µόσα τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν. 

200.-- Τὸ ἴδιο ὅταν δίδονται οἳ διαγώνιες, ἡ γωνία τους καὶ τὸ ἄδροισμα 
ἢ ἡ διαφορὰ τῶν µῆ | πλευρῶν τοῦ τραπεζίου. 

201.--Νὰἀ κατασχευάσατε ἱσοσκαλὲς τραπάζιο ἀπ᾿ τὸ ὤφος, τὶς μὴ |α πλευ- 
ρὲς καὶ τὸ ἐμθαδό. 


202.--Νὰ κατασκευάσετε τετράπλευρο ἀπὸ δυὸ ἀπέναντι πλευρές του καὶ 
τὶς γωνίες του. 


203.--Νὰ κατασκευάσετε παρ]μο ἅπ᾿ τὶς πλευρὲς καὶ τὴ γωνία τῶν διαγω- 
γίων του, 


204.--Νὰ κατασκευάσετε τετράπλευρο ἀπ᾿ τὶς ὃ πλευρές του καὶ τὶς προσ- 
κείμενες στὴν τέταρτη πλευρά γωνίες. 

205.--Τὸ ἴδιο ὅταν δίδονται, οἱ διαγώνιες, ἡ γωνία τους καὶ δυὸ ἀπέναντι 
γωνίες τοῦ τεοτραπλεύρου. 


206.--Κατασκευάστε τετράπλευρο ΑΒΓΑ ἀπ᾿ τὶς διαγώνιε, τὴ γωνία τους, 


τὸ ἄθροισμα ΑΒ’ -{- ΒΙΑ --- 12 καὶ τὸ λόγο ᾱἲ- ττα ν- . 


207.---Τὸ ἴδιο ὅταν γνωρίζετε τὶς 4 πλευρὲς καὶ τὸ τμῆμα ποὺ ἀνώνει τὰ 
µέσα τῶν διαγωνίων τοῦ τετραπλεύρου. 

208.-- Τὸ ἴδίο ὅταν γνωρίζετε τὶς διαγώνιες τοῦ τετραπλεύρου, δυό ἀπέναντι 
πλευρὲς καὶ τὸ ταῆμα ποὺ ἐνώναι τὰ µέσα αὐτῶν τῶν πλευρῶν. 

209.- Μιὰ δοσµένη περιφέρεια στρἐφεταἰ γύρω ἀπ᾿ ἕνα σημεῖο της. Νὰ 
θρῆτε τὸ γεωμ. τόπο τῶν σημείων ἑπαφῆς τῶν ἐφαπτομένων στὴν 
περιφέρεια, ποῦναι παράλληλες πρὸς γνωστὴ διεύθυνση. 

210,--᾽Απ' τὴν κορυφὴ Α ἑνὸς τργ. ΑΒΓ νὰ φέρετε εὐθεῖα ΑΧ ἔτσι ὥστε 
τὸ ἄδρόισμα ἢ ἡ διαφορὰ τῶν προδολῶν τῶν πλευρῶν ΑΒ κι ΑΓ 
πάνω σ᾿ αὑτὴ τὴν εὐθεῖα νὰ ἰσοῦται μὰ δοσμένο µῆκος (4 περι- 
πτώσεις). | 
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211.- Νὰ γράφετε δυὸ περιφέρειες ὅταν ξέρετα τὰ µήχη τῶν ἑξωτερικῶν χι 
ἐσωτερικῶν κοινῶν ἐφαπτομένων τους καὶ τὴ γωνία τῶν πρώτων. 

2ἱ2.---Δίδονται δυὸ | εὐθεες ΑΧ καὶ ΒΒΨ καὶ πάνω σὲ κανθεμιὰ τὰ 
σταθερὰ σημεῖα Α χαὶ Β ἀνὰ ἕνα. Νὰ γραφεῖ ἀπὸ δοσμένο σημεῖο 
Ο μιὰ τέµνουσα, ποὺ γὰ συναντᾶ τὴν ΑΧ στὸ Γ κα) τὴ ΒΨ στὸ 
Δ, ὥατέ νάᾶχουμε ΑΓ: ΒΔ --λ (4 περιπτώσεις]. 

213.---Απὸ 202 δοσµένα σημεῖα μιᾶς περιφέρειας νἁ γράφετβ δυὀ || χορδὲς 
ῥμόρροπες ἢ ἀντίρροπες, ποὺ τὸ ἄθροισμα ἢ ἡ διαφορὰ τῶν μηκῶν 
τοὺς νάναι δοσμένο µῆκος (4 περιπτώσεις.-- Σ᾽ αὐτὸ ὅπως χαὶ στὸ 
προηγούμενο πρόθληµα νἁ συγκρίνετε τὶς διάφορες κατασκευές). 

214.--Νὰ αχτασχευάσετε τργ. ΑΒΓ ὅταν Ὑνωρίζετε τὴ ο ΔΑ, ὅτι ἡ 
ἀπέναντ: πλευρὰ μὲ δοσμένο μῆχος α ἀγήχει σ᾿ εὐδεῖα Χ χι ὅτι οἱ 
πλευρὲς ΑΒ χι ΑΓ περνοῦν ἀπὸ Συὸ στανερὰ σηµεῖα Μ καὶ Ν. 

2ἱ5.- Νὰ γράφετε τμῆμα ΔΕ | πρὸς τὴ ξάση ΒΤΓ ἑνὸς τργ. ΑΒΓ, ὥστε 
γάχουμε (ΑΔ) -- (ΤΕ). 

2ἱ6.- Δίδεται τρ. ΑΒΓ καὶ ζητεῖται νὰ γραφεῖ τέµνουσχ «ΔΕ || πρὸς ὂο- 
σµένη διαύθυνση ὃ σὲ τρόπο, ποὺ νάναι (ΑΔ) -- (ΓΕ). 

2Ι17.--Νὰ γράφετε µέσα σὲ ἈΧύκλο μιὰ χορδὴ ΑΒ || πρὸς δοσµένη δ.εὐ- 
ϐυυση δ καὶ τέτοια, ὥστε ἡ προβολή τής πάνω σὲ σταφερὴ διάµε» 
τρο τοῦ κύχλου νᾶχει ὡρισμένο μῆπος. 


218.--.Δίδονται δυὸ παράλληλα ἐπίπεδα καὶ δυὸ σηµεία Α καὶ Β πρὸς 
τὸ αὐτὸ µέρος τῆς ζώνης ποὺ παθδορίζουν. Νὰ θρῆτε τὸ συντοµώ- 
τερο δρόµο ἀπ᾿ τὸ Α στὸ Β, ὅταν αὐτὸς πρέπει νὰ ἐγγίζει τὰ 
Σ0ὸ ἐπίπεδα κι ὅταν τὸ περ'εχόµενο μετας) τῶν ἐπιπέδων τμῆμα 
του πρέπει γᾶχει ὡρισμένο µῆχος. 

2ἱ9.- “Δίδονται ἐπίπεδο (Ρ), εὐθεα Χ καὶ σημεῖο Α. Νὰ φέἑρετ τέ- 
µνουσα ΑΒΓ ποὺ νὰ συναντᾶ τὸ ἐπίπεδο στὸ Β καὶ τὴν εὐθεῖα στὸ 
Γ καὶ νᾶναι ΑΒ -- ΒΓ. 

220.--Μετατὺ μιᾶς εὐθείας Χ τι ἑνὸς ἐπιπέδου (Ρ) νὰ τοποθετήσετε 
ἕνα εὖν. τμῆμα μὲ δοσμένο μῆχος καὶ παράλληλο πρὸς γυωστὴ 
διεύθυνση. 

22|.--Δίδονται δυὸ σφαῖρες καὶ ζητεῖται νὰ Χχατασχευασθεῖ ἐπιπεὂο || 
πρὸς τὴ διάκεντρο καὶ σὲ τρόπο, ποὺ τὰ μήκη τῶν περιφερειῶν 
τομῆς νάχουν ἄ9θροισμα ἴσο μὲ τὸ "μῆχος δοσμένης περιφέρειας 
μ) ἀκτῖνα Ε. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ Υν. 


ΣΤΡΟΦΗ 


Α. Ἡ στροφή στὸ ἐπίπεδο 


Ῥυνεχίζουμε τὴ µελέτη τῆς μετατόπισης τῶν σχημάτων μὲ τὴ 
στροφή. Μ᾽ αὐτὴ χαὶ μὲ τὴν παράλληλη µεταφορά, μποροῦμε νὰ φέ- 
ροὺµε ἕνα σχῆμα ἀπὸ μιὰ θέση σ᾿ ὁποιαδήποτε ἄλλη µέσα στὸ ἐπίπεδό του. 

(5) Ἑνώνουμε τὸ τυχαῖο σημεῖο Μ ἑνὸς ἐπι- 
ἤ β πέδου (σχ. 100) μὲ τὸ σταθερὸ σημεῖο του 
Ο καὶ μὲ κέντρο τὸ Ο γράφουμε τόξο ΜΜ’ 

σὲ τρόπο, ποὺ ἡ « ΜΟΜ’ νᾶναι ἴση μὲ ω. 
(3) Λέμε τότε ὅτι τὸ σημεῖο Μ΄ προέρχεται ἀπ 

τὸ Μ μὲ στροφἡ καὰτῇ γωνία ω 

γύρω ἀπ᾽τὸ κέντρο ΌΟ. 


Σκ 403 


Εἶνοι σκόπιμο ν᾿ ἀποδόσουμε στὴ ζω ἀλγεβρικὸ πρόσημο καὶ 
δεωροῦμε συνήθως μιὰ γωνία «Φετικῆ» ὅταν διαγράφεται (ἀπ᾿ τὸ Μ πρὺς 
τὸ Μ᾽) κατὰ τὴ φορἀ τὴν ἀντίῦετη πρὸς τοὺς δεῖκτες τοῦ ουλογιοῦ 
(σι. 08, βέλος β). 

ὍὉ γεωμ. τόπος τῶν σηµείων Μ΄, ποὺ προέρχονται μὲ τὸν πιὸ πάνω 
τρόπο ἀπὸ κάθε σημεῖο Μ ἑνὸς ἐπιπέδου σχήματος 9), εἴν. ἓν) ἄλλο 
ἐπίπεδο σχῆμα (5). Λέμε ὅτι τὸ (5) προέρχεται ἀπ᾿ τὸ (5) μὲ σιροφὴ 
(κέντρο Ο, 6 ω). 

Τὰ δυὸ σχήµατα εἶναι πάντοτε ἴσα, ἀλλ᾽ αὐτὸ θὰ τὸ ἁποδείξουμε 
πιὸ κάτω γιὰ τὰ εὐθ. τμήματα καὶ τὶς περιφέρειες, ποὺ ἐνδιαφέοουν τὴ 
Στοιχειώδη ᾿Επιπεδομετρία. 

Στὴ μερικὴ περίπτωση, ὅπου ἡ γωνία στροφῆς ω-- 1809, τ’ ἀντίστοι- 
χα σχήματα εἶναι συμμετρικά ὡς πρὸς τὸ κέντρο Ο. Γιὰ τὴν περίπτωση 
ὅμως αὐτὴ ἀφιερώνουμε ἀμέσως ἔπειτα ἕνα ξεχωριστὺ γεφάλαιο (Ν1). 

Ὅπως καὶ μὲ τὴ µεταφορά, ἔτσι καὶ μὲ τὴ στροφή, ἔχυυμε τὴν εὐ- 
καιρία νὰ πλησιάζουµε καὶ νὰ συσχετίζουµε διάφορα γεωμ. µεγέθη---κι 
αὐτὸ εἶναι πιθανὸ νὰ ὁδηγεῖ στὴ λύση τοῦ προβλήματος. 

Τὸ κένιρο τῆς στροφῆς μπορεῖ ν᾿ ἀνήκει ἢ ὄχι στὰ σχῆμα (5). 
᾽λλλὰ καὶ τὴ δεύτερη περίπτωση εἶν᾽ εὔκολό νὰ τὴν ἀναφέρουμε στὴν 
πρώτη, Φτάνει νὰ προσδέσουµε στὸ σχῆιια (9) τὴν «ἀκῖτνα» ΩΜ ναὶ νὰ 
θεωρήσουμε ὅτι στρέφεται ὁλόχληρο τὸ σύστημα (ΟΜ, 5). 
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Μιὰ στροφὴ εἶναι ἐντελῶς καθορισμένη, ὅταν δοθοῦν τὸ κέντρο Ο 
χιὴ ο μὲ τὴ φορά της. Μποροῦμε λοιπὸν νὰ σημειώνουμε γιὰ συν- 
τοµία: ἡ στροφὴ (Ο, «ἵ ο). (Ὁ 


Στροφὴ μιᾶς οὐδείας. Πρόκειται νὰ σιρέψουµε τὴν εὐθεῖα Χ 
τοῦ σχ. 104 κατὰ (0Ο, ὰὦ ᾳ). 

Γράφουμε τὸ ἀπόστημα ΟΗ Ι Χ καὶ στρέφουµε τὴν ἀκτῖνα ΟΗ 
κατὰ τὴ γωνία τῆς στροφῆς. Ἔπειτα ἀπ᾿ τὴ νέα Ὀέση Η΄ τοῦ Ἡ, γθοά- 
φουμε τὴ Χ΄ Ι ΟΗ’. 

Κάθε σημεῖο τῆς ΧἉ΄ προέρχεται 
ἀπὸ κάποιο σημεῖο τῆς Χ μὲ στιροφὴ 
(ο,ὰ ϱ). "Ας εἶναι πραγματικἁ Α τυχαῖο 
σημεῖο τῆς Χ. κι’ ἂς φέρουμε τὴν εὐθεῖα 
ΟΑ᾽ µέχρι τῆς τομῆς της Α΄ μὲ τὴ Χ᾿ 
καὶ σὲ τρόπο, ποὺ νἆναι «ἵ ΑΟΛ’ --ω. 

Ἱότε Φᾶχουμε : 


« λΛ’ΟΗ᾽ -- ἅ ΛΟΗ 


κι ἀπ᾿ τὰ ἴσα ὀρδ. τογ. ΟΗ΄Δ΄ καὶ 
ΟΗΑ συμπεραίνουμε ὅτι (Ο0Α’) Ξ- (ΟΛΑ). ρα κάθε σημεῖο Δ΄ τῆς Χ΄ 


εἶναι τὸ στραμένο κάποιου σημείου Α τῆς Χ κατὰ «Ζω, 

Μὲ τὸν ἴδιο τρόπο μποροῦμε ν᾿ ἀποδείξουμε καὶ τ ἀντίστροφο. 

Σὲ ἴσα τμήματα τῆς Χ ἀντιστοιχοῦν ἴσα στραµένα τμήματα τῆς Χ΄᾿ 

Οἱ εὐθεῖες Χ καὶ Χ΄ συναντοῦνται ὑπὸ τὴ γωνία τῆς στροφῆς «. 

᾿Ἀπίσης σὲ δυὸ εὐθεῖες Χ καὶ Ψ, ποὺ σχηματίζουν γωτία β, ἀντι- 
στοιχοῦν οἵ στραµένες εὐθεῖες Χ΄ καὶ Ψ', ποὺ τέμνονται χι αὐτὲς ὑπτὸ 
γωνία β. 

Στροφὴ μιᾶς περιφέρειας. Αν θέλουμε νὰ στρέψουµε τὴν περι- 
φέρεια Τ τοῦ σχ. 100 κατὰ (0Ο, «ἕαὶ, φτάνει νὰ στρέψουµε τὴν ἀκτῖ- 
να ΟΓ κατὰ τὴ γωνία τῆς στροφῆς καὶ μὲ κέντρο τὴ νέα θέση Τ’ 
τοῦ Ὦ νὰ γράψουμε μιὰ ἴση περιφέρεια. | 

"Ας εἶναι πραγματικὰ Α τυχαῖο σημεῖο τῆς περιφέρειας Γ κι ἂς 
φέρουμε τὴν εὐθεῖα ΟΑ΄ ὥσπου νὰ συναντήσει στὸ Α΄ τὴν περιφέρεια 
καὶ νἆναι αχ ΑΟΑΞ-ω. Τὰ τργ. ΟΑΡ καὶ ΟΑ΄’Γ’ ἔχουν δυὸ πλευ- 
ρὲς καὶ μιὰ ἀπέναντι γωνία Ο ἴσες. Αρα τὸ τργ. ΟΑΓΤ εἶναι ἴσο ἢ μὲ τὸ 
ΟΑ΄Γ΄ ἢ μὲ τὸ ΟΑ”Γ'’, ὅπου Α΄ τὸ δεύτερο σημεῖο τῆς τομῆς τῆς εὖ- 

(ὔ) Καλὸ εἶναι ὁ ἀναγνώστης νὰ συνηθίσει κάπως στοὺς συμθολισμοὺς 
καὶ στὴν ἀνάγνωση τῶν σχημάτων, γιατὶ ἔτσι ἡ διατύπωση Χαὶ συντομώταρη 
γίνεται καὶ σαφόστερη. Ἐπαναλαμδάνουμε ἐπίσης τὴν ἀνάγκη τῆς ἀκούρα- 


στής χρησιμοποίησης τοῦ κανόνα καὶ τοῦ διαδήτη σὰ τρόπο, ποὺ νἁ γίνεται 
δυνατή ἡ ἐξοικείωση μὲ τὴ γεωμετριχὴ κατασκευή, 
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δείας ΟΑ΄ καὶ τῆς περιφέρειας Γ΄. Θἄναι λοιπὸν (0ΟΑ) --(0Α3 
η (ΟΑ) -- (ΟΑ΄], δηλ. ὑπάρχει κάποιο σημεῖο Α΄ η Α΄ τῆς Γ'. ποὺ 
προέρχεται ἀπ᾿ τὸ Α τῆς περιφέρειας Γ μὲ τὴ στροφὴ (0Ο. «ἵ ω). 

Γιά ν’ ἀποδείξουμε καὶ τ' 
ἀντίστροφο παίρνουμε 
τὸ τυχαῖυ σημεῖο Α΄ τῆς Γ΄ 
καὶ γράφουμε τὸ τόξθ 
(Ο, ΟΛ΄), ὥσπου αὐτὸ νά 
συναντήσει στὸ Α τὴν πε- 
ριφέρεια Τ -- κοὶ θὰ τὴν 
συναντήσει ὁπωσδήποτε. 

Απ΄ τὰ δυὸ σημεῖα τομῆς 
προτιμᾶμε ἐκεῖνο, ποὺ φέ- 
ρει τὴν ΟΑ ὡς πρὸς τὴν 
ΟΓ στὴν ἴδια σχετικὴ Ὀέση τῆς ΟΑ΄ ὡς πρὸς τὴν ΟΓ’. Τότε τὰ 
τργ. ΟΑΓ κι ΟΑ΄Γ’ ἔχουν καὶ τὶς τρεῖς πλευρές τους ἴσες κι ἑπομένως 

ἅ ΛΟΓ'-- ἆ ΑΟΓ, εἴτε «Α.Α -- ἄΓο- χω 

Ληλαδὴ καὶ στὸ τυχαῖο σημεῖο Α΄ τῆς Γ΄ ἀντιστοιχεῖ ἐπίσης κάποιο 
σημεῖο Α τῆς ἀρχικῆς περιφέρειας, μὲ σχέση ἀντιστοιχίας μιὰ στροφἡ 
ἀντίθετη πρὸς τὴν προηγούµενη. 

Γενικἀ δυὸ ἴσες περιφέρειες μποροῦν νὰ παρθοῦν ἡ μιὰ ἀπ᾿ τὴ 
ἄλλη μὲ τὴ βοήθεια μιᾶς στροφῆς γύρω ἀπὸ τυχαῖο σημεῖο τῆς ἐπιμέ- 
σου στὴ διάκεντρο. 

Θ) ἀποδείξουμε τὴν :ἀνάλογη πρόταση γιὰ δυὸ ἴσα εὐᾷ. τμήματα. 


Θεώρημα: κ«Δυὸ ἴσα εὖθ. τμήματα ΑΒ κι Α΄Β’ μποροῦν νὰ. 

ταυτιατοῦν μὲ τὴ θοήθεια μιᾶς στροφῆς». 

Γιὰ χάρη ὁμοιομορφίας ἂς ὀνομάσουμε τὸ σημεῖο Α΄ καὶ Γ -“πρόκει- 
ται γιά ἕνα σημεῖο μὲ δυὸ ὀνόματα. Ἔπειτα ἂς Ἀιτασκευάσουµε πάνω 
στὸ τμῆμα Α΄Β’ ἕνα τργ. ΑΒ Τ’ ἴσο μὲ τὸ ΑΒΓ  : αἱ σὲ τρόπο, ποὺ οἱ 
γωνίωις Β΄Α΄Γ΄ καὶ ΒΑΓΡ νᾶχουν την ἴδια φορά. 

Διωκρίνουμε τρεῖς περιπτώσεις. 

Τη γενικῇ περίπτωση: Τὰ ση μεῖα Α, Α’ Γ΄ εἶναι 
τρία διαφορετικὰ σημεῖα ὄχι τῆς ἴδιας εὖὐ. 
θείας (σχ. 106). 

Ὑπάρχει τότε περιφέρεια, ποὺ νὰ περνάει ἀπ᾿ αὐτὰ τὰ τρία 
σημεῖα. Ἔστω Ο τὸ κέντρο της. Τὰ τργ. ΟΑΓ καὶ ΟΑΤ’ εἶναι ἴσα καὶ 
τῆς ἴδιας φορᾶς κι ἑπομένως μιὰ στροφἡ (0Ο, ΛΟΓ) φέρει τὸ τμῆμα 
ΑΓ ἀκριβῶς πάνω στὸ ΑΤ’. "Αν σύγχρονα σιραφεῖ ὁλόκληρο τὸ 
τογ.ΑΒΓ., τότε οἱ ἴσες καὶ τῆς ἴδιας φορᾶς -ᾱἆ- ΒΑΓ καὶ Β΄Α΄Γ’ θὰ συμπέ- 
σουν. Τὸ τμῆμα ΑΒ θὰ ἐφαρμόσει στὸ ἴσο του Α΄’. 
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᾿Αφοῦ ἀποδείαμε τὴν ὕπαρξη τοῦ κέντρου στροφῆς, ιποροῦμε 
στὶς ἐφαρμογὲςζνὰ τὸ προσδιορίζουµε εὔκολα σὰν τομὴ τῶν ἐπιμέσων 
στὰ τµήµατα ΑΑ΄ καὶ ΒΒ’, ἀφυῦ αὐτὸ τὸ σημεῖο Ο ἰσαπέχει ἀπὸ ὁποιο- 
δήποτε ζεῦγος ἀντιστοίχων σηµείων. 

2η περίπτωση: Τὰ Α,Α΄᾽ ΓΤ εἶναι διαφορετικἀἁ 
σημεῖα τῆς ἴδιας εὐθείας (σχ. 101). 

Οἱ ἴσες καὶ τῆς ἴδιας φορᾶς -ἅ ΒΑΓ καὶ ΒΑ΄ΤΓ΄ βεβαιώνουν ὅτι 


Α : ας 
ΣΧχ-.Ί07 


τὰ τμήματα ΑΒ κι ΑΒ’ εἶναι παράλληλα κι ὁμόρροπα κι ὅτι τὸ τμῆμα 
ΑΒ μπορεῖ νὰ ἐφαρμόσει στὸ Α΄Β΄ μὲ μιὰ παράλληλη µεταφορά. 

Ἂν θέλουμε, μποροῦμε νὰ θεωροῦμε τὴ μεταφορὰ σάἀν μερική πε- 
οίπτωση τῆς στροφῆς, ὅταν τὸ κέντρο της ἀπομακρύνεται σ’ ἄπειρη 
ἀπόσταση κάθετα πρὸς τὴ διεύθυνση τῆς μεταφορᾶς. 

3η περίπτωση: Τὸ Α συμπίπτει 
μὲ τὸ Τ” (σχ. 108). 

Ὁ κύκλος (Α, Α’, Γ΄) δὲν εἶναι πιὰ ὠρισμέγος. 
οἱ 6 ΒΑΓ καὶ Β΄Α΄ΤΓ’΄ εἶναι πάντοτε ἴσες καὶ τῆς 
ἴδιας φορᾶς καὶ μποροῦν πολὺ καλὰ νὰ παρὺοῦν 
σὰν ἐντὸς- ἐναλλὰξ τῶν εὐθειῶν ΑΒ κι Α΄’. 
Τὰ |] κι ἀντίρροπα τµήµατα ΛΗΒ κι Α΄Β΄ μποροῦν 
λοιπὸν νὰ ἐφαρμόσουν μὲ μιὰ στισοφἡ κατὰ 1805 
γύρω ἀπ᾿ τὸ µέσο τοῦ ΑΛ’. 

Αν ἐφαρμόσουμε τὴ γενικἡ κχατασκευὴ στὴν περίπτωση, ποωὺ τὰ 
τμήματα ΑΒ κι Α΄Β΄ εἶναι οἳ μὴ παράλληλες πλευρὲς ἢ οἱ διαγώνιες 

ἰσοσκελοῦς τραπεζίου, βλέπουμε ὅτι τὸ κέντρο τῆς στροφῆς εἶναι τὸ ση- 
μεῖο τομῆς τῶν εὐθειῶν, ὅπου ἀνήκουν τὰ τµήµατα. 


ο 
κ ἁ 


Πρόβλημα: «Ἑνώνουμε τὸ σταθερὸ σημεῖο Ο μ᾿ ὅλα τὰ ση- 
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μεῖα Α τῆς εὐδείας Χ καὶ προεκτείνουµε τὶς ἀχτῖνες ΟΑ πάρα ἀπ 
τὸ 0Ο κατὰ ΟΑ΄ -- 0Α. Ποιὸς εἶναι ὁ τόπος τοῦ Α΄ ;». 
Εϊναι ἡ εὐδεῖα ΧἈ΄, ποὺ προέρχεται ἀπ τὴ Χ μὲ τὴ σιροφὴ 
(Ο, 1809). Ἡ κατασκευἠ τῆς Χ΄ φαίνεται στὸ σχ. 109. 


Σχ.Τΐο 


Πρόβλημα: «Νὰ κατασκευάσετε τργ. ΑΒΓ, ὅταν ξέρετε τὶς 
πλευρὲς (ΑΒ) -- ς, (ΑΓ) Ξ- Ὁ καὶ τὸ μῆκος τῆς περιεχόµενης διαµέ- 
σου (Α)--πι». 

Γιὰ νὰ συγκεντρώσουµε σἕνα µόνο τρίγωνο ὅλα τὰ γνωστὰ στοιχεῖα, 
ἂς στρέψουµε ὅπως στὸ σχ. 110 τὸ τργ. ΑΜΒ γύρω ἀπ᾿ τὺ Μ κατὰ 1809. 

Τότε αὐτὸ Ὀὰ ιάρει τὴ θέση ΓΜΔ, ἐνῶ ἡ γραμμή ΑΝΜΔ θδάναι 
εὐθεῖα καὶ Ὀάχει μῆκος Όπι. Μποροῦμε λοιπὸν νὰ χατασκευάσουµε ἐξ 
ἀρχῆς τὸ τργ. ΑΓΔ ἀπ᾿ τὶς τρεῖς πλευρές του κλπ. 

Στὴν οὐσία δὲν χάναµε τίποτε ἄλλο παρὰ νὰ προεκτείνουµε τὴ 
διάµεσο κατὰ μῆκος ἴσο πρὸς αὐτή. “ὍὉ διπλασιασμὸς αὐτὸς εἶναι ἀρ- 
ψετὰ συνηθισμένος. 


Πρόβλημα: «Απἒνα σημεῖο Ρ νὰ γράφετε εὐθεῖα, ποὺ νὰ συναντᾶ 
δυὸ δοσµένες περιφέρειες στὰ Α καὶ Β καὶ νάναι ΡΑς-Ρβ(σχ. 111)». 
Αν στρέψουµε τὴν πε- 
ουφέρεια Ο κατὰ (ΡΕ, 1809), 
στὴ νέα ὑέση της Ιτὸ Α 
δὰ ταυτιστεῖ μὲ τὸ Β ἐξ 
αἰτίας τῆς ἰσότητας 
ΡΑ -- ΡΒ. 
Διερεύνηση : Τὸ σημεῖο 
Β προσδιορίζεται σὰν τομῆ 
δυὀ περιφερειῶν ---τῆς Ο’ 
καὶ τῆς ]. Γιὰ τὴν ὕπαρξη 
τῆς τομῆςπρέπει καὶ ἀρκεῖ: 
Β --κς τος Ε΄ Ι-Ἐ. Ε8 καὶ Κ’ οἱ δυὸ ἀπτῖνες. 
Ἐξ ἄλλου ἂν εἶναι Μ τὸ µέσο τοῦ Ο0’, θάχουμε ἀπ τὸ τργ. ΟΙΟ’: 
1Ο’ 


ΡΜ - τη χι οἱ παραπάνω σχέσεις γράφονται : 
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Ε-κΕ«2ΡΜΑΕ«ΚΕΚ εἴει: Ἔσ-ἒς ΡΝ « ει Ε. 
Γράφουµε τὶς περιφέρειες (,-τ-σ---) αν (ας τε 3] | 


Θὰ ὑπάρχουν δυὸ λύσεις, ὅταν τὸ ὮῬ βρίσκεται µέσα στὸ δακτύλιο ποὺ 
περιορίζουν οἱ δυὸ αὐτὲς ὅμόκεντρες περιφέρειες καὶ μιὰ μόνη ὅταν τὸ 
σημεῖο ἀνήχει σὲ μιά ἀπ᾿ αὐτές. 

᾽Αποδείξτε, ἂν θέλετε, ὅτι οἳ δυὸ ὁμόχεντρες περιφέρειες ἐφάπτον- 
ται στὰ µέσα τῶν κοινῶν ἐφαπτομένων πρὸς τὶς ἀρχικὲς περιφέρειες. 


Πρόβλημα: «Νὰ ἐγγράψετε ἰσόπλευρο τρἰγωνο ἀνάμεσα σὲ τρεῖς 
παράλληλες εὖθετες Χ, Ὁ, 7 (σχ. 1129)». 

Μποροῦμε πρῶτα - πρῶτα νὰ καθο- 
οίσουµε αὐθαίρετα πάνω στὴ Χ τὴ δέση 
τῆς κορυφῆς Α -- κι αὐτό, γιατί, ἀφοῦ 
πετύχουμε μιὰ φοράἀ τὴν ἐγγραφή, µπο- 
ροῦμε ἔπειτα προφανῶς νᾶχουμε τὸ 
τρίγωνο σ᾿ ἄπειρες νέες θέσεις μὲ µε- 
ταφορὰ παράλληλη πρὸς τὶς εὐθεῖες. 

"Ας εἶναι λοιπὸν ΔΒΙ μµιὰ θέση ἐγ- 
γραφῆς. Τὸ σημεῖο Γ μπορεῖ τότε νὰ Σκ. 112 
παρθεῖ ἀπ᾿ τὸ Β μὲ μιὰ στροφή του κατὰ (Α, 009]. Γιὰ νὰ προσδιορί- 
σουµε λοιπὰν τὸ } ἐξ ἀρχῆς, φτάνει νὰ στρέψουµε ὑλόκληρη τὴν εὖ- 
δεῖα Ἡ μὲ τὸ ἴδιο κέντρο Δ καὶ κατὰ τὴν ἴδια γωνία 605. Ἡ Ψ στὴ 
γέα Ὀέση της Ψ΄ συναντᾶ τὴ Ζ στὸ ΓΤ. 

Ἡ στροφἡ μπορεῖ νὰ γίνει καὶ κατὰ τὴν ἀντίὃετη διεύθυνση (Ψ’’) καὶ 
θάχουμε τότε μιὰ δεύτερη λύση. 

Οἱ στραµένες εὐθεῖες Ψ΄ καὶ ΡΨ᾽' ἀποτελοῦν τὸν ἑξῆς τόπο : 

Ἑνώνουμε σταθερὸ σημεῖο Α μ᾿ ὅλα τὰ σημεῖα Ἑ μιᾶς εὐθείας ἵ. 
καὶ κχατασχευάζουµε πάνω σὲ κάθε τμῆμα ΑΒ Ἰσόπλευρο τρἰγωνο ΑΒΓ' 
τόπος τῆς τρίτης πορυφῆς ῦ. | 


Πρόβλημα: «Νὰ ἐγγραφεῖ τετράγωνο σὲ παραλληλόγραμμο». 
Ἁναλνυτιχά: ἂς ὑποθδέσουμε ὅτι τὸ 
τετράγωνο τοῦ σχ. 1185 Ικανοπουεῖ τὸ πρό- 
βληµα, Ἡρῶτα - πρῶτα αὐτὸ θάχει τὸ ἴδιο 
κέντρο Ο μὲ τὸ παραλληλόγραμμο. Γιατὶ 
τὸ Ο ἀνήκει στὶς ἰσατέχουσες παράλλη- 
λες τῶν ΑΒ, ΓΔ καὶ ΒΓ, ΔΛ κι οἳ παράλ- 
ληλες αὐτὲς κόβονται ἀλριβῶς στὸ Χέντρο 
τοῦ παραλληλογράμμου. 
Ἐκεῖνο ποὺ ὁδηγεῖ στὴ λύση, εἶναι ἡ 
παρατήρηση ὅτι ἂν τὸ σημεῖο Π τοῦ ἰσο- 
σκελοῦς ὁρῦ. τργ. ΠΟΡ στραφεῖ κατά 
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(Ο, 909) θᾶρθει πάνω στὸ Ρ.ΑΛρα, ἂν κι ὁλόκληρη ἡ εὐθεῖα ΑΒ στραφεῖ 
ἐπίσης μὲ κέντρο Ο καὶ «ἵ 909, στὴ νέα θέση της Α΄ Β΄ θὰ συναντήσει 
τὴ ΒΓ στὴν ἄγνωστη χορυφῆ Ρ. Ἡ κατασκευἠ φαίνεται στὸ σχ. 118. 

Ἡ τοµῆ Ρ ὑπάρχει πάντα (βρῆτε ὑπὸ ποιὲς συνδῆκες τὸ Ρ εἶναι 
μεταξὺ τῶν Ὦ καὶ ΙΓ) ἐκτὸς ἂν τὸ ΑΒΓΑ εἶναι ὀρθογώνιο. 

Γιὰ τὴν περίπτωση τοῦ ὀρθογώνιου εἶναι Α΄Β΄ [| ΒΓ καὶ δὲν ὑπάρχει 
πιὰ λύση, ἑκτὸς ἂν οἵ ἀποστάσεις τοῦ Ο ἀπ᾿ τὶς πλενυρὲς εἶναι ἴσες, ὁπότε 
οἱ ὑπ' ὄψη εὐθεῖες ταυτίζονται. Τὸ ΑΒΓΑ εἶναι τότε ἕνα τετράγωνο 
καὶ τὸ πρόβλημα ἔχει ἄπειρες λύσεις. Ῥλέπουμε μ’ αὐτὸ ὅτι κάθε ὁρ- 
θογώνιο περιγεγραμµένο σὲ τετράγωνο εἶναι χι αὐτὸ ἕνα τετράγωνο. 

Πρόβλημα: «θέλουμε νὰ φέρουμε ἂπ᾿ τὸ σημεῖο Ρ, ἔξω ἀπ᾿ τὴ 
ζώνη τῶν παραλλήλων Χ καὶ ἵ, μιὰ τέµνγουσα ΡΑΒ (σχ. 114) σὲ 
τρόπο, ποὺ νάναι (ΡΑ) -{- (ΡΒ) -- λ». 


χ΄ α΄ η’ Μ 


θι 8 Σ στ Ν 
Σχ. 4/4 


Στρέφουμε τὴ Χ κατὰ (Ρ, 1909) καὶ παρατηροῦμε ὅτι γιὰ τὴ νέα 
δέση Α΄ τοῦ Α εἶναι (ΑΒ) -- λ. Ἔγουμε πιὰ τὴ (διεύθυνση τοῦ εὖθ. 
τμήματος Α΄Β χι ἡ χατασκευἡ ἁπλουστεύεται. 


Πρόβλημα: «Αίδοντα δυὸ περι- 
φέρειες Ο κι Ο΄ μὲ κοινὸ σηµεξῖο τὸ Α. 
Νὰ φέρετε ἀπ᾿ αὑτὸ μιὰ τάµνουσα 
ΑΒΓ, ποὺ νὰ συναντᾶ τὶς περιφέ- 
ρ6ιες πρὸς τὸ ἴδιο µέρος τοῦ Α καὶ 
νᾶναι: (ΑΒ) (ΑΓ) -- λ». 


Ἡ ἰδέα εἶναι νὰ στρέψουµε τὴν πε- 
οιφέρεια Ο’ κατὰ (Α, 1809). Στη νέα δέ- 
ση της Ο”, τὸ μῆκος ΑΓ ἔρχεται στὴν 
προέκταση τῆς εὐθείας ΑΒ κι εἶναι 
ΒΑΓ”--λ. Πέφτουμε ἔτσι σὲ γνωστὸ 
πρόβλημα (δὲς καὶ σελ. 1017). 


Πρόβλημα: κ«Λίδοναι δυὸ εὐθεῖες Χ καὶ Ὁ χι ἕνα σημεῖο 0. 
Μ᾽ αὐτὸ σὰν Χέντρο νὰ γραφεῖ περιφέρεια, ποὺ ν’ ἀποκόξει ἀπ᾿ τὶς 
εὖθεῖες χορδὲς μὲ γνωστὸ ἄθροισμα ϱ», 


Ὑποῦέτουμε τὸ πρόβλημα Λυμένο (σχ. 116): (ΑΒ) -ἰ- (ΓΔ) --ε. 

Ας σημειώσουμε τ) ἀποστήματα ΟΕ κι ΟΖ τῶν δυὸ χουδῶν καὶ 
--γιὰ νὰ µπορέσουµε νἁ συσχετί- 
σουµε τὰ µήχη τους -- ἂς στρέ- 
ψουµε τὴν εὐθεα ὉῬ κατὰ 
(Ο, 6 708). Ἡ νέα θέση τῆς Ψ 
εἶναι ἡ Ψ΄ | Χ. “Ἡ χορδὴ ΓΔ ἔρ- 
χεται στὴ θέση Γ΄Δ κι εἶναι 
πάντα: (ΑΒ) -Γ(ΓΔ)|--ς. 

Στὸ τραπέζιο ΑΗΕΖΔ΄ τὸ 
τμημα ΙΜ, ποὺ ἑνώνει τὰ 
µέσα τῶν μὴ παραλλήλων πλευ- 
ρῶν του, ἔχει µῆχος: 
ο ο, σκ.ό 

Τὺ σημεῖο Μ μπορεῖ λοιπὸν νά προσδιορισθεῖ χωρὶς νὰ Φεωρή- 
σουµε τὸ πρόβλημα λυµένο. Φέρουμε ἔπειτα τῇ ΜΑ | ΟΜ καὶ γράφου- 
µε τὴν περιφέρεια (Ο, ΟΑ). 


Πρόβλημα: κ«Δίδτα. εὐθεα Χ, ἕνα σημεῖο της Α γαὶ μιὰ 
περ'φέρεια Ό., Πητεῖται νὰ γραφεῖ ἄλλη περιφέρεια, ποὺ νᾶχε. τὸ 
κέντρο της στήν εὐβεῖα, νὰ περνάει ἀπ᾿ τὸ ογμεῖο Α καὶ νὰ κόδει 
ὀρθογώνια τὴν περιφέρεια 0». 


Ὅλο τὸ ζήτημα εἶναι 
νὰ προσδιορίσουμε τὸ ἅγνω- 
στο κέντρο 1 (σχ. 111). Πα- 
ρατηροῦμε ὅτι. ἂν στιρέψουµε 
τὸ ὀρῦ. τροΥγ. 1ΙΒ0 κατὰ 
(1, ἅ ΒΙΑ), ἡ ἀντῖνα 1Η πέ- 
φτει πάνω στην ΙΑ. τὸ 
τμῆ]ια ΒΟ ἔρχεται σὲ μιά δέ- 
ση ΑΙ κι εἶναι : εὐθδεῖα 

Σχ. 17 ΑΓ Ι Χ. Τὸ Γ μποροῦμε λοι- 

πὸν νὰ τὄὂχουμε ἀπ᾿ τὴν ἀρχηή 

[ΑΓ Ι Χ στὸ Α καὶ (ΑΓ) -- (Β0) Ξ ΚΙ. Καὶ καθὼς εἶναι ἐπὶ πλέον 
(1Γ) --- (1Ο), τὸ 1 προσδιορίζεται σὰν τομῆ τῆς Χ καὶ τῆς ἐπιμέσου στὸ 
τμῆμα ΟΙ. ᾽ 


Ν 
ν 


Πρόβλημα: «ΚἎἁ κατασκευάσετ τργ. ΑΡΒΓ, ὅταν ξέρετε τν 
πλευρὰ (ΒΓ) -- α. τὴ 4 Β καὶ τὸ ἄδροισμα (ΑΒ) - (ΑΕ) -- λ», 


Φυσικὰ θὰ ἐπιδιώξουμε νὰ πραγµατοποιήσουµε τὸ ἄθροισμα λ 
πάνω σὲ μιὰ μόνη εὐθεῖα. Λὐτὸ γίνεται, ἂν στρέψουµε τὴν πλευρὰ ΑΓ 
γύρω ἀπ τὸ Α, ὥσπου νὰ πέσει πάνω στὴν 
εὐθεῖα ΒΑ καὶ νᾶρθει ἔτσι στὴ θέση ΑΔ. 
Θάναι: (ΒΔ) --λ- 

Μποροῦμε πιὰ νὰ κατασχευάσουµε 
ἄμεσα τὸ τργ. ΔΒΓ ἀπὸ δυὸ πλευρές του 
καὶ την περιεχόµενη γωνία τους, 

Ἡ διερεύνηση συμπεριλαμβάνε- 

ολ ται σ᾿ αὐτὴ τοῦ παρακάτω προβλήματος. 

"Ας παρατηρήσουμε µόνο ὅτι ἡ ἐπίμεσος 

7 στὸ τιμῆμα ΓΔ, ἡ ὁποία δίνει τελικἀ τὸ Α, πρέπει νὰ συναντᾶ τὸ 

τιῆμα ἨΏΔ κι ὄχι τὶς προεκτάσεις του. Πρέπει δηλαδή: ΒΓ «ΒΔ 
εἴει α ζ«λ (συνθήκη γνωστὴ γιὰ τὴν ὕπαρξη κάθε τοιγώνου). 

Παρατήρηση. Ἡ στροφὴ ποὺ Ἀάναμε στὸ πρόβλημα αὐτὸ 
συνηθίζεταιὅταν δέλουμε νὰ πραγµατοποιήῄσουµε ἕνα ἄθροισμα ἢ μιὰ 
διαφορὰ μηκῶν. 

στὸ προηγούμενο παράδειγµα εἶναι σὰν νὰ προεκτείναµε μιὰ 
πλευρά κατὰ μῆκος ἴσο μὲ μιὰ ἄλλη. ᾽Αλλά δὲν εἶναι ἁδιάφορυ νὰ προε- 
χτείνουµε τὴ μιὰ ἢ τὴν ἄλλη ἀπ᾿ τὶς πλευρὲς ΑΒ κι ΑΓ κατὰ τὴ μιὰ 
ἡ τὴν ὄλλη ματεύῦθυνση. "Ετσι εἶναι λάθος νὰ παπφοεκτείνουµε τὴν ΑΙ 
πρὸς τὸ µέρος τοῦ Β κατὰ μῆχος ἴσο μὲ (ΑΓ), ἐπειδὴ τότε τὰ δνὸ ἴσα 
μήκη τοῦ σχήματος δὲ Ὀάχανε πανένα ἄκρο κοινό. Σκεφτόμενος κανεὶς 
μὲ τὴ στροφὴ δὲν δὰ δοκίμαζε ποτὲ μιὰ τέτοια κατασκευή. 

Πρέπει λοιπὺν νὰ πθοεκτείνουµε τὴν ΑΒ ἢ τὴν ΑΓ πρὸς τὸ µέρος 
τοῦ Α. Στὸ προηγούμενο παράδειγμά προεκτείΐναµε τὴν ΛΕΒ γιὰ νἀ δια- 
τηρήσουµε τὴ δοσμένη 4 Ὦ. Αὐτὸ θάἄτανε βέβαια λαδεµένο ἂν μᾶς εἶχε 
δοθεῖ ἡ ἅΤ. 

Πρόβλημα: «Νὰ κα- 

τασκευάσετε τργ. ΑΒΓ ἀπ' 
τὴ βάση του (ΒΡ) -- 

Ἰ Ἐ καὶ τὴ διαφορὰ 

(ΑΒ) --(Λ15) -- ἆ». 

Ἡ λύση διαφαίνεται ἀπ᾿ τὸ 
προηγούμενο πρόβλημα : 
Οἀ πάρουμε ἀπ᾿ τὸ Α πρὸς τὸ 
Β μῆκος (ΑΔ)--(ΑΓ), δἁ παρα- 
τηρήσουμε ὅτι ιοιε (ΠΔ) -- ἆ 
καὶ 3” ἀρχίσουμε τὴν κατα- 
σκευὴ ἀπ᾿ τὸ τργ. ΔΒΓ. 

Ἐνδιαφέρει ὡστόσο ἡ Σχ. 16 

Διερεύνηση: ῥΓΡιὰ νὰ πραγµατοποιήσουµε τὴν νατασκευὴ τοῦ 
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τργ. ΔΒΓ, τοποθετοῦμετὴ βάση ΒΓ, σχηµατίζουµε τὴ γνωστὴ «ἕ ΓΗΒΧ καὶ 
παίρνούυµε πάνω στὴ Χ µῆκος (ΒΛ) -- ᾱ. "Έπειτα προσδιορίζουµε τὸ 
Α σὰν τομὴ τῆς ΒΔ καὶ τῆς ἐπιμέσον Ζ στὸ τμῆμα ΥΛ. Κατεβάζουμε 
καὶ τὸ ὕψος ΓΗ | χ. 

Ίο ἆ « ΒΗ (ἆ «΄ α.συνΒ), Ἡ ῥἐπίμεσος Ζ συναντᾶ τὴ ΒΔ πάνω 
στὴν ἡμιευθεῖα ΔΧ, γιατὶ στὸ ὀρδ. τογ. ποὺ σχηματίζουν οἱ εὐθεῖες 
Χ, Ζ καὶ ΓΔ, ἡ -ἵ- Δ ὀφείλει νάναι ὀξεῖα. 

2ο ἆ Ξ- ΒΗ. Τὸ σημεῖο Α χάνεται στὸ ἄπειρο. 

43ο ΒΗ « ἆ «΄ΒΓ’, ὅπου ΒΓ΄ -- α. “Ἡ ἐπίμεσος 2, συναντᾶ τὴν 
εὐθεῖα Χ κάτω ἀπ᾿ τὸ Β. Τ'ἀντίστοιχο τργ. Α΄ΒΡ (µῆ σχεδιασμένο) θάχε 
σὰν -ἵ Β τὸ παραπλήρωμα τῆς δοσµένης, ἐνῶ ὠστόσο ἡ διαφορὰ 
(ΑΓ) -- (ΑΒ) θἄᾶτωε πάλι -- Βδ'-- ἀ. 

4ο ἆ -- ΒΓ΄ -- α. Ἡ 7 κόβει τὴ Χ στὸ Β καὶ τὸ ζητούμενο τργ. 
ἐκφυλίζεται στὸ τμῆμα ΒΓ. | 

δο ἆ ὸ ΒΓ’ --α. Ἡ Ζ, ἐπίμεσος στὸ τμῆμα ΓΔ, π. χ., συγαντᾶ 
(τὴ Χ. σὲ σημεῖο Αι ἀνάμεσα στὰ Β καὶ Δι χι εἶναι : 


ἆ -- (ΒΑ!) -ἵ- (ΑΙ Δι) -- (ΒΑ!) -ἕ (Α,Γ), 
ἐρχόμαστε δηλ. στὸ προηγούμενο πρόβλημα. 


Πρόβλημα :«Νὰ δρῆτε πάνω σὰ τόξο ΑΒ ἕνα σημεῖο Μ, ποὺ οἱ 
ἀποστάσεις τού ἀπ' τ ἄκρα τοῦ τόξοὺ νᾶχουνε γνωστὸ ἄδροισμα 8». 
Τὸ σημεῖο Μ στὸ σχ. 190 ἱκανοποιεῖ 
τὸ πρόβλημα, ὅταν: (ΜΑ) Γ(ΜΕΒ)::9. 
"λς εἶναι Ο ὁ χύκλος, ὅπου ἀνήκει τὸ 
τόξο καὶ ω τὸ µέτρο΄ τῆς γνωστῆς 
4 ΑΜΒ. ἩΠροεκτείνοντας τὸ τμῆμα 
ΑΜ κατὰ (ΜΓΙ Ξ- (Μ8Β), σχηµατίζσουµε 
τὸ µῆκος (ΑΓ) --ς. Ἡ -ἆ ΑΜΒ εἷ- 
ναι ἐξωτερικὴ στὸ ἰσοσκελὲς τργ. ΒΜΓ 
κι ἰσοῦται μὲ τὸ ἄθροισμα τῶν δυὸ 
ἀπέναντι ἴσων γωνιῶν. "Αμα: 


ως. ἆ Γ καὶ χγ-ς. 


Μποροῦμε νὰ κατασκευάσουµε τὸ 
τργ. ΣΑΒ ἀπὸ δυὺὸ πλευρές καὶ μιὰ 
ἀπέναντι γωγία του: Γράφουμε πάνω ΄ Σκ 120 


9 -- ΄ ν , ΄ υ ο) 
στὸ τμῆμα ΑΒ τόξο, ποὺ γὰ δέχεται γωνία 3, τὰ, "Ἔπειτα γράφουμε 


. [ή Ν ΄ νι 
την περιφέρεια (Α, 8) καὶ προσδιορίζουµε στην τομή της μὲ τὸ :τόξο τὸ 
-- « 3 - - Ν ο ’ ’ | 
σημεῖο Τ. Ἡ εὐθεῖα ΑΓ συναντᾶ τὸ δοσμένο τόξο στὸ Μ. 


126 Ἡ μεθοδιχἠ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήματος 


Διερεύνηση : Πρὶν ἀπ ὅλα πρέπει νὰ Ἑεκαθαρίσουμε τὴ θέση τοῦ 
τόξου ΑΓΒ ὡς πρὸς τὸ ὅλο σχῆμα. Τὸ κέντρο του βρίσκεται πάνω στὴν 
ἐπίμεσο τοῦ. τµήµατος ΑΒ κι ἀπ᾿ τὸ κέντρο αὐτὸ τὸ ΑΒ φαίνεται ὑπὸ 
γωνία διπλάσια ἀπ᾿ τὴν ἐγγεγραμμένην ω/α, δηλ. ὑπὸ ««άω. "Αρα αὐτὸ 
τὸ κέντρο εἶναι τὸ ἴδιο τὸ µέσο Ι τοῦ δοσµένου τόξου. 

”Ας φέρουμε τώρα τὴ διόµετρο ΑΙΔ. Τὸ πρύβλημα ἐξαρτᾶται ἀπ᾿ 
τὴ δυνατότητα νὰ τοποθετήσουµε µέσα στὸν κύκλο ἵ τὴ χορδὴ ΑΓ μὲ 
μῆχκος γνωστό. Πρέπει τὸ μῆκος τῆς χορδῆς αὐτῆς νὰ μὴ ΚἙεπερνάει τῇ 
διάµετρο. Μ᾽ ἄλλα λόγια τὸ μέγιστο, τοῦ ς εἶναι τὸ μῆκος ΑΔ καὶ 
γιὰ τὴν τιμὴ αὐτὴ τὸ πρόβλημα λύνεται μὲ τὸ σημεῖο 1, ἀφοῦ 

(ΑΔ) -- 1) -- 48). 

Ἔστω 5 «« (ΑΔ). "Ἡ περιφέρεια (Α, 5) κόβει τὸ τόξο ΑΓΗ σὲ 
δυὸ σημεῖα Γ καὶ Γ΄ καὶ πρέπει οἱ εὐθεῖες ΑΓ κι ΑΓ΄ νἁ συναντοῦν 
τὸ δοσμένο τόξο. "Αν εἶν' ἔτσι--κι ἐπειδὴ ἀκόμα οἱ ΑΙ κι ΑΓ΄ εἴναι 
συμμετρικὲς ὡς πρὺς τὴ διάµετρο ΑΔ, ἔχουμε : 

«ἆ ΓΑΔ -- «ᾖΓ'ΑΔ 
καὶ καθὼς αὐτὲς οἳ γωνίες εἶναι ἐγγεγραμμένες «.. 
τοξ. ΙΜ -- τοξ. ΙΜ’. 

Τὰ δυὸ λοιπὸν σχήµατα ΜΑΒ καὶ Μ΄ΒΑ εἶναι ἴσα καὶ συμμειρικὰ 
ὡς πρὸς τὴν ΟΙ. 

Τέλος μποροῦμε νὰ παρατηρήσουμε ὅτι, ἂν γράψουμε τὴν περιφέ- 
θεια (Α, ΑΒ) καὶ προσδιορίσουµε τὴν τοµὴ Β’, θάναι : 

« Β΄ΑΔ-- ᾱἵ ΒΑΔ-- «ἴ-- ΙΒΑ, 
ὁπότε ἢ εὐδεῖα ΑΒ΄ ἐφάπτεται στὸ δοσ|ένο τόξο (βλ. σελ. 21). 
Ὅταν (ΑΔ) Σ»5 4Β) ὃδυὸ λύσεις. 


Γιὰ 5 ---(ΑΒ) τὸ Μ ταντίζεται μὲ τὸ Β καὶ τὸ Μ΄ 
μὲ τὸ Α. | 
Ὅταν 5 «(Α8Β) δὲν ὑπάρχει λύση, γιατὶ τὸ σημεῖο Τ) 


δὲν ἀνήκει πιὰ στὸ τόξο ΑΔΗ, ἐνῶ ἡ εὐθεῖα Γ΄Α συναντᾶ ὄχι τὸ ὃδο- 
σµένο τόξο, ἀλλὰ τὸ παραπληρωματικό του. 

Δὲν θὰ τελειώσουµε ἂν δὲν ἐλέγξουμε τὴν κατασκευη καὶ σ᾿ αὐτὴ 
τὴν τελευταία περίπτωση. Ἐπαναλαμβάνοντάς την βρίσκουμε δυὸ ση- 
μεῖα Μ καὶ Μ΄ τοῦ παραπληρωματικοῦ τόξου ΑΒ, γιὰ τὰ ὁποῖα ἡ δια- 
φορὰ κι ὄχι τὸ ἄθροισμα τῶν μηκῶν ΜΑ καὶ ΜΒ εἶναι ἴση μὲ . 
Τὸ περιμέναμε. 

Μ᾽ αὐτὸ τὸ πρόβληµα λύσαµε σύγχρονα καὶ τὸ παρακάτω: 

Νὰ χατασχευασθεῖ τρίγωνο ἀπὸ μιὰ πλευρά του, τὴν ἀπέναντι γωνία 
καὶ τὸ ἄδροισμα Ἡ τὴ διαφορὰ τῶν δυὸ ἄλλων πλευρῶν του. 

Στὸ τργ. ΑΜΒ (σχ. 120) γνωρίζαμε ἀκριβῶς αὐτὰ τὰ στοιχεῖα. 


ν. ΣΤΡΟΦΗ 
Β. Ἡ στροφὴ στὸ χῶρο' 


Ἡ σιροφὴ στὸ ἐπίπεδο γίνεται γύρω ἀπὺ σημεῖο. Στὸ χῶρο µπο- 
οοὔμε νἁ στρέφουµε τὰ σχήµατα γύρω ἀπὸ μιὰ εὐθεῖα- τὸν ἄξονα 
τῆς στροφῆς. 

Ας ποῦμε π.χ. ὅτι ὑὈέλουμε στὸ 
σχ. 191 νὰ στρέψουµε τὸ τυχαῖο σημεῖο Μ 
τοῦ χώρου γύρω ἀπ᾿ τὸν ἄξονα (α) κατὰ τὴ 
ὰ ω. Θὰ φαντασθοῦμε πρῶτα τὸ κάθετο 
ἁπ᾿ τὸ Μ ἐπίπεδο (ϱ) πρὸς τὸν ὄξονα, ποὺ 
τὸν συναντᾶ στὸ Α. Ἔπειτα δὲ μένει παρὰ 
νὰ στρέψουµε τὸ σημεῖο Μ µέσα στὸ (Ρ) 
καὶ γύρω ἀπ᾿ τὸ Α κατὰ τὴ .ί ὦ --- γρά- 
φουµε δηλ. τὸ τόξο (Α, ΑΜ) ὥσπου νᾶχου- 
με -4 ΜΑΜ᾽ -- ω. 

Ὅταν τὸ Μ εἶναι σημεῖο κάποιου σχήματος (95), ὁ γεωμ. τόπος, 
ποὺ συγκροτοῦν τὰ στραµένα σημεῖα Μ΄’, εἶν ἕνα ἴσο σχῆμα (5/) μ᾿ ὅλα 
τὰ σημεῖα του στραµένα κατά ({α, -έ ὦ). Λέμε ὅτι τὸ (5’) προέρχεται ἀπ᾿ 
τὸ (5) μὲ στροφἡ γύρω ἀπ τὸν ἄξονα (α) κατὰ ὰχ ω. 

Μὲ τὴ στροφἡ στὸ χῶρο μποροῦμε νὰ πλησιάσουµε δυὸ ἐπίπεδα 
στρέφοντάς τα γύρω ἀπ τὴν τοµή τους ὥσπου νἁ ταυτισθοῦν. Αὐτὸ 
λέγεται «κατάχκλιση» τοῦ στρεφόµενου ἐπίπεδου πάνω στὸ σταθερὸ ἆλλο. 

Θέλουμε π. χ. νὰ κατακλί- 
νουµε τὸ ἐπίπεδο τοῦ τργ. ΑΒΓ 
πάνω στὸ ἐπίπεδο (Ρ), ποὺ πε- 
οιυέχει τὴ ΒΓ (σχ. 122). Φέρουμε 
τὴν ΑΙ | (ϱ) καὶ τὸ ὕψος ΔΗ 
τοῦ τριγώνου. Σύμφωνα μὲ τὸ 
Ῥεώρημα τῶν τριῶν καθέτων 
θάναι καὶ ΤΗ 1 ΒΓ, δηλ. ἡ εὖ- 
δεῖα ΑΗ μετὰ ἀπ᾿ τῇ στροφὴ θά 
πέσει πάνω στὴ διεύθννση τῆς 
ΗἩ] καὶ τὸ σημεῖο Α θᾶρθει σὲ 
κάποια θέση Ας πέρα ἀπ᾿ τὸ ], ἀφοῦ ἡ ὑποτείνουσα ΑΗ εἶναι 2 1Η. 

Αν ὑποθέσουμε ὅτι τὸ Η βρίσκεται ἀνάμεσα στὰ Β καὶ Γ, θάναι: 
κά ΒΙΓ 4 ΒΛΟΓ. Καὶ στην περίπτωση, ποὺ η ὰχ ΒΑΓ εἶναι ὀρθή, 

ἡ ἃἆ ΒΙΓ θάναι φυσικὰ ἀμβλεῖα. ἳ. 

Μὲ τὴν εὐκαιρία δηλ. αὐτὴ ἀποδείξαμε ὅτι ὧν ὀρθὴ προδολὴ μιᾶς 

ὀρδ-ῆς Υωνίας πάνω σ᾿ ἐπίπεδο ποὺ συναντᾶ τὶς πλευρέρ της. εἶναι γωνία 


Σχ. 122 


128 Ἡ μεβρλικὴ λύση, τοῦ γεωμετρικοῦ προβλήματος 
ἀμβλεῖα». 'ΗἩ προβολή αὐτῆ εἶναι γωνία ὀξεῖα στην περίπτωση, ὅπου τὸ 
προβολιμὸ ἐπίπεδο κόβει τὴ μιὰ πλευρὰ τῆς ὀρὺδῆς γωνίας χαὶ τὴν προ- 
έκταση τῆς ἄλλης. Κι” αὐτό, γιατὶ τότε ἢ προβολὴ εἶναι παραπλήρωμα 
τῆς ἀμβλείας -ἅ ΒΙΓ. 


Ἂκ 
Χ 


Πρόβλημα: «Δίνεται ἕνα ἐπίπεδο (Ρ)- “τὸ ἐπίπεδο τοῦ χαρτιοῦ 
π.χ.---Χαὶ Συὸ σημεῖα Α καὶ Β τοῦ χώρου. Τὰ σημεῖα αὐτὰ τὰ κα- 
θορίζουµε ὥς πρὸς τὸ ἐπίπεδο μὲ τὶς ὀρθὲς προθολἑές τους Α΄ καὶ 
Β΄ πάνω σ’ αὐτὸ καὶ μὲ τὰ μήκη τῶν προθαλουσῶν (ΑΑ΄)-α 


καὶ (ΒΒ’) -- υ. ᾖἸητεῖται νἀ κατασκευασὺεῖ τὸ πραγματικὸ μῆ- 
χος ΑΒ». 


Τὺ μῆκος ΑΒ, ποὺ εἰκονίζεται στὸ 
σχ. 195, εἶναι μονάχα φαινομενικὸ (δὲς καὶ 
σελ. ττ). Εμεῖς θέλουμε νἄᾶχουμε τὴν πρα- 
γματικὴ ἁἀπόσταση τῶν σημείων Α καὶ Ἡ. 

"Ας παρατηρήσουμε πρῶτα ὅτι τὸ 
προβάλον, ὅπως λέγεται, ἐπίπεὺο ΑΒΕΒ΄Α΄ 
εἶναι κάθετο πρὺς τὸ (Ρ), ἀφοῦ οἳ προβά- 
λουσες ΑΔ΄ καὶ ΒΗ’ τοῦ εἶναι κάθετες. Αν 
λοιπὸν εἶναι (ι) ἡ τομὴ τῶν δυὸ καθέτων 
ἐπιπέδων καὶ στρέψουµε τὸ ἐπίπεδο ΑΒΒ΄Α᾽ γύρω ἀπ᾿ τὸν ἄξονα (ν), οἱ 
εὐθεῖες ΑΑ΄ χαὶ ΒΒ΄ δὰ κινηὺοῦν σ᾿ ἐπίπεδα κάθετα πρὸς τὸν ἄξονα τῆς 
στροφῆς. 

Τὰ τµήµατα δηλαδὴ ΑΑ΄ καὶ ΒΒ΄ δὰ μένουν πάντοτε κάΒετα πρὸς 
τὸ ἴχνος (ι) κι ὅταν τὸ κινούμενο ἐπίπεδο συμπέσει μὲ τὺ ({Ρ), οἱ τε- 
λικὲς θέσεις Α΄Αος καὶ Β΄ ἩΒ, πάνω στὸ (0) θάναι τμήματα κάθετα πρὸς 
τὴν εὐδεῖα (9). 


Γιὰ νὰ κχατασκευάσουµε λοιπὸν τὸ ζητούμενο µῆχος, δὰ γράψουμε 
πάνω στὸ (Ρ) τὴν εὐθεῖα Α΄Β’, τὴ (0), καὶ θὰ φέρουμε πάνω σα αὐτὴ 
τὰ κάθετα ταιήµατα Α΄Ασς καὶ 1΄Βι, ἴσα μὲ τὰ γνωστὰ μήκη τῶν προ- 
βαλουσῶν α καὶ Ὁ. Τὁ ἄγνωστυ µῆκος εἶναι τὸ Αρ Βο. 

Αὐτὸς ὁ τρόπος ἀπεικόνισις τῶν σημείων τοῦ χώρου πάνω σ᾿ ἕνα 
ἐπίπεδο μὲ τὴν ὀρῦὴ προβολή τους κοὶ τὸ μῆκος τῆς χάθε προβάλου- 
σας εἶναι βασινὸς στὴν Παραστατικὴη Γεωμετρία. 

Μπυροῦμε ἔτσι ν᾿ ἀπεικονίζουμε στὸ ἐπίπεδο διάφορα σχήματα τοῦ 
χώρου σὲ τρόπο, ποὺ νἆναι καὶ πάλι δυνατὲς οἱ ἀκριβεῖς κατασκευὲς 
ὕπως στὴν Ἐπιπεδομετρίᾳ. 

ἘἨπαναλαμβάνουμε ὅτι στη Στοιχειώδη Στερεομετρίᾳ τὰ σχήματα 
δίνουν µόνο μιὰ ἰδέα σὰν τὶς «ωτογοαφίες, ὅπωυ ἕνα µεγάλο μῆνος 
μπορεῖ νὰ φαγεῖ μικρό, δυὸ ἀσύμβατες εὐδεῖες μπορεῖ νὰ φινοῦν ὅτι 
τέμνονται κλπ. Ἀτὶς φωτογραφίες δὲν μποροῦμε βέβαια νὰ μετρόμε 
μγεσυ τὰ Αρ. ει ὰ μεγέθη (μήκη, γωνίες κλπ.), 


ν. Β. Στροφὴ 129 


Πρόβλημα: «Νάἁ δρῆτε τὸ συντομώτερο δρόµο ἀνάμεσα σὲ 
δυὸ σημεῖα Α χαὶ Ἑ τοῦ χώρου, ὅταν στὸ μεταξὺ πρέπει νὰ ἑγγί- 
σετε μιὰ εὐθεῖα ἅ». 

Καθένα ἀπ᾿ τὰ σημεῖα, μαζὺ μὲ τὴν 
εὐθεῖα, καθορίζουν τὰ ἐπίπεδα (9) καὶ (ε) 
(σχ. 124). Μποροῦμε νὰ στρέψουμµε τὸ πρῶτο 
μ᾿ ἄξονα τὴ Χ ὥσπου νὰ συμπέσει μὲ τὸ δεύ- 
τερο. Γιά νὰ βροῦμε τὴ νέα θέση Α΄ τοῦ Α, 
θὰ φέρουμε τὴν ΑΙ Ι Χ χι ἔπειτα στὴν τομὴ 
] καὶ µέσα στὸ (Ρ) τὴν ΙΑ’ Ι Χ, ὅπου 
θὰ πάρουµε (ΙΑ΄ Ξ (1Α), 

Τώρα γιὰ τὸ τυχαῖο σημεῖο Μ τῆς Χ 
εἶναι φυσικά: (ΜΑ)ΙΞΜΑ΄’, ἀπ τὰ ἴσα ὀρθ. 
τοργ. ΜΙΑ καὶ ΜΙΛ’. 

Πετύχαμε λοιπὸν μὲ τὴ βοήθειά μιᾶς 
στροφῆς ν᾿ ἀνάγουμε τὸ πρόβλημα ἀπ' τὸ 
χῶρο στὸ ἐπίπεδο -- ἀφοῦ τὸ ἆἄθροισμα 

(ΜΑ) -Ε (ΜΕΒ) -- (ΜΑ) «Ε (ΜΒ) 
ἔχει πραγματοποιηθεῖ µέσα στὸ (Ρ). Καὶ ἐμεῖς ξέρουμε τότε γιὰ ποιὸ 
σημεῖο Μ ιὸ ἄθροισμα αὐτὸ γίνετωι ἐλάχιστο. 


Πρόβλημα: «ἛἜνα τετρᾶεδρο ΣΑΒΓ δίδεται ἀπ᾿ τὴ δάση του 

ΑΒΓ καὶ τὰ μήκη τῶν ἀκμῶν του: 

(ςαλ)πα, (ΣΒ) Ξ 0, (ΣΡο. 
ὔητεῖται νὰ σχεδιασθοῦν πάνω στὸ ἐπίπεδο τῆς θάσης: 
1ο Τὸ ἴχνος Ι τοῦ ὄφους ΣΙ. 
2ο Τὸ μῆκχος (ΣΙ) αὐτοῦ τοῦ ὕφους καὶ 
9ο Ἡ ἀντίστοιχη ἐπίπεδη μιᾶς ἂπ' τὶς δίεδρες Ὑωνίες τῆς 
ἑάσης, π.χ. τῆς ΒΗ». 

Πρόκειται πάλι γιὰ ἕνα πρό- 
βληµα, ὅπου ζηιοῦνται τὰ πραγ- 
ματικἁἀ μεγέθη στοιχείων τοῦ χώ- 
ρου. Στὸ οχ. 136 ἂς παραδεχτοῦμα 
ὅτι τὸ ἐπίπεδο τῆς βάσης ΑΒΓ 
ταυτίζεται μὲ τὸ ἐπίπεδο τοῦ χαρ- 
τιοῦ. Τὴν κορυφὴ Σ πρέπόι νὰ 
τὴ φαντασθοῦμε κάπου «πώνω 

τν. ᾱκ. 125 στὴν κάθετο στὸ ζητούμενο 1 
πρὸς τὸ ἐπίπεδο τοῦ χαρτιοῦ. 
Γιὰ γὰ µπορέσουµε νὰ ἐργασθοῦμε πάνω στὰ ἐπίπεδο ΑΒΓ µόνο, 
ἂς κατακλίνουµε τὶς παράπλενρες ἕδρες πάνω στὸ ἐπύτεδο αὐτό. Ἡ ἔδρα 
ΣΑΓ π. χ. ἔρχεται σὲ μιὰ θέση Σοι ΑΓ. 
ο, Ἱ,οπιαῖτε - Τ. Βουδούρη Γεωμετρία ο 9 


150 Ἡ µεθοδικἡ λύση τοῦ γδωματρικοῦ προθλήματος 


Τὴ θέση τοῦ σηµείου Σοι μποροῦμε νὰ τὴν προσδιορίσουμε ἀπ 
ἀρχῆς, κατασχευάζοντας, µέσα πάντα στὸ ἐπίπεδο τῆς βάσης, τὸ τργ. 
ΣριΔΟ ἀπ τὶς τρεῖς γνωστὲς πλευρές του-- ἀφοῦ τὰ µήκη α καὶ ο διατη- 
οοῦνται κατὰ τὴ στροφή. 

Τὸ ἴδιο καὶ γιὰ τὴν ἔδρα ΣΡΓ. 

1ο ”Ας φέρουμε τὰ ὕψη Σοι Δ καὶ Σο, Ἐ. Κατὰ τὴν ἀντίθδετη ἀπ᾿ τὴν 
κατάκλιση στροφὴ οἱ εὐθεῖες αὐτὲς κινοῦνται καθεμιὰ µέσα σ᾿ ἕνα ἐπίπεδο 
κάθετο πρὸς τὴ βάση. Τὸ Σ (Σοι, Σο) προβάλεται διαρκῶς στὰ ἴχνη 
ΣοιΔ καὶΣογΒ, ποὺ Υν’ αὐτὸ τέμνονται ἀκριβῶς στὸ ἴχνος 1 τοῦ ὕψους Σ]. 

9ο Φαντασθῆτε τὸ τργ. ΣΙΕ στὴ δέσιη του στὸ χῶρο. Τὸ ἄγνὼώστο 
μῆκος (ΣΙ) εἶναι ἡ κάθετη πλευρὰ ἑνὸς ὀρ8θ. τριγώνου μὲ δεύτερη κά- 
Όετη πλευρὰ τὸ τμῆμα ΙΕ κι ὑποτείνουσα τὸ ΣΕ. ᾽Αλλ' ἐπειδὴ τὰ µήκη 
διατηροῦνται πάντα κατὰ τὴ στροφή : (ΣΕ) Ξ- (Σ,8Β). 

Στὸ σχ. 120 φαίνεται ἡ κατασχευὴ τοῦ ὀρθ. τργ. ΣοῖΒ μὲ τὰ παρα- 
πάνω στοιχεῖα. Τὸ µῆκος Σο] μετρᾶ τ᾽ ἄγνωστο ὕψος. 

5ο Τὸ μέτρο τῆς δίεδρης γωνίας ΒΓ εἶναι ἡ ὀξεῖα γωνία ΣΒΙ τοῦ 
ὀρθ. τογ. ΣΙΕ -- κι αὐτό, γιατὶ τὸ ἐπίπεδο αὐτοῦ τοῦ τριγώνου εἶναι 
κάθετο σὲ σημεῖο τῆς ἁκμῆς. ᾽Αλλὰ τὸ ὑπ' ὄψη τρίγωνο ἔχει κιόλας 
κατακλιθεῖ στὴ θέση Σ.Β. Ὥστε ἡ ἀἁντίστοιχη ἐπίπεδη εἶναι ἢ «« ΣιΒΙ. 


Πρόβλημα: «Νὰ κατασκευάσετε τρἰεδρη ὙΥωνία ἀπ' τὶς τρεῖς 
ἕδρες της». 


Σ« 26 


Ἡ καθδαυτὸ κατασκευη βγαίνει ἀπ᾿ τὰ ἑπόμενα. Ἐκεῖνο, ποὺ μᾶς 
ἑνδιαφέρει πρωταρχικά, εἶναι ἡ 
Διερεύνηση. Ξέρουμε ὅτι σὲ κάθε τρίεδρη γωνία ὁποιαδήποτε ἕδρα 
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εἶναι κατ ἀγάγκη μικρότερη ἀπ᾿ τ᾽ ἄδροισμα τῶν δυὸ ἄλλων κι δτι ὅλες 
οἶαέδρες μαζὺ δὲν ἔχουν ἄθροισμα µεγαλύτερο ἀπὸ ἆ ὀρῦές. 

Ὡστόσο οἱ συνθῆκες αὐτὲς εἶναι κι ἀρκετές; "Όταν δηλ. τρεῖς 
ἐπίπεδες γωνίες ἐκπληρώνουν τοὺς ὄρους αὐτούς, μποροῦν νὰ χρησιµέ- 
ψουν γιὰ ἕδρες σὲ μιὰ τρίεδρη γωνία ; Θ᾽ ἀποδείξουμε ὅτι να ί. 

"Ας εἶναι γι αὐτὸ ΒΣΡΓ Ἡἡ µεγαλύτερη ἀπ᾿ τὶς δοσµένες ἕδρες. 

Ὑποθέτουμε ὅτι : 1ο «« Ησυς ἅ ΒΣΑ-Ι- ἅ ΓΣΑ ναὶ 
ϱο Ἱ ΒΣΙ -|- ἅ ΗΣΑ-|- ἂ ΓΣΑ «4 ορθ. 
ναὶ δέλουμε ν᾿ ἀποδείξουμε ὅτι τότε ὑπάρχει μιὰ τρίεδρη γωνία ΣΑΒΓ.. 

Τοποῦετοῦμε στὸ ἐπίπεδο τοῦ χαρτιοῦ τὴν. ἕδρα ΒΣΙΓ (σχ. 126). 

Ἔπειτα σχηµατίζουµε τὶς γωνίες: 


ΒΣΛι,-- ἅ ΒΣΑ καὶ ΓΣΛις- ἅ ΓΣΑ. 


Χάρη στὴ συνθήκη 2, οἳἵ πλευρὲς Σλοι καὶ ΣΑρ δὲν θὰ καλύ- 
ψουν καὶ τὶς 4 ὀρθδὲς γύρω ἁἀπ᾿τὺ Σ καὶ δὰ πάρουν Οέσεις ὅπως στὸ 
σχῆμα 196. 

"Ας γράψουμε ἀἁκόμα μιὰ τυχαία περιφέρεια μὲ κέντρο τὸ Σ 
---Λοι, Β, Ὦ, Αμ οἳ τοµές της μὲ τὶς πλευρὲς--καὶ τὶς χορδὲς 

ΑοιΛ΄οι 1. ΣΒ καὶ ΑροΑ΄ ος 1 Στ, 

Τά σημεῖα Α΄οι καὶ Α΄ ἀνήκουν στὸ τόξο ΒΓ κι ἐπὶ πλέον, ἐξ αἰτίας 
τῆς συνδήκης |, εἶναι : 


τοξ. ΒΓ «Ὕ τοξ. ΒΑ. --- τοξ. ΓΔ 
εἴτε; τοξ. ΒΓ «Ὕ τοξ. ΒΑ΄ιι -|- τοξ. ΓΑ΄ι.. 


Αὐτὺ σηµαίνει πὠς οἱ χορδὲς Αοιβίοι καὶ Αρλ συναντοῦνταν 
στὸ ἐσωτερικὸ σημεῖο 1 τοῦ κύκλου. 

Γιὰ νὰ ἐπιχειρήσουμε ἀπ᾿ τὸ ἐπίπεδο σχῆμα, ποὔχουμε µέχρι τὴ 
στιγµή, νὰ σχηµατίσουµε στὸ χῶρο τὴν τρίεδρη--ἐφόσον ὑπάρχει--πρέ- 
πει νὰ στρέψουµε τὶς ἕδρες ΛοιδΒ καὶ ΑΣ] γύρω ἀπ τὶς ΣΒ καὶ ΣΙ, 
ὥσπου οἱ εὐθεῖες Ἅλοι καὶ ΣΛι νὰ συµπέσουν στην ἀκμὴ ΣΑ. 

(Σημειῶστε ὅτι τὸ σημεῖο Α εἶναι τὸ µόνο, ποὺ δὲν ἀνήκει στὸ 
ἐπίπεδο τοῦ χαρτιοῦ). 

Κατὰ τὶς στροφὲς ἀὐτὲς τὸ Αι θὰ προβάλεται πάντοτε πάνω 
στὸ ἴχνος ΑοιΔ, ἐνῶ τὸ Αιι πάνω στὸ Αοοῦ. Ἡ ὀρθὴ λοιπὸν προβο- 
λὴ τοῦ Α στὸ ἐπίπεδο τοῦ χαρτιοῦ δὰ ταυτισθεῖ στὸ τέλος μὲ τὴν 
τομὴ αὐτῶν τῶν ἰχνῶν στὸ Ἱ. 

"Αρα ἐκεῖνο ποὺ πρέπει ν᾿ ἀποδείξουμε εἶναι ὅτι πάνω στὴν κάθετο 

πρὸς τὸ ἐπίπεδο τοῦ χαρτιοῦ στὸ 1, ὑπάρχει κάποιο σημεῖο Α, γιά 
τὸ ὁποῖο (ΣΑ)--(ΣΑοι)ΞΞ(ΣΑι: ). Τότε μὲ τὶς δυὸ παραπάνω στροφὲς θὰ 
μποροῦμε τελικἁ νὰ σχηµατίσουµε μιὰ τρίεδρη.Αλλ’ ἡ ὑπ ὄψη ἰσότητα 
εἶναι δυνατή, ἐφόσον τὸ μῆχος ΣλΛοι (ἢ Σλο; }) εἶναι µεγαλύτερο ἀπ᾿ τὴν 


ἁπόσταση (Σ1) τοῦ Σ ἀπ᾿ τὴν εὐδεῖα Χ. ᾽᾿Αποδείξαμε πραγμωτικἀ ὅτι τὸ 
1] βρίσκεται µέσα στὸν κύχλο, κι ἑπομένως (ΣΑ0) 2» (21). 

Ἡ τρίεδρη λοιπὸν γωνία ΣΑΒΓ ὑπάρχει καὶ γιὰ νὰ βροῦμε τὸ Α 
δὰ γράψουμε µέσα στὸ ἐπίπεδο (Σ, Χ) τὴν περιφέρεια (Σ, Λοι). Θά- 
χουμε δυὺ κορυφὲς Α κι Α’, καὶ θὰ σχηματισθοῦν δυὸ τρίεδρες μὲ τὶς 
ἕδρες τους ἴσες, ἀλλ ὄχι τῆς ἴδιας φορᾶς, ποὺ γι’ αὐτὸ γενικἁ δὲν δὰ 
ἐφαρμόζουν. 

Γιὰ νἁ πάγουµε σαφέστερη τὴν εἰκόνα, ἂς παρατηρήσουμε ὅτι 
κατὰ τὶς πιὸ πάνω στροφὲς οἱ πλευρὲς ΣΑοι καὶ ΣΑο γράφουνε δυὸ 
κωνικὲς ἐπιφάνειες μ’ ἄξονες ΣΒ καὶ ΣΙ καὶ μὲ κοινὴ κορυφὴ τὸ Σ. 
Ὅλο τὸ πρόβληµα βρίσκεται στὸ κατὰ πόσο οἱ ἐπιφάνειες αὐτὲς ἔχουν 
ἔξω ἀπ᾿ τὸ Σ κι ἄλλα κοινὰ σημεῖα (κοινὲς γενέτειρες). ᾿Αν ἔχόυν, τότε 
οἱ γενέτειρες τομῆς δίνουν τὶς θέσεις τῆς τρίτης ἀχμῆς ΣΑ. 


Προβλήματα 


222.--᾽Απὸ σημεῖο Α ἐσωτερικὸ μιᾶς «ἵ ΧΟΨ νὰ φέρετε τέµνουσα ΒΑΓ 
μέχρι τὶς πλευρές τῆς γωνίας σὲ τρόπο, ποὺ νἆάναι ΑΒ -- ΑΓ. 


223.-- Απ΄ τὸ σημεῖο τομῆς Α δυὸ περιφερειῶν νὰ φέρετε τέµνουσα, ποὺ νὰ 
διχοτομεῖται στὸ Δ. 


224.--᾽Απὸ δοσμένο σηµεῖο Α νὰ Φέρετε εὐθεῖα ποὺ νὰ συναντᾶ μιὰ γνω- 
στὴ περιφέρεια στὸ Ἡ καὶ μιὰ αὐδεῖα στὸ Γ καὶ νἆναι 
ΑΒ -- ΑΓ, 


225.--Νά ὀγγραφεῖ σὲ παραλληλόγραμμο ὀρθογώνιο ὅμοιο μ᾿ ἄλλο γνωστό. 
226.- Κὰἁ κατασκευασδεῖ ἱσόπλευρο τργ. ΑΒΓ μὲ γνωστὴ τὴ μιά χορυφή 


του Α καὶ μὲ τὶς δυὸ ἄλλες κορυφές του πάνω σὲ δοσµένη περιφά- 
ρεια χι εὐθεῖα. 


227.---Νὰ κατασχευάσετε ἰσοσκελὲς τργ. ΒΑΓ (Ἠ) ὅταν γνωρίζετε τὴν τΧο- 
ρυφή Α, τὴ χζ Α χαὶ δυὸ περιφέρειες ὅπου βρίσχονται οἱ ἄλλες 
κορυφές. 

2268.---Σὲ τργ. ΑΒΓ νὰ ἐγγράψετε ἄλλο ἰσοσκελὲς ΔΕΖ ὅταν ξέρετε τὴν χο- 
ρυφή του Ε καὶ τὴ χ β. 

229.- Νὰ ἐγγραφεῖ σὲ τετράγωνο ἱσόπλευρο τργ. ποὺ νᾶχει μὲ τὸ τετρά- 
γωνο μιά χοινη κορυφή. 

2930.- Νὰ ἐγγραφεῖ σὲ κυχλικὸ τοµέα ἰἱσοσκελὲς ὁὀρθ. τργ. ὅταν δἰδέται ἡ 
κορυφή του (ἐνν. τῆς ὀρθῆς γωνίας του). 


(Ἠ) Στὰ ἰσοσκελῆ καὶ στὰ ὁρὺ. τργ. τὸ σημεῖο τῆς κορυφῆς π.χ. Α τὸ 
σημειώνουμε ἀνάμεσα στὰ γράµµατα τῆς βάσης ἢ τῆς ὑποτείνουσας (ΒΑΓ). 
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231.--Νὰ πατασκευάσετε τργ. ΑΒΓ ἀπ᾿ τὴ χ Α, τὴ διάµεσοο ΑΜτπι 
καὶ τὸ ἐμθαδό, 

23».- Νὰ κατκσκβυὰσετε τετράγωνο. ὅταν ξέρετα μιὰ κορυφή του καὶ δυὸ 
παράλληλες οὐθεῖες ὅπου βρίσκονται δυὸ ἄλλες κορυφὲς (δυὸ πε- 
ριπτώσεις). 

233.--᾿Απὸ δοσμένο σημεῖο Ῥ µάσα στὴ ζώνη δυὸ παραλλήλων αὐθειῶν νὰ 
φάρετα τάμνουσα ΑΡΗ ὅἔτσι, ὥστε: ΡΑ -- ΡΒ--λ. 

294. Ἠάσα σὲ δοσμένο κύκλο νὰ φέρετε χορδη ΒΓ τέτοια, ὥστα, ἂν ἑνώ- 
σετε τ) ἄκρα της μ᾿ ἕνα σταθερὸ σημεῖο νὰ σχηµατίζαται ἰσό- 
πλευρο τρἰγωνο. 


235. Νὰ κατασγευάσετε τργ. ἀπ᾿ τὴν κορυφή του Α, τὸ κέντρο βάρους του 
καὶ τὸ Ὑαγονὸς ὅτι οἱ ἄλλες κορυφὲς ἀνήκουν σὸ δυὸ δοσµένες 
εὐθεῖας, 

236.- Απ΄ τὸ σημεῖο τομῆς Α δυὸ περιφερειῶν νὰ φέρετε τέµνουσα ΒΑΓ, 
ὥστε νἆάναι: ΑΒ -- ΑΓ-ΞΞ}λ. 

237.--Νὰ χατασχευάσετα ὁρὺ. τρΥγ. ἀπὸ μιὰ κάδετη πλευρά του καὶ τὴ δια- 
φορὰ τῶν δυὸ ἄλλων πλευρῶν. 

238.- Νὰ κατασκευάσετα τργ. ἀπ᾿ τὶς γωνίες του καὶ τὴν περἰμετρό του. 

239.- -Νὰ κατασχευάσετε τετράγωνο ἀπ᾿ τὸ ἄθροισμα τῆς πλευρᾶς καὶ τῆς 
διαγωνίου του. 

240.---Τητεῖται ἡ κατασχευἡ ἑνὸς τριγώνου, ὅταν δίδονται οἱ γωνίες του χι 
ἡ Ὀπεροχὴ τοῦ ἁδροίσματος δυὸ πλευρῶν ὡς πρὸς τὴν τρίτη 
πλευρά του. 

241.--Νὰ βρῆτα πάνω σὲ τόξο ΑΒ σημεῖο Ἡ τέτοιο, ὥστε ἡ διαφορὰ τῶν 
χορδῶν ΜΑ -- ΜΒ -- κ. Περίπτωση τοῦ ἀθροίσματος. 

242.- Νὰ ἐγγράψετε σὲ χύκλο ὁρθ. τργ. μὲ γνωστὴ περίμετρο. 

243.--Νὰ κατασκευάσετε τργ. ὅταν γνωρίζετε τὰ µέσα δυὸ πλευρῶν του 
πι ὅτι δυὀὸ κορυφές του ἀνήχουν σὲ δοσµένη εὐθεῖα καὶ περιφέρεια 
(δυὸ περιπτώσεις). 

244.- Νὰ βρῆτε σημεῖο Μ τέτοιο, ὥστε οἱ ἐφαπτόμενες ἀπ᾿ αὑτὸ σὲ δυὸ 
δοσµένες περιφέρειες νάναι ἴσες χαὶ νὰ σχηματίζουν μεταξὺ τους 
δοσµένη γωνία. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ Υὗϊ 
Ἡ ΣΥΜΜΕΤΡΙΛΑ 


Ἡ µεταφορά, ἣ στωοφή, ἡ συµµετρία-- καὶ πιὸ κάτω ὁμοθεσία Χι 
ἡ ἀντιστροφὴ -- εἶναι οἳ βασικοὶ τρόποι ἀναφορᾶς γιὰ τὴ σχετικὴ θέση 
τῶν σχημάτων. “ὍὉ τρόπος τῆς συμμετρίας εἶναι ἴσως ὃ πιὸ γνωστὸς 
κι ἀνταποκρίνεται σὺ κάποιο αὐθόρμητο αἵτημα γιὰ τὴν κανονικότητα 
καὶ τὴν ἁρμονία τῶν σχημάτων. Αλλὰ θὰ δοῦμε ὅτι κι ἀπ᾿ τὴν ἄποψη 
τῶν ἐφαρμογῶν, ἡ συμμετρία βοηθάει πολὺ στη λύση μιᾶς κατηγορίας 
ἀπὸ προβλήματα. 
μ. Συμμετρία ὡς πρὺς 
σημεῖο: Τὰ σημεῖα Μ καὶ Μ’ 


(5) εἶναι συμμετρικὰ ὡς πρὸς τὸ 
σημεῖο Ο τοῦ σχ. 121, ὅταν τὸ 
« σημεῖο αὐτὸ εἶναι µέσο τοῦ τµή- 

πο ων µατος ΜΜ’. 
ὔλ ὂνς Μ’ Τὸ σχῆμα (5’) -- ὃ γεωμ. τό- 
πος ἀπ᾿ τὰ συμμετρικὰ ὅλων τῶν 
(51) (51 σηµείων ἑνὸς σχήματος (8) ὡς 


πρὸς σημεῖο Ο -- λέγεται συµ- 
μετρικὸ τοῦ (98) μὲ κέντρο συµ- 
µετρίας τ᾽ Ο. 

Εἶναι φανερὸ ὅτι χαὶ τὸ (95) δᾶναι ἐπίσης συμμετρικὸ τοῦ (9) ὡς 
πρὸς τὸ ἴδιο κέντρο. Γι αὐτὸ τὰ δυὸ σχήµατα λέγονται χωρὶς διάκριση 
συμμετρικά μεταξύ τους. 

Μελετᾶμε ἐδῶ, παρόλο ποὺ οἱ πιὸ πάνω δρισμοὶ ἰσχύουν καὶ γιὰ 
τὸ χῶρο, µόνο τὴ συμμετρία ὡς πρὸς σημεῖο γιὰ τὰ ἐπίπεδα σχήµιτα 
καὶ µέσα στὺ ἐπίπεδό τους. 

Στὸ προηγούμενο κεφάλαιο εἴδαμε τὴ συμμετρία καὶ σὰν μερικὴ 
περίπτωση τῆς στροφῆς (σελ. 116). Τὰ σχήµοτα (8) καὶ {95) μποροῦν 
πραγματικὰ νὰ ταυτιστοῦν μὲ μιὰ στροφἡ γύρω ἀπ' τὸ Ο κατὰ 1805. 

"Αρα τὰ συμμετρικὰ ὡς πρὸς κέντρο ἐπίπεδα σχήματα εἶναι ἴσα. 

Τὴν ἀπόδειξη αὐτὴ μὲ τὴ στροφἡ δὲν μποροῦμε νά τὴν ἐπαναλά- 
βουµε στὸ χῶρο, γιατὶ στὸ σχετικὸ κεφάλαιο δὲν ὀρίσαμε στροφὴ στὸ 
χῶρο γύρω ὁπὸ σημεῖο. Μποροῦμε ὅμως ν᾿ ἀποδείξουμε ὅτι δυὸ στερεά. 
σχήµατα ουμμετρικἀ ὡς πρὸς σημεῖο ἔχουν ὅλα τὰ στοιχεῖα τους ἀντί- 
στοιχα ἴσα, χωρὶς ὅμως νὰ μποροῦν πάντα νὰ ταυτιστοῦν (βλ. περί- 
πτωση τῶν κατὰ κορυφὴ στερεῶν γωνιῶν). 


Σχ. 122 


ΥΠ. 'Ἡ συμμετρία 195 


Αν σ’ ἕνα σχῆμα ὑπάρχει κάποιο σημεῖο Ο τέτοιο, ποὺ κάθε συµ- 
μετριχὸ τοῦ τυχαίου σηµείου τοῦ σχήµατος ὡς πρὸς τ’ Ο ν᾿ ἀνήκει ἐπί- 
σης στὸ σχῆμα, λέμε ὅτι αὐτὸ ἔχει τ' Ο σὰν κέντρο συμμετρίας. Τέτοια 
«συμμετρικὰ σχήματα» εἶναι π.χ. ἡ περιφέρεια, ὃ κῦβος κλπ. 


2οΣυμμετρία ὡς πρὸς ἄξονα: Τὰσημεῖα Ν καὶ 
Ν” εἶναι συμμετρικὰ ὡς πρὺς μιὰ εὐθεῖα Χ, ὅταν ἡ εὐθεῖα αὐτὴ 
εἶναι κάθετη στὸ µέσο τοῦ τµήµατος ΝΝ” (σχ. 191). 

Τὰ σχήματα (8) καὶ (953) εἴναι συμμετρικὰ ὡς πρὸς τὸν άξονα ΣΧ, 
ὅταν τὰ σημεῖα τους ἀνὰ δυὸ ἔχουν τὴν ἰδιότητα αὐτή. 

Τὰ συμμετρικὰ ὡς πρὸς ἄξονα σχήματα εἶναι ἴσα καὶ μποροῦν νὰ 
ταυτιστοῦν μὲ μιὰ στροφὴ (στὸ χῶρο) 1809 γύρω 'ἀπ᾿ τὸν ἀἄξονα τῆς 
συμμετρίας. Μιὰ εὐθεῖα εἶναι ἄξονας συμμετρίας σ᾿ ἕνα σχῆμα, ὅταν τὰ 
σημεῖα τοῦ σχήματος εἶναι ἀνὰ δυὺ συμμετριχὰ ὡς πρὸς αὐτὴ τὴν εὐθεῖα. 

Π. χ. ἡ διχοτόµος μιᾶς γωνίας, μιὰ διάµετρος σφαίρας κλπ. 

Καὶ στὴν περίπτωση τῆς συμμετρίας ὡς πρὸς ἄξογα περιοριζόµα- 
στε ἐπίσης σ᾿ ἐφαρμογὲς γιὰ τὰ ἐπίπεδα σχήματα. 


1οΣυμμετρία ὡς πρὸς ἐπίπεδο: Δυὸ σχήματα λέγονται 
συμμετρικὰ ὡς πρὸς ἐπίπεδο, ὅταν τὰ σημεῖα τους εἶναι ἀνά δυὸ συμμετρικὰ 
ὡς πρὸς αὐτό. Καὶ δυὸ σημεῖα εἶναι συμμετρικὰ ὡς πρὸς ἐπίπεδο, ὅταν τὸ 
ἐτίπεδο αὐτὸ εἶναι κάθετο στὸ µέσο τοῦ τμήματος ποὺ ἑνώνει τὰ σημεῖα. 


ἹΜπυροῦμε νὰ προσθέσουμε ἀκόμα μερικὲς ἰδιότητες γιὰ τὰ συµ.- 
μετρικἀ σχήματα, ποὺ ἡ ἀπόδειξή τους δὲν παρουσιάζει δυσκολία : 

Σ Τὰ συμματρικὰ σχήματα ὡς πρὸς κέντρο Ὁ κι ἀπίπεδο (Ρ), ποὺ 
περιέχει τ᾽ 0, εἶναι ἴσα. ᾽Απ΄ αὐτὸ ὄπεται ὅτι τὰ συμμετρικὰ σχἠ- 
µατα ὡς πρὸς δυὸ κέντρα ἣ ὡς πρὸς ἈΧέντρο καὶ τυχαῖο ἐπίπεδο 
} ὡς πρὸς δυὸ ἐπίπεδα εἶναι ἴσα. 

Οἱ προτάσεις αὐτὲς μᾶς ἐπιτρέπουν νἁ μιλᾶμε ἁδιάφορα γιὰ συµ- 
µετρία ὡς πρὸς σημεῖο ἢ ἐπίπεδο κι ἀκόμα --- ὅταν ἡ σχετική θέση τῶν 
σχημάτων δὲ μᾶς ἐνδιαφέρει -- νὰ διαλέγουµε αὐθαίρετα τὸ ἕνα ἢ 
τ' ἄλλο εἶδος συμμετρίας. 

«Τὸ συμμετριχὸ στερεᾶς γωνίας εἶναι µι ἄλλη στερεὰ γωνία μ’ ὅλα 
τὰ στοιχεῖα της ἄντίστοιχα ἴσα μὲ τὴν πρώτη, ἀλλὰ ποὺ δὲν 
ἐφαρμόζει πάἄντοτε μ᾿ αὑτή. 

Γιὰ τὴν ἀπὸδειξη, πάρτε σὸν χέντρο συμμετρίας τὴν χορυφἡ τῆς 
στερεᾶς γωνίας καὶ θὰ δεῖτε ὅτι µόνον ὅταν ἡ γωνία εἶναι ἰσοσχγελὴς 
ἐφαρμόζει μὲ τὴ συμμετρική της. 

« Δυὸ συμμετρικἀ πολύεδρα εἶναι ἱἰσοδύναμα (Εχουν τὸν ἴδιο ὄγχο]. 

"θεώρημα: «Ἔνα ἐπἰπεὸὺφ σχῆμα μὲ δυὸ ἄξονες συμμετρίας 


ἃ καὶ Ψ κάθετους µεταξύ τους ἔχει σἀν Κέντρο προς χαὶ 
τὴν τομὴ Ο τῶν ἄξόνων». 


λύνουμε τὸ πρόβλημα, προσδιορίζοντας τὸ Δ σὰν τοµὴ τῆς ΒΑ΄΄ καὶ 
τῆς ΒΣ, 
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Σχ 73ο Σε. 137 


Πρόβλημα: «Ἔχουμε μιὰ εὐθεῖα ΧΨ καὶ δυὸ σημεῖα Α χαὶ Β 
πρὸς τὸ ἕνα µάρος της. θέλουμε νἁἀ θροῦμεα πάνω στὴν αὐθεῖα ἕνα 
σημεῖο Γ, γιὰ τὸ ὁποῖο «ἆ ΛΙΧ -- 9 «ἕ ΒΙΨ., 


Οἀ πάρουµε πάλι τὸ συμμετρικὸ Β΄ τοῦ Β ὡς πρὸς τἡ ΧΨ (σχ. 151) 

καὶ ὑά προεκτείνουµε τὸ τμήμα ΑΓ κατὰ τὴν ἡμιευδεῖα Γ7, Θάναι : 
«ἴ ΕΙΨ -. ΕΗγψ «« ΑΓΧ-- «ἴ 7γψ. 

Απ΄ αὐτὸ καὶ τὴν ὑπόθεση.. «ἆἅ 7Ιψ-.υ ἆ ΒΊΥΨ. 

Ἡ εὐθεῖα ΓΗ’ διχοτομεῖ λοιπὸν τὴ «ἆ 7ΓψΨ. 

Γιὰ τὴν κατα σχευἡ δὰ γράψουμε τὴν περιφέρεια 
(Β’, Β΄) ἐφαπτομένη στὴν ΧΨ χι ἀπ᾽ τὸ Α θὰ φέρουμε τὴν ἐφαπτομένη 
ΑΖ σ αὐτὴ τὴν περιφέρεια. Ἡ τελευταία εὐθεῖα συγαντᾶ τὴ ΧΨ στ’ 
ἄγνωστο σημεῖο Γ, 

Ἂν φέρουμε καὶ τὴ δεύτερη ἐφαπτομένη Αἴ' στὴν περιφέρεια Β’, 
θὰ βροῦμε ἕνα δεύτερο σημεῖο Τ’, γιὰ τὸ ὁποῖο: 


ΦΖΓχ-- 9 ΒΓΧ, εἴτε: ἃ ΑΓΨ-.9  ΒΓΧ. 


Πρόβλημα: κ«εΔίδεαι μιά εὐθεῖα Χ καὶ δυὸ σηµεῖα ἉἈ καὶ Β 
πρὸς τὸ ἕνα καὶ τ’ ἄλλο µάρος της. Νὰ θρῆτε ἕνα τέτοιο σημαῖο 
πάνω στὴν εὐθεῖα, ποὺ οἱ ἀποστάσεις του ἁπὶ τὰ Α καὶ Ὦ νἄχουν 
τὴ µάγιστη διαφορά». 


"Ας εἶναι στὸ σχ. 199 Τ τυχαῖο σημεῖο τῆς Χ. Θέλουμε νὰ κάνον- 
µε μέγιστη τὴ διαφορά: Κἆ -- (ΒΓ) -- (ΑΓ).  ἍΑν τὸ Α΄ εἶναι συμ: 
μετρικὸ τοῦ Α ὡς πρὸς τὴ Χ, θάχουμε : ἆ ΞΞ (ΒΓ) --(ΑΓ). 


198 Ἡ μεθοδικἡ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήµατος 


ο 1. 
πο ο ΣΣ ΣΣ ΕΣ 


᾽Αλλὰ γιὰ νἁ ὑπάρχει τὸ τργ. Α΄ΓΒ, πρέπει νᾶναι : 
(ΒΓ) --(ΑΏ) « (ΑΒ) εἴιεάα «(Α΄ 8] 
τὴν περίπτωση, ποὺ τὸ τρίγώνο 
Α΄ΓΗΕΒ ἐκφυλίζεται στὸ εὐὺδ. τμῆμα 
Λ΄ΔΒ, δηλαδἡ ὅταν τὸ Γ' ἔρχεται στὴν 
τομὴ τῆς εὐδείας ΒΑ΄ καὶ τῆς Χ, ἢ 
διαφορὰ ἆ γίνεται ἴση μὲ (Α΄ Β) - κι 
αὐτὴ εἶναι ᾗ μέγιστη τιµή της. 


κ 
. κ 
Πρόβλημα: «Σ) ἕνα τργ. ΑΡΒΕΡ νὰ ἐγγραφεῖ ἄλλο ΔΙΖ μὲ τὴν 
ἐλάχιστη περίμετρο, ὅταν ἡ πορυφὴ ΑΔ αἶναι δοσµένη». 

Ἔχουμε ἀρχίσει νὰ συνηθίξουµε 
σὲ τέτοια προβλήματα. Τὰ σημεῖα 
Δ΄ καὶ Δ΄΄ (σχ. 138) εἶναι συμμετρικὰ 
τοῦ Δ ὡς πρὸς τὶς πλευρὲς ΑΒ κι 
ΑΓ. Θἄχουμε, ἂν ΔΜΝ τυχαῖο ἐγγε- 
γραμμµέγο τρίγωνο: (ΜΔ) -- (ΜΔ) 
καὶ (ΝΔ)--(ΝΔ”). ρα ἡ περίµετρος : 

ὃτ Ξ- (ΔΜ) --- (ΜΝ) -|- (ΝΔ)-- 
Ξ-(ΔΜ) -Γ (ΜΝ) -ἵ- (ΝΔ”) -- 
ΞΞμῆκος τῆς τεθλασμένης Δ'ΜΝΔ’’. 

Τὰ σημεῖα Δ΄ καὶ Δ΄ εἶναι σταθερὰ χι ὁ συντομώτερος δρόμος 
μεταξύ τους εἶναι ἤ εὐθεῖα Δ.Δ’. Αὐτὴ κόβει τὶς πλευρὲς τοῦ ΑΒΓ στ’ 
ἄγνωστα σημεῖα Ἡ, 7 καὶ τὸ τργ. ΔΕΖ εἶναι τὸ ζητούμενο. 

Ἡ ἐλάχιστη περίµετρος εἶναι τὸ μῆκος (Δ/Δ΄). 

Γιά τὴν ὕπαρξη τριγώνου σὰν τὸ ΔΕΖ πρέπει ἡ εὐθεῖα Δ΄Δ 
νὰ ουναντᾶ τὶς πλευρὲς τοῦ δοσµένου τριγώνου. Ποιὰ εἶναι ἡ συνθήκη γι 
αὐτό ; "Ας παρατηρήσουμε ὅτι «ἅ Δ'ΑΒ -- ἆ- ΒΑΔ καὶ ᾱ Δ΄ΑΓ -- 
... ὰ ΓΑΔ. Δηλαδὴ -ἆἵ- Δ'΄ΑΔ” -- 9 «« ΒΑΓ. Πρέπει λοιπὸν ἢ «ΚΑ τοῦ 
τριγώνου νᾶναι ὀξεῖα, γιατὶ ἀλλοιῶς τὰ Ἑ καὶ Ζ ἔρχονται στὶς προεκτά- 
σεις τῶν πλευρῶν πέρα ἀπ᾿ τὸ Δ. 

Ὅταν ὰχ Α -- 809 τὸ τρίγωνο ΔΕΖ ἐχφυλίζεται στὸ τμῆμα ΔΑ. 

Στὸ σχῆμα µας ἢἡ Δ΄Δ΄ δὲν ἔρχεται κάτω ἀπ᾿ τὴ βάση ΒΓ, γιατὶ 
οἱ γωνίες Β καὶ Ε εἶναι κι οἳ δυὸ ἐπίσης ὀξεῖες. Ἡ περίπτωση, ποὺ μιὰ 
ἀπ᾿ αὐτὲς θάᾶτων ἀμβλεῖα, πρέπει νὰ ἐξετασθεῖ χωριστά. 


”, 


Πρόβλημα: «Πάνω στὴ διχοτόμο ΑΣ τῆς ἆἅ Α ἑνὸς τργ. 
ΑΒΙ, νὰ θρῆτε ἕνα τάτοιο σημεῖο Μ, ποὺ ἡ διαφορά 


χ{ ΑΜΒ -- ὰ ΑΝΓΗΓ Ξ ὃ νὰ Υγίεται μέγιστη». 


νΙ. Ἡ συμμετρία 199 


᾿Αφοῦ ἡ διχοτόµος ΑΖ (σχ. 194) εἶναι ἄξονας συμμετρίας τῆς 
ὰχ Α,; τὸ συμμετριχκὸ Γ΄ τοῦ Γ ὡς πρὸς 
αὐτι ἀνήκει στὴν ἄλλη πλευρὰ ΑΒ 
χι εἶναι (ΑΓ’) -Ξ (ΑΓ), 

Γιὰ νὰ σχηµατίσουµε τὴ διαφορά 
ὃ παίρνουμε πάνω στὴν ΑΖ τὸ τυχαῖο 
σημεῖο Δ, ὁπότε : 

« ΑΔΗ -- ἂἅ ΑΔΓ --δ. 


λλλὰ -«ἃἅ ΑΛΔΓ -- Ὑ ΑΔΓ’ 
δηλαδή : 


ὃ ---ἄ ΑΔΒ-- ἄ ΛΑΓ'-- ἆ Βλ’ 
(χρησιµοποιήσαµε τὸ συμμετρικὸ ΓΡ’ 
γιά νᾶχουμε ἀχριβῶς µμιὰ τέτοια 
«Κ ΒΔ’ -- δ). 

Πρέπει λοιπὸν νὰ βροῦμε τὸ µέ- 
γιστο τῆς «ἵ ΒΑΓ’ ΛΛλλ’ ἄν γράψου- 
µε τὴν περιφέρεια (Β, Γ’, Δ) κι αὐτὴ 
τέμνει τὴν ΛΖ σ᾿ ἕνα δεύτερο σημεῖο 
Δ΄, τότε, ἀπ᾿ τὸ τυχαῖο σημεῖο τῆς χορ- 
δῆς ΔΔ’, τὸ σταδερὸ τμῆμα ΒΓ’ φαίνε- 
ται ὑπὸ γωνία µεγαλύτερη ἁπ᾿τὴ ΒΔΓ', Με ντ) 


Γιὰ νὰ μὴν ὑπάρχουν σημεῖα τῆς 
Α7, ἀπ᾿ ὅπου τὸ ὮΓ΄ νὰ μπορεῖ νὰ φανεῖ ὑπὸ µεγαλύτερη γωνία, πρέπει 
ἡ χορδἡ ΔΔ΄ νὰ καταντήσει ἕνα μοναδικὸ σημεῖο. Ἡ ἀντίστοιχη περι- 
φέρεια Όὰ ἐφάπτεται τότε στὴν ΑΖ στὸ Μ. Αὐτὸ τὸ Μ εἶναι τὸ ζητού- 
µενο σημεῖο. 

Ἡ κατασκευ ἡ γίνεται, ὅπως Ἑέρουμε (σελ. 66), μὲ τὸν προσ- 
διορισμὸ τοῦ μήκους ΑΜ ἀπ᾿ τὴν ἰσότητα ΑΜΤΙ--ΑΒ:ΑΓ’΄--ΑΒ:ΑΓ. 

Ὑπάρχει καὶ μιὰ δεύτερη τέτοια περιφέρεια (Β, ΓΡ’, Μ΄). Τὸ Μ΄’ 
(ΑΜ΄Ξ-ΑΜ) βρίσκεται στὴν προέκταση ΑΖ΄ τῆς διχοτόµου καὶ δίνοι 
τὸ μέγιστο ὃ γιὰ τὰ σημεῖα τῆς ἡμιευθείας ΑΖ’. 

Μποροῦμε νὰ πάρουμε μιὰ εἰκόνα γιὰ τὴ συνεχὴ µεταβολἡ τῆς 
διαφορᾶς ὃ, ἂν κάνουμε τὸ σημεῖο Δ νὰ κινηθεῖ πάνω στὴ διχοτόὀμο 
ἀπ᾿ τὸ ἕνα ἐπ᾽ ἄπειρο σημεῖο της πρὸς τὸ ἄλλο καιὰ τὴν κατεύθυνση 
77’. Τότε ἡ ἂ- ΒΑΓ’ -- δ, μηδενικἡὴ στὴν ἀρχή, αὐξάνει συνεχῶς µέχρι 
τὴ μέγιστη τιμὴ ΒΜΓΙ’, ἑλαττώνεται μέχρὺχὸ 0 ὅταν τὸ Δ συμπέσει μὲ τὸ 
Α, ἔπειτα πάλι μεγαλώνει ὡς τὴ δεύτερη μέγιστη τιμὴ ΒΜ΄Τ” καὶ µηδενί- 
ζεται πιἀ, ὅταν τὸ σημεῖο ἀπομακρυνδεῖ στὸ ἄπειρο κατὰ τὴ διςύ- 
Όννση Ζ. |. 


110 Ἡ μεδοδικἠὴ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήματος 


᾿Απομένει νὰ ἐλέγξουμε ποιὰ ἀπ᾿ τὶς δυὸ σχετικἁ μεγαλύτερες τι- 
μὲς εἶναι τελικἁ ἡ μέγιστη (3). Αὐτὸ τὸ μέγιστο ἀντιστοιχεῖ στὸ ση: 
μεῖο Μ, καὶ τοῦτο, γιατὶ ἡ ἀντίστοιχη περιφέρεια (Β,ΓΓ’,Μ) εἶναι μικρότερη 
ἀπ᾿ τὴ (Β.Γ’,Μ᾽’) κι ἑπομένως ἂν στρέψουµε τὴν πρώτη γύρω ἀπ᾿ τὸν 
ἄξονα Γ΄, τὸ σημεῖο Μ δὰ βρεθεῖ µέσα στὴ δεύτερη περιφέρεια καὶ 
ξέρουμε ὅτι μιὰ χορδή, ὅπως ἡ ΒΓ, φαίνεται ὑπὸ µεγαλύτερη γωνία ἀπὸ 
σημεῖα µέσα παρὰ πάνω σὲ μιὰ περιφέρεια. 


Πρόβλημα: «Όταν σᾶς δίδονται τρεῖς αὐθεῖες Χ.Ψ,ἤ, νὰ γρά- 
ψετε τέµνουσα ΑΒΓ κάθατη πρὸς τὴ Ὁ κι ἔτσι, ὥστα τὸ τμῆμα ΑΡ 
νὰ διχοτομεῖται ἀπ᾿ αὐτή». ) 

Ἡ ἱσότητα ΑΒ -- ΒΓ (σχ. 195) 
μᾶς παρακιγεῖ νὰ γράψουμε τὴν εὖ- 
θεῖα Χ΄ συµµετρικὴ τῆς Χ ὧς πρὸς 
τὴν Ψ. Τὸ σημεῖο Γ΄ ϐθ) ἀνήκει καὶ 
σ᾿ αὐτὴ τὴν εὐθεῖα Χ΄ καὶ μπορεῖ 
ἔτσι νἁ προσδιορισθεῖ ἀπ᾿ ἀρχῆς. 

Ὑπάρχει µγενικὰἀ µμιὰ λύση, 
ἐκτὸς ἄν : 

1ο Χ΄ | 2 κι ἑπομένως 

«χ'ονψ-- ἅ ᾖιψ εἴτε: 
««χον -- «ἅ 2Ιψ. 

Στὴν περίπτωση αὐτὴ χαμμιὰ λύση. 

| ὰ’ 2ο Ἡ Χ΄ ταυτίζεται μὲ τὴ ἆἤ. 

"Απειρες λύσεις. Ἐἶναι ἡ µμερικὴ περίπτωση, ὅπου οἱ τρεῖς εὐθεῖες 

περνᾶνε ἀπ᾿ τὸ ἴδιο σημεῖο κι ἡ Ψ διχοτομεῖ τὴ γωνία τῶν δυὸ ἄλλων. 


. 
Ἆά 


Πρόβλημα: «Νὰ χατασκευάσετα τργ. ΑΒΓ, ὅταν ξέρετε τὶς 
συντρέχουσες εὐδεῖες Χ, ἵ, Ἅ, ὅπου οἱ δ'χοτόµοι, καὶ κάποιο ση- 
μεῖο Β μιᾶς πλευρᾶς π.χ. τῆς ΑΒ». 

Τὸ συμμετρικὸ ΕΘι τοῦ Ῥ ὡς πρὸς τὴν εὐθεῖα Ἡ ἀνήκει στὴ ΒΙ 

(σχ. 196), τὸ συμμετρικὸ Β; τοῦ Β, ὡς πρὸς τὴ Ζ ἀνήκει σι ΓΑ καὶ 
τὸ Ῥε, συμμετρικὸ τοῦ Ρ; ὡς πρὸς τὴ Χ, στην ΑΒ. "Η εὐθεῖα ΒΡ., 
γνωστὴ χωρὶς νὰ θεωρήσουμε τὸ πρόβλημα λυµένο, καθορίζει τὴ θέση 
τῆς πλευρᾶς ΑΒ κι ἡ ἀνάλυση τελειώνει. 

Ἡ κατασκευη δὲν ἁρμόζει, ὅταν τὸ ὃν ταυτίζεται μὲ τὸ Ρ (σχ. 101). 


Ἀ) Τὶς σχατικὰ μεγαλύτερες (ἡ µικρότερες) τιμὲς τὶς λέμε «σχοετιχκὰ 
ἁἀκρότατα» τοῦ μεταθλητοῦ μεγέθους, ἑνῶ τὴ μεγαλύτερη (Ἠ μικρότερη) ἀπ᾿ 
ὅλες τὶς τιμὲς τὴ λάμε μέγιστο (Ἠ ἐλάχιστο) αὐτοῦ. 


Σ’ αὐιὴ τὴν περίπτωση καὶ ἐξ αἰτίας τῇ ό 
) ς τῆς ἰσότητ τώ ὥ 
τμημάτων, ἔχουμε : κ ο έὰο, 
(58) -- (8), (ΓΡ!) 5 (Ῥ,) καὶ (ΑΡ.) -- (ΑΡ). 


Τὰ σημεῖα ΕΒ, Β:, Ῥ; εἶναι οἱ ἐπαφὲς τοῦ ἐγγεγρωμμένου κύκλου 


στ᾿ ἄγνωστο τρίγωγο. Τὸ κέντρο αὐτοῦ τοῦ κύκλου εἶναι τὸ κοινὸ ση- 
μεῖο Ο τῶν διχοτόµων καὶ φθάνει νὰ φέρουμε τὴν εὐδεῖα ΑΒ Ι ΟΡ. 


Πρόβλημα: «Κατασκευάστδ ἕνα πεντάγωνο ἀπ᾿ τὰ µέσα 
Ο,, Ό: , Όμ, Οι Όε, τῶν πλευρῶν του», 


Στὸ σχ. 198 ἔστω ΑΒΓΔΕ τὸ 
ἄγνωστο πεντάγωνο. Τὸ συμμετρικὸ 
τοῦ Α ὡς πρὸς κέντρο Ο, εἶναι τὸ Β: 
τὸ συμμετρικὸ τοῦ Ἡ ὡς πρὸς τ᾽ 0; 
εἶναι τὸ Γ κλπ. Τέλος τὸ συμμετριὸ }ὃ 
τοῦ Ε ὡς πρὸς τ’ Οε εἶναι τὸ Α. 

Ας πάρουμε τυχαῖο σημεῖο Ρ 
τοῦ ἐπιπέδου κι ἃς σημειώσουμε τὰ 
διαδοχικἁ συμμετρικά του σημεῖα 
Ῥι Ῥ,... ὡς πρὸς Οἱ, Ο1,... Θάναι βέβαια : 


(ΑΕ) -- (8Ε!/) Ξ (ΓΡ, ) -- (ΔΡ) -- (ΒΡΕ) -- (ΑΡ/). 


Τὰ ἴσα αὐτὰ τµήµοτα μένουν πάντοτε µεταξύ τους παράλληλα, 
ὥστε τελικὰ ἡ γραμμὴ ΡΑΡΙι νᾶἆναι εὐθεῖα. Τ’ ἀποτέλεσμα αὐτῆς τῆς 
ἀνάλυσης εἶναι ὅτι τὸ Α εἶναι µέσο τοῦ τµήµατος ΡΡ,. 

᾽᾿Απὺ δῶ χαὶ πέρα μπορεῖτε νὰ κάνετε µόνοι σας τὴν κατασκευή. 

Αὐτὴ ἡ λύση ἀναφέρεται σὺ κάθε πολύγωνο μὲ περιττὸ πλῆθος 
πλευρῶν. Σ’ ἀντίθετη περίπτωση, γιὰ ἕνα τετράπλενρο π. χ., τὰ τελικὰ 
τµήµατα ΑΡ κι ΑΡ, ταυτίζονται, ἀφοῦ εἶναι ἴσα κι ὁμόρροπα. Τὸ πρό- 
βληµα εἶναι τότο ἀόριστο, ἐκτὸς ἂν συμβαίνει τὸ ΓΕ νὰ μὴν ταυτίζεται 


149 Ἡ μµαθοδικἠ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήματος 


μὲ τὸ Ρι, ὁπότε εἶναι ἀδύνατο. Στὴν περίπτωση τῆς ἀοριστίας τὰ µέσα 
ΟΙ, Όν, Ο:, Οι. εἶναι κορυφὲς παραλληλογράμμου. 


Πρόβλημα: «Τὰ σημεῖα Ἡ, Θ, Σ, Τ, Υ μιᾶς περιφέρειας Ο εἶναι 
µέσα τῶν τόξων, ποὺ ὑποτείνουν οἱ πλευρὲς ἑνὸς ἐγγεγραμμένου 
πενταγώνου. Κἀτασκευὰστε τὸ πεντάγωνο». 


8 Ἐργαζόμαστε ὕπως στὸ 


προηγούμενο πρόβλημα. Παίρ- 
νουµε (σχ. 199) τὸ τυχαῖο οη- 
μεῖο Μ τῆς περιφέρειας καὶ ση- 
µειώνουμε τὰ διαδοχικἁ ουμμµε- 
τρικά του σημεῖα: Μι τοῦ ΝΙ ὡς 
5 πρὸς ΟΠ, Μ., τοῦ Μι ὡς πρὸς 
ΟΡ κλπ. θᾶναι : 


τοξ. ΑΜ -- τοξ. ΒΜ.Ξ- τοξ.ΓΜ.-- 

κα - τοξ. ΔΜ;ΞΞτοξ. ΕΜ,- -τοξ.ΑΜς. 
Κι ἐπειδὴ ὁ ἀρινμὺὸς τῶν 

πλενρῶν εἶναι περιττός, τὰ τόξα 

ΑΜ κι ΑΜε βρίσκονται δεξιὰ χι 

ἀριστερὰ ἀπ᾿ τὸ Α. 

Ἡ πρώτη κορυφἠ Α καθορίζεται ἔτσι σὰν µέσο τοῦ τόξου ΜΜ,;. 


Τ Σχ.439 


Πρόβλημα: «Κατασκευάστε πδριγράφιμο τετράπλευρο ΑΒΓΑ, 
ὅταν ξάρετε τὰ µήχη (ΑΒ) Ξ- Ὁ, (ΑΔ) -- ἆ καὶ τὶς γωνίες Β καὶ Δ». 

Ο ἂς εἶναι τὸ κέντρο τῆς ἐγγεγραμ- 
µέγης περιφέρειας (σχ. 140). Ἡ εὖ- 
θεῖα ΟΑ διχοτομεῖ τὴ χ ΒΑΔ. Αν 
λοιπὸν πάρουµε τὰ συμμετρικὸ τῆς 
τεθλασμένης ΑΔΡΓ ὡς πρὺς ἄξονα 
ΑΟ, τὸ συμμετρικὺὸ σημεῖο Δ΄ τοῦ Δ 
θὰ πέσει πάνω στὴ ΒΓ καὶ θάναι 
(ΑΔΊ Ξ (ΑΔ). Ακόμα ἡ πλευρὰ ΔΓ 
στὴ νέα θέση της Δ΄ Γ΄ δἀ ἐφάπτεται 
πάντοτε στήν περιφέρεια. 

Τὸ τργ. ΒΔΈ μποροῦμε ἄμεσα νὰ 
τὸ κατασκευάσουµε ἀπ᾿ τὴν πλευρά 
του (Β1’)--υ-- ἆ καὶ τὶς προσκείµενες 
γωγίες Ἡ καὶ ΒΔΕ -- 1809 --- Δ. Ἔπειτα γράφουμε τὴν παρεγγεγραμμµένη 
περιφέρεια στὴ -ἵ Β αὐτοῦ τοῦ τριγώνου κλπ. 


Πρόβλημα: «Νὰ κατασχευάσετε τρ, ΑΒΙΓ ἀπ᾿ τὴ δάση του 
(ΒΓ) -- α, τ’ ἀντίστοιχο ὕψος Πα καὶ τὴ διαφορὰ ω τῶν γειτονικῶν 
στη δάση γωνιῶν», 


Υ]. Ἡ συμμετρία 140 


ο ο 


"Όταν τοποθετήσουµε τὴ βάση ΒΗΓ, ἡ κορυφἠ Α, θὰ βρίσκεται πάν- 
τως πάνω στὴν εὐθεῖα ΧΨ || ΒΓ 
σ᾿ ἁπόσταση ἵα ἘΕῄναι: 


ἆᾱ ΑΓΗΒ -- χ ΓΑΨ καὶ 
ᾱ ΑΗΓ -- «ἆ ΒΑΧ, ρα: 
ἂ ΤΑΨ - ἂἅ ΒΑΧ-- 
--«ἆΑΙἩΒ -- ἅ ΔΗΓ--ω. 
Ἔγουμε λοιπὸν νὰ βροῦμε 
πάνω στὴν εὐθεῖα Χ ἕνα σημεῖο | 
της Α σὲ τρόπο, ποὺ οἱ εὐθεῖες 8 Σχ! Γ 
ἀπ᾿ αὐτὸ πρὺς τὰ σταθερὰ ση- 
μεῖα Β καὶ Γ νὰ σχηματίζουν μὲ τὴ Χ γωνίες μὲ τὴ γνωστὴ διαφορὰ ϱ. 
Ἡ κατασκευἢὴ φαίνεται στὸ σχ. 141. Φέρουμε τὴν εὐθεῖα ΧΥ 
σ᾿ ἀπόσταση Ίια ἀπ᾿ τὴ ΒΓ καὶ σημειώνουμε τὸ συμμετρικὸ Γ’ τοῦ Γ ὡς 
(πρὸς τὴ ΧΨ. Ἔπειτα προσδιορίζουµε τὸ Α σὰν τομὴ τῆς ΧΨ καὶ τοῦ 


τόξου ποὺ γράφεται πάνω στὸ τμῆμα ΒΓ΄ μὲ χ 1809 --ω, ἀφοῦ εἶναι 
προφανῶς ὰ Γ'ΑΒ΄--ω. 


ών, 
Πρόβλημα: «Νὰ ἐγγραφεῖ σὲ κύκλο τετράπλευρο, ὅταν δίδον- 
ται δυὸ πλευρές του χι ὁ λόγος τῶν 2υὸ ὅλλων πλευρῶν», 
ἵη περίπτωση: Οἱ δυὸ γνω- 
στὲς πλευρὲς εἶναι συνεχόμενες : 
᾿Αφοῦ τοποθετήσουµε τὶς δυὸ πλευ- 
ρἷς χορδές, δὲ µένει παρὰ (μὲ τὴ βοή- 
θεια μιᾶς ἀπωλλώνιας περιφέρειας) 
πάνω σ᾿ ἕνα τόξο νὰ βροῦμε τὸ ση- 
μεῖο ἐκεῖνο, ποὺ ὃ λόγος τῶν ἀπο- 
στάσεών του ἀπ᾿ ἱ ἄχρα τοῦ τόξου 
νᾶχει τὴ δοσµέγη τιµή. 
2η περίπτωση: ΚΔίδονται δυὸ 
ὀπέναντι πλευρές. 
"Ας εἶναι ΑΒΓΔ (σχ. 149) τὸ 
ἄγνωστο τετράπλενρο, ὅπον : 


αλα δη μα ο ο Ε., 


Τὸ Β΄ ἂς εἶναι συμμετρικὸ τοῦ Β ὡς πρὸς τὴν ἀκτῖνα ΟΧ 1Α5Γ. 
Τότε τὰ τργ. ΑΒΓ χι ΓΒ΄Α εἶναι ἴσα. 


141 Ἡ µεθοδιχἡ λύση τοῦ Τεωμετρικοῦ π 


ροθλήματος 


Τὸ τετράπλευρο ΑΒ΄ΓΑΛ περιέχει τὰ δοσµένα στοιχεῖα, ἀλλὰ μὲ 
διαφορετική τάξη : 


(ΑΔ) -- ᾱ, (ΑΒ --Ὁ κα ἆὸδ  μµ 
) , ) και ΓΑ πο Ὁ 


Ἡ παρατήρηση αὐτὴ μᾶς μεταφέρει στὴν Ίη περίπτωση. ᾿Αφοῦ 
κατασκενάσουµε τὸ ΑΒ΄ΓΔ ἔχουμε ἀμέσως καὶ τὸ ΑΒΓΔ. 


Πρόβλημα: «Νὰ γράφετε περιφέρεια, ποὺ νὰ περνάει ἂπ᾿ ἕνα 
σημεῖο Α καὶ νὰ ἑφάπτεται σὲ δυὸ εὐθεῖες Χ καὶ Ὁ». 
δν 


χ 


Ὑποδέτουμε ὅτι οἱ δυὸ εὐθεῖες τέμνονται στὸ Ο. Ἡ ἄγνωστη πε- 
οιφέρεια βρίσκεται µέσα στὴ -ἅ ΧΟΨ, ποὺ περιέχει τὸ Α (σχ. 148). 

΄Ἡ διχοτόµος Ο7 περνάει ἀπ᾿ τ) ἄγνωστο κέντρο χι εἶναι ἄξονας 
συµµετρίας τοῦ ὅλου σχήματος. "Αρα καὶ τὸ Α΄, συμμετρικὸ τοῦ Α ὡς 
πρὸς τὴν 07, ἀνήκει ἐπίσης στὴν περιφέρεια. Μένει νὰ γράψουμε περι- 
φέρεια ἀπ᾿ τὰ σημεῖα της Α κι Α΄ χι ἐφαπτομένη σὲ μιὰ ἀπ᾿ τὶς εὖ- 
θεῖες, π. χ. στη Χ. (δὲς σελ. 66). 

Παρατηρήσεις : Ὑπάρχουν γενικὰ δυὸ λύσεις καὶ μιά μοναδικὴ 
ὅταν τὸ Α ἀνήχει σὲ μιὰ ἀπ᾿ τὶς δοσµέγνες εὐθεῖες. 

Στὶς ἑπόμενες δυὸ περιπιώσεις ἡ πιὸ πάνω κατασκευὴ εἶναι ἀκα- 
τάλληλη: 

1ο Αν Χ|| Ψ. Τὴ θέση τῆς διχοτόµου τὴν παίρνει ἢ ἰσαπέχουσα 
παράλληλος. Κατὰ τἆλλα ἢ κατασκευῆ ἐπαναλαμβάνεται, ἀλλ) εἶναι πιὸ 
ἁπλὸ νὰ παρατηρήσουμε ὅτι στὴν περίπτωση αὐτὴ ἡ ἀκτῖνα τῆς ἄγνω- 
στης περιφέρειας εἶναι ἴση μὲ τὸ μισὸ τῆς ἀπόστασης τῶν παραλλήλων. 

9ο "Αν τὸ Α. ἀνήχει στὴ διχοτόµο Ζ, ὁπότε τὰ Α κι Α΄ ταυτίζον- 
ται. ΓΡράφουμε τὴν κάθετο στὸ Α πρὸς τὴ Ζ. Αὐτὴ ἡ εὐθεῖα εἶναι κά- 
Θετη στὸ ἄκρο διαμέτρου κι ἄγνωστη περιφέρεια καθορίζεται πιὰ 
ἀπὸ τρεῖς τῆς ἑφαπτόμεγνες. 


Ῥ]. Ἡ συμμετρία 146 


Πρόβλη μα: «Πάνω σὲ μιὰ αὐθεῖα Χ νὰ θρῆτε ἕνα σημεῖο Μ 
σὲ τρόπο, ποὺ τὸ ἄθροισμα τῶν ἀποστάσεών του ἀπ᾿ τὰ σταθερὰ 
σημεῖα Α καὶ Ἡ νᾶναι --λ». 

Σημειώνουμε στὸ σχ. 144 

τὸ συμμετρικὸ Α΄ τοῦ Α ὡς πρὸς 
τὴ Χ καὶ προεκτείνουµε τὴ ΒΜ 
κατὰ (ΜΑ”) -- (ΜΑ). 

Τότε εἶναι : 

(ΜΑ) Ξξ- (ΜΑ΄) -- (ΜΑ΄) 


καὶ τὸ Μ παρουσιάζεται σὰν κέν- 
τρο μιᾶς περιφέρειας, ποὺ περνάει 
ἀπ᾿ τὰ γνωστὰ σημεῖα Α, Α΄ κι ἀπ᾿ 
ἕν ἄλλο Α΄. ᾽Αλλ’ ἐπειδὴ ἀκόμα 
(8Α΄}5-λ,ἡ περιφέρεια Μ ἐφάπτε- 
ται σ’ἄλλη γνωστὴ περιφέρεια(Β,λ) 
-μιὰ καὶ τὸ Αοινὸ σημεῖο Α΄, 
βρίσκεται πάνω στὴν εὐθεῖα ΒΜ τῶν κέντρων. 

Στὴν κατασκέύἡ προσδιορίζὀυµά τὸ «κἐντθο τῆς περιφέρείάς, 
ποὺ περνάθι ἀπ τὰ Α χι Α΄ κι ὑφάπτεται στὴν περιφέρεια (Β, λ). 

Ὅτον τὸ Α΄ βρίσκεται µέσα στὸν κύκλο Ὦ, τὸ πρόβλημα ὄχει ὃνὸ 
λύσεις. "Αν µεταβάλλουµε τὸ λ, κρατόντας ὅλα τ’ ἄλλα στοιχεῖα στα- 
θερά, βρίσκουμε σὰν ἐλάχιστη τιµή. του τὸ μῆνος (ΒΑ. Τὸ σημεῖο ποὺ 
λύνει στὴν περίπτωση αὐτὴ τὸ πρόβλημα εἶνάι τὸ Ν (δὲς καὶ σελ. 101). 


Σηµείωση γιὰ τὶς κωνικὸς τοµές. Τὸ ση- 
μεῖο Μ μποροῦμε νὰ τὸ θεωρήσουμε ἐπίσης σἀὰν τομὴ τῆς εὐθείας Χ. 
καὶ τοῦ τόπου τῶν σημείων ποὺ ἀπέχουν ἀπ’ τὰ Α καὶ Ἡ ἀποστιάσεις 
μὲ τὸ γνωστὸ ἄθροισμα λ. 

Ὅ τόπος αὐτὸς εἶναι μιὰ γραμμἠ ποὺ λέγεται ἔλλειψη μὲ τὰ Α καὶ 
Ἡ σὰν ἑαστίες Αρα μὲ τὴν πιὸ πάνω κατασκενὴ ἐμεῖς μάθαμε ἤδη νὰ κατα- 
σκευάξουµε μὲ τὸν κανόνα καὶ τὸ διαβήτη τὴν τομὴ ἔλλειψης. κι αὐθαοίας. 

Πρέπει ν᾿ ἀναφερθοῦν δυὸ ἀκόμα ἀξιοσημείωτες γραµµές : 

Ἡ ὀπερβολή, δηλ. ὁ τόπος τῶν σηµείων ποὺ ἡ διαφοφἀ τῶν ἆπο- 
στάσεών τους ἀπὸ δυὸ σταδερὰ σημεῖα μένει σταθερή. 

Κι ἡ παραβολή, δηλ. ὁ τόπος τῶν σηµείων ποὺ ἰσαπέχουν ἀπὸ 
σημεῖο κι εὐθεῖα. 

"Αν κόψουµε μιὰ ὀρθὴ (ἐκ περιστροφῆς) κωνικὴ ἐπιφάνεια. μ᾿ ἁπίαις- 
δο 1. πρὸς τὸν ἄξονά της, η τομή εἶναι κύκλος.’ Αν τὸ ἐπίπεδο τέμνει πλά- 
για τὸν ἄξονα, ἡ τοµὴ εἶναι ἔλλειψη. Τέλος ἂν ὸ ἐπίπεδο εἶναι || πφὸς 
τὸν ἄξονα ἔχουμε σὰν τομὴ ὑπερβολὴ κι ἂν εἶναι || πρὸς μιὰ γετέτοιρα 
τοῦ κώνου ἔχουμε παραβολή. Γὐ αὐτὸ ἄλλωστε ὁ κύκλος, Ἡ ἔλλειψη, ἢ 
ὑπερβολὴ κι ή παραβολὴ λέγονται καὶ κωνικὲς τοµές. 

(. (,οπιαῖτε - Τ. Βουδούρη Γεωμετρία 10 
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Προβλήματα 


245.-- Δίλεται εὐθεῖα καὶ Σδυὸ περιφέρειες πρὸς τὸ ἴδιο µέρος της. Ζητεῖται 
πάνω στὴ εὐθεῖα σημεῖο τέτοιο, ὥστε οἳ ἑφαπτόμενες στὶς δυὸ 
περ'φέρειες νάναι ἐξ ἴσου χεκλιμμένες ὡς πρὸς τὴν εὐθεῖα. 

240.-- Πάνω σὲ δυὸ εὐφθεῖες δἰδΣονται δυὸ σημεῖα Α χαὶ Β. ᾖητεῖται ὁ συν- 
τοµώτερος Ἀμόμος ἅπ᾿ τὸ ἕνα σημεῖο στὸ ἄλλο ὅταν στὸ μεταξὺ 
αὐτὸς πρέπει νὰ 3γγίζει τὶς δυὸ θὐθεῖες. 

247.- ζατὰ ποιὰ διεύθρνση πρέπει νὰ κινηθεῖ μιὰ µπίλλια Α σ’ ἕνα τατρά- 
γωνικὸ μπιλλιάρδο γιὰ νὰ χτυπήσει μιὰ ἄλλη Β, ἀφοῦ στὸ μεταξὺ 
προσκρεύσει σὲ τρεῖς πλευρές, 

248.--Κὰ θρῆτε τὲν ἀριθμὸ τῶν εἰδώλων ἑνὸς ἀντωκειμένου ὅταν τὸ τοπο- 
θβτήσετε ἀνάμεσα σὲ λυὸ χάθετα ἐπίπεδα χώτοπτρα. 

240.--Τὸ ἴδι ὅταν τὰ κάτοπτρα σχηματίζουν 4 60», 

250.---Δίδονται δυὀὸ περιφέρειες καὶ μιὰ εὐθεῖα Χ. Ζητεῖται νὰ γραφεῖ. ἄλλη 
εὐθεῖα | Χ κι έτσι ὥστε τὸ τμῆμα τῆς μεταξὺ τῶν περιφερειῶν 
νὸ, διχοτομεῖται ἀπὸ τὴ Χ. 

251.- ὰ κατασνευάσετε τετράγωνο ΑΒΓΑ ὅταν γνωρίζετε ὅτι οἱ κορυφὲς 
ἁ καὶ Ἡ ἀνήκοιν σ᾿ ρισμένη εὐθεῖα Χ, ἡ κορυφὴ ἩΒ σ’' ἄλλη 
εὐφεῖα Ψ κι ἡ ἂ σὲ περιφέρεια 0. 

252.- Νὰ κατασκευάσθτε πολύγωνο ἀπ᾿ τὶς εὖθεῖες τὶς κάθετες στὰ µέσα 
τῶν πλευρῶν του. 

253.--Νὰ ἐγγράφετε σὲ κύκλο τετράπλευρο ἀπὸ δυὀ πλευρές του χι ἀπ᾿ τὸ 
ἄθροισμα τῶν δυὸ ἄλλων. 

254 --Θεωροῦμε τργ. ΑΒΓ καὶ τὴν ἑξωτ. του διχοτόµο ΑΧ: 

1ο Νὰ θρῆτε σηµεῖο Μ τῆς ΑΣ, ὥστε γᾶχατε: - 


«ἆ ΑΜΕΒ -ἵ- ἅ ΑΜΓ--ω, 
3ο Ν᾿ ἀποδείξετε ὅτι γιὰ κάθε σημεῖο αὐτῆς τῆς διχοτόµου 


εἶναι : το Β) -- (ΝΕ) Σὸ (ΑΒ) -- (ΑΠ. 
255.--Νὰ δρῆτε πάνω στὴ διχοτόµο τῆς 6 Α τργ. ΑΗΓ σηµεῖο Μ τέτοιο, 
ὥστε: ἃἂ ΑΝΗΒ - ἃἅ ΑΜΓ --ω, 


καὶ ν᾿ ἀποδείξετε ὅτι γιὰ χάθε σημεῖο τῆς διχοτόµου εἶναι : 
(8) --(15) «(Α8) -- (ΑΓ). 


256.- Νὰἁ κατασκευάσετε τρίγωνο ἀπὸ δυὸ πλευρές του καὶ τὴ διαφορὰ τῶν 
ἀπέναντι γωνιῶν. 
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257.--Νά κατασκευλσετε τρίγωνο ἀπ᾿ τὴ θήση του, ἀπ᾿ τὸ Ίχνος τ) ἀντί» 


στοιχου ὕψους καὶ τὴ διχφορὰ τῶν γεβιτονικῶν στὴ θάση γωνιῶνε 


258. Νὰ περιγραφεῖ γύρω ἀπὸ γνωστὸ κύκλο τρίγωνο μὲ τὶς τρεῖς Χορυ- 
φὲς του ἀνὰ µία πάνω σὲ τρεῖς εὐθεῖες, ποὺ περνοῦν ἀπ᾿ τὸ κέν- 
τρο τοῦ κύκλου. 

200,--Νὰ πχτασκευασθεῖ τετράπλευρο ἀπ᾿ τὶς 4 πλευρές του κι ἀπ' τὸ γε- 
Ἰονὸς ὅτι μιὰ διαγώνιος διχοτομεῖ μῦ ἀντίστοιχη γωνία τοῦ 
τετραπλεύρου, 


260.--Δὰ πατασκευασθεῖ τργ. ΑΒΓ ἀπ᾿ τὶς εὐφεῖες ὅπου ἀνῆκουν δυὸ διχο- 
τόμοι, ἀπ’ ἕνα σημεῖο τῆς πλευρᾶς ΑΒ τι ἒνα σημεῖο τῆς ΑΙ’. 

261.- Τὸ ἴδιο ὅταν δίδονται ἡ πλευρὰ ΒΓ -- ο, Ἡ διαφρρὰ Ἡ-- "τω 
καὶ µιὰ εὐθεῖα ὅπου ἡ κορυφὴ Λ, 

262.-- Ἱδνώνουμε τὴν κορυφῆ ἃ ἑνὸς τριγώνου μ’ ἕνα σημεῖο Δ τῆς δάσης 
Β5 καὶ ζητοῦμε πάνω στὴν εὐθεῖα ΑΔ σημµεῖο ἀπ᾿ τὸ ὁποῖο τὰ 
τμήματα ΔΗ καὶ ΛΙ νὰ φαίνονται ὑπὸ ἴσες γωνίες, 

263.- Λίδεται ἰσοσχελὲς τργ. ΒΑΓ. Απ΄ τὴν κορυφή Α φέρουμε τυχαία 
εὐθεῖα Λὰ καὶ θεωροῦμε ἐκεῖνο τὸ σημµεῖο αὐτῆς τῆς 3ὐθείας. 
ποὺ ἄχει τὸ ἑλάχιστο ἄθροισμα ἀπηστάσεων ἀπ᾿ τὰ Β καὶ Τ. ᾖ7η- 
τεῖται ὃ γεωμ. τόπος τοῦ Μ ὅταν ἡ ΑΧ στρέφεται περὶ τὸ Α., 


264.--' Απὸ σταθερὸ σημεῖο Ῥ ἑσωτεριχὸ μιᾶς «4 ΧΟΙΡ φέρουμε μιᾶ στρε- 
ύμενη τέµνουσα ΑΡΗ. Ζητεῖται ὁ τόπος τοῦ σημείου τομῆς τῶν 
συμμετρικῶν εὐθειῶν τοῦ τμήματος ΑΒ ὡς πρὸς ΟΝ κι ΟΧ. 

265.--Δίδονται δυὸ εὐθεῖες Χ || Ἡ καὶ σημεῖο Α τῆς πρώτης. Νὰ φέρετε 
ἀπὸ σημεῖο Ῥ ἔξω ἀπ᾿ τὶς παράλληλες εὖθεῖες μιὰ τέµνουσα ΕΒΓ 
ἔτσι, ὥστε ΑΒ Ξ ΑΠ. 

266.--λὰ κατασκευάσετε τρίγωνο ἀπὸ μιὰ πλευρά του, τὸ ἄθροισμα τῶν 
δυὀ ἄλλων καὶ τὸ ἐμθαδό,. 

267.-- Βρῆτε πάνω σὲ μιὰ εὐθεῖα ἕνα σημεῖο, ποὺ ἡ διαφορὰ τῶν ἀποστά- 
σεών του ἀπὸ Συὸ ἄλλα σταθερὰ σημµεῖα Λ καὶ Ὦ νάναι δοσμένο 
μῆκος λ. 

2608.--Νὰ γράψετε περιφέρεια μὲ τὸ κέντρο της πάνω σὲ μιὰ δοσµένη εὐνεῖα 
χ. ἐφαπτομένη σὲ δυὀ ἄλλες γνωστὲς περιφέρειες. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ νι 
Β. Ἡ ἰδέα τῆς ἀναστροφῆς 


Γιὰ νὰ κατασχευάσουµε ἕνα σχῆμα δὲν εἶναι καθόλου ἀδιάφορο 
γ᾿ ἀρχίσουμε ἀπ᾿ ἕνα ὁποιοδήποτε στοιχεῖο του. Μιὰ κατασκευἠὴ πολύ- 
πλοκη, ὅταν ἀρχίσουμε π.χ. ἀπὸ μιὰ γωνία, μπορεῖ νὰ γίνει ἁπλή, ὅταν 
τοποῦδετήσουµε πρῶτα μιὰ πλευρά. 

Μὲ τὴν ἀναστροφἡἣ δεωροῦμε τὸ σύνολο ἢ µέρος τοῦ ὑπ ὄψη 
σχήματος, κατασκευάξουµε ξεχωριστὰ ἕνα ἴσο σχῆμα ἀναστρέφοντας τὴν 
πορεία τῆς ἐργασίας (βλέπε παραδείγματα) καὶ τέλος τοποθετοῦμε τὸ 
δεύτερο σχῆμα στήν πρωταρχική του δέφη. 

Γενικά πρέπει νὰ ἀποφεύγουμε αὐτὴ τὴ µέδοδο, γιατί, ὅπως τὸ το". 
γίσαµε συχνά, ὀφείλουμε νὰ ἐπιδιώκουμε τὴν κατασκενὴ Χχρησιμοποιόν- 
τας ἄμεσα τὸ δοσμένο σχῆμα καὶ προσαρμόζοντας πρὸς αὐτό, ὅπου 
χοειάζεται,τὶς κλασικὲς κατασκευὲς (δὲς π. χ. πρόβλημα σελ. 31-28 κ.ᾱ.). 


Πρόβλημα: «Ἕνα δοσμένο τργ. ΔΕΖ νὰ ἑγγραφεῖ µάσα σ᾿ 
ἄλλο ΑΡΒΓ». 

Θὰ περιγράψουμε τὸ ΑΒΓ γύρω ἀπ' τὸ ΔΕΖ (αὐτὴ εἶναι ἡ 
ἰδέα τῆς ἀναστροφῆς). Πάνω στὴ πλευρὰ ΕΖ γράφονµε τόξο ποὺ νὰ δέ- 
χεται νά Α καὶ πάνω στὴ ΔΖ ἄλλο μὲ 6 Β (σχ. 145). 

Φέρουμε ὕστερα ἀπ τὸ Ζ τὴν τέµνουσα ΑΖΒ μὲ τὸ γνωστὺ μῆκος 
ΑΒ (βλ. σελ. 101) καὶ σχηµατίζουµε ἔτσι τὸ τργ. ΑΒΙ’, ἴσο μὲ τὸ δοσμένο. 

Τὸ πρόβλημα δὲν εἶναι δυνατὸ παρὰ ὅταν ἡ πλευρὰ ΑΒ εἶναι τὸ 
πολὺ διπλάσια ἀπ᾿ τὴ διάκεντρο τῶν δυὸ τόξων (σελ. 108). 
Γενικὰ δυὸ λύσεις. 


6 


ὧν ή ς Σχ «6 


Πρόβλημα : 2Σὲ τετράγωνο. μὲ πλευρὰ α νὰ ἐγγραφεῖ ἄλλο τετρά- 
γωνο μὲ πλευρὰ 9». 


Θὰ περιγράψουμε πάλι τὸ πρῶτο ΑΒΓΑ γύρω ἀπ’. τὸ δεύτερο 
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ΠΕΡΣΤ (σχ. 146). Γράφουμε τὶς ἡμιπεριφέρειες ΠΡ καὶ ΠΤ κι ἀπ᾿ τὸ 
ἩΠ φέρουµε τὴν τέµνουσα ΑΠΒ μὲ τὸ γνωστό της μῆκος α (σελ. 101). 

Ἑνώνουμε τὸ Α μὲ τὸ Τ χι ὁλοκληρώνουμε τὴν περιγραφή τοῦ 
τετράπλευρου ΑΒΓΑ. Αὐτὸ τὸ τετράπλευρο εἶναι τετράγὠνο, γιατὶ τὰ 
ὀρῦ. τρίγωνα ΤΑΠ, ΠΒΡ, ΡΓΣ, ΣΔΤ εἶναι ἴσα. 

Πρέπει νἆναι (ΑΒ) «« 2 1Ε), Ι κι Ἡ τὰ κέντρα τῶν ἡἥμιπεριφε- 
ρειῶν. ᾽Αλλά τὸ τμῆμα ΙΕ, ἑνώνει τὰ µέσα δυὸ πλευρῶν στὸ τργ. ΤΠΡ, 
ο ΡΤ , κ ν σ ῃ , 
ὥστε: (1Ε) -- αν Ἡ συνθήκη γιὰ τὴν ὕπαρξη λύσης Ὑράφε- 
ται λοιπόν : 


(ΑΒ) « (ΡΤ) εἴε: ας Ρα 
Ὡστύσο ἡ ἄμεση, δηλ. ὄχι μὲ τὴ βοήθεια τῆς ἀναστροφῆς, λύση 
τοῦ προβλήματος θἄτανε ἁπλούστερη. ᾿Αρκεῖ νὰ δοῦμε ὅτι τὰ δυὸ τε- 
τράγωνα ἔχουν τὸ ἴδιο κέντρο Ο, ὁπότε, ἂν γράψουμε τὴν περιφέρεια 


υ γς 
(ο, νο) προσδιορίζουµε ἀμέσως π.χ. τὸ Τ. 


Πρόβλημα: «Δίδεται μιά περιφέρεια (0Ο, Ε) καὶ δυὸ ἡμιευθεῖες 
ἀπ᾿ τὸ κέντρο ΟΣ, ΟΨ μὲ γωνία µεταξύ τους 609, Νὰ φέρετα μιά 
ἐφαπτομένη στὴν περιφέρεια ἔτσι, ὥστε οἱ ἡμιευθατες ν’ ἀποχόδουν 
ἁπ᾿ αὐτὴ ἕνα γνωστὸ μῆκος Κ». 

Στὸ σχ. 14: ἃς ὑποθέσουμε πῶς ἡ ἐφαπτομένη ΛΒ λύνει τὸ πρό- 
βληµα. Τότε στὸ τργ. ΔΟΒ ξέρουμε μιά πλευρὰ (ΑΒ) ΞΞἹς, τὴν ἀπέναντι 
γωνία Ξ- 600 καὶ τ᾽ ἀντίστοιχο ὕψος ΟΙ) -- μὲ τὴν ἀκτῖνα Β. Ἡ κατα- 
σκευή του γίνεται ἁπλή, ὅταν τοποθετήσουµε πρῶτα τὴν πλευρὰ ΒΙΟ. 


Σ’ ἕνα ξεχωριστὸ λοιπὸν σχῆμα παίρνουμε Αβσεῖς καὶ πάνω σ’ αὐτὸ 
τὸ τμῆμα γράφουμε τόξο ποὺ νὰ δέχεται γωνία 600. Ἡ Ο0΄ Π ΑΒ σ' ἀπό- 
σταση Ἐ προσδιορίζει τὴν τρίτη κορυφὴ τοῦ τριγώνου. "Έπειτα τοπο- 


150 Ἡ μεθοδικἡ λύση τοῦ γβωμετρικοῦ προβλήματος 


θετοῦμε στ᾽ ἀρχικὸ σχῆμα τὰ μήκη ΟΑ κι ΟΒ πάνω στὶς πλευρὲς τῆς 
ἅ«ἂχοψ. 

Διερεύνηση: ᾿Λς εἶναι ΔΖ ἢ ἐπίμεσωος στὸ χιμῆμα ΑΗ καὶ χ ἡ 
ἀκτῖνα τοῦ τόξου ΑΖ8Β. Πρέπει ἡ Ο0’ νὰ συναντᾶ ἁαὐτὸ τὸ τόξο χι 
ἑπομένως: ΔΕ «: ΔΖ. 

᾽Αλλ᾽ ἡ ἐπίκεντρος «΄ΛΙΒ εἶναι διπλάσια τῆς ἀντίστοιχῆς ἔγγε- 
γραμµένης, δηλ. εἶναι 1905. Αρα ἡ ΑΒ εἶναι πλευρὰ ἰσοπλεύρου τρι- 
γώγου καὶ: 


ὂχ ὉὈ(ΑΒ) ή 
πο πα ον 
΄Η συνθήκη γιὰ τὴν ὕπαρξη γράφεται: 
9π 5 


ε« κο εἴτε τέλος: κ 2 μα ᾱ 


Βλέπουμε ὅτι τὸ ἐλάχιστο τοῦ Ις εἶναι τὰ 3[ι τῆς πλευρᾶς τοῦ ἐγ- 
γεγραµένου στὸν κύκλο Ο ἰσοπλεύρου τριγώνου. Στὴν περίπτωση αὐτῆ 
τὸ τργ. ΔΟΒ γίνεται ἰσοσκελές. 


Πρόβλημα: «Νὰ χόψετε ἕνα τργ. ΑΒΙΓ μὲ μιὰ τέµνουσα ΔΕΖ 
τέτοια, ὥστε ΔΕ Ξ ΕΖ{Ξ-λ». 

Τὸ σημεῖο Ἑ τὸ δεωροῦμε πάνω στὴ ΒΓ (σχ. 148). ᾿Αρχίξδουμε το- 
ποθετάντας τὸ μῆκος ΔΕΖ -- 2λ. Ἔπειτα πάνω στὰ τμήματα ΔΕ κι Β7 
γράφουμε τόξα, ποὺ νὰ δέχονται τὶς γνωστὲς γωνίες Β καὶ 180) --- Ὦ, 
κι ἀνάμεσα σ᾿ αὐτὰ τὰ τόξα τοποθετοῦμε τὸ γνωστὸ μῆκος ΕΙ 
(σελ. 101). Τέλος γράφουμε τὶς εὐθεῖες ΒΔ καὶ Γ4. 


Α 


Πρόβλημα: «Απ’ τὸ σημεῖο Α τῆς διχοτόµου μιᾶς 6 χοςφ 
νά Υραφεῖ τέµνουσα ΒΑΓ μὲ γνωστὸ µῆχος α», 


Στὸ τργ. ΟΒΓ (σχ. 149) Ἑέρουμε τὴ μιὰ πλευρὰ (ΒΓ) -- α, τὴν 


ντ]. Β. Ἡ συμμετρία 101 


ἀπέναντι 4 Ο καὶ τὸ μῆκος ΟΑ τῆς διχοτόµου. Μπαροῦμε νὰ τὸ κα- 
τασκευάσουµε ξεχωριστά εὔκολα, ἂν τοπ οΏετήσουμε πρῶτα τὴ βάση ΒΙΟ. 
Κάµετε τὴν κατασκευή. 


Πρόβλημα: «Νὰ ἐγγραφεῖ τετράγωνο σὲ τετράπλευρο». 


Τὸ σχ. 150 εἰκονίζει τὸ δοσμένο τετράπλευρο ΑΗΒΙΔ. ᾽Αναστρέ- 
ῥοντας τη βάση τοῦ προβλήματος, γράφουμε τὸ τυχαῖο τετράγωνο 
Π΄Ρ’ΣΤ’ καὶ ζητᾶμε νὰ περιγράψουμε γύρω ἀπ᾿ αὐτὸ ἕνα τετράπλευρο 
Α΄Β Γ΄Δ΄ ὅμοιο μὲ τὸ ΑΒΓΔ (σχ. 151). Φτάνει γι αὐτὸ τὰ δυὸ τετρά- 
πλευρα ν᾿ ἀποτελοῦνται ἀπὸ δυὸ ζεύγη τριγώνων, ἅμοια μεταξύ τους 
καὶ μὲ τὴν ἴδια διάταξη. 

Πάνω στὰ τµήµατα Π΄Τ΄’ καὶ Ρ΄Σ γράφουμε τόξα, ποὺ νὰ δέχονται 
ἀντίστοιχα τὶς 6 ΒΑΔ καὶ ΒΓΔ. Ἡ 6 Β΄Λ΄Γ΄' πρέπει νὰ ἰσοῦται μὲ 
τὴ ΒΑΕ κι ἑπομένως βλέπει στὸ γνωστὸ τόξο Π΄Μ. Παρόμοια κι ἡ 
«« Ἠ’Γ’Α΄ βλέπει στὸ γνωστὸ τόξο Ρ΄Ν. 

᾽Αλλὰ τὰ Π΄ καὶ Ῥ΄ μᾶς εἶναι γνωστά, ἄρα κι ῆ εὐδεῖα ΜΝ καὶ τὸ 
τετράπλευρο Α΄ΒΓ’Δ’, Ὕστερ) όπ᾽ αὐτό, στὸ ἀρχικὸ σχῆμα 150, προσ- 


; ν Ελμα 4 Φ , - ΠΑ -- ΠΑ΄ 
διορίζουµε τὸ ΤΠ ἀπ᾿ τὴν ἀναλογία | πἩ πε 
Κατὰ τὸν ἴδιο τρόπο μποροῦμε νἄᾶχαυμε ὅλες τὶς κορυφὲς τοῦ 


τετραγώνου. 
Σ' αὐτὸ τὸ πρόβλημα ἐφαρμόσαμε μαζὺ μὲ τὴν ἀναστροφὴ καὶ τὴ 
μέθοδο μὲ τὰ ὅμοια σχήματα, ποὺ τὴ μελετᾶμε ἀμέσως πιὸ κάτω. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ υὉΙ 
Π ΜΕΘΟΔΟΣ ΜΕ ΤΑ ΟΜΟΙΑ ΣΧΗΜΑΤΑ 


Στὸ γεωμετρικὺ μέγεῦος, μὲ τὴν πρώτη του ἔννοια, δὲν ἀποδίδουμε 
ἀριθμητικὸ µέτρο--τὸ καβορίζουµε ἄμεσα ἀπ) τὶς διαστάσεις του στὸ 
χῶρο. Λέμε π. χ. ἕνα τόσο μῆκος (κι ἀνοίγουμε ὤσο Χθειάζεται τὺ 
διαβήτη µας) χωρὶς νάἆναι ἀνάγκη νὰ τὸ ἐκφυάσουμε αὐτὸ σ᾿ ἕἑκατο- 
στὰ ἢ σὲ ἴντσες. 

Ὡστόσο μᾶς εἶναι ἀπαραίτητο νὰ μποροῦμε νὰ. συγκρίνουμε τὰ 
γεωμ. μεγέῦη νἁ λέμε ποιὸ εἶναι µεγαλύτερο καὶ ποιὸ μικρότερο. Ἡ 
σύγκριση αὐτὴ γίνεται φυσικἀ µέσο μιᾶς διαίρεσης, μ’ ἕνα λόγο. Ὅταν ὁ 
παρονομαστὴς αὐτοῦ τοῦ λόγου θεωρηδεῖ µοναδιαῖος, τότε τὸ πηλίκο 
(ποὖναι ἕνας ἀριῦμὸς) ἐχκφράζει τὸ µέτρο τοῦ ἀριθμητῆ. 

Ἐκεῖνο ὅμως, ποὺ μᾶς ἐνδιαφέρει τώρα ἐδῶ, δὲν εἶναι τ᾽ ἀριδμῃ- 
τικἁ µέτρα τῶν μεγεθῶν, ἀλλ’ ἀπ᾿ εὐδείας οἳ λόγοι τους -- κι εἰδικώ- 
τερα οἱ ἴσοι λόγοι. 

Δνὸ ἴσοι λόγοι ἀποτελοῦν μιὰ ἀναλογία χι ὃ συσχετισμὸς τῶν σχι- 
µάτων μὲ τὴ βοήὔεια τῆς ἔννοιας αὐτῆς εἶναι βασικὸς γιὰ τὴ Γεωμετρία. 
Εἴν᾽ ἕνας συσχετισμός, ὅπου τ᾽ ἀπόλυτο μέγεθος τοῦ σχήματος δὲν 
παίζει πιὰ ρόλο καὶ µένει µόνο ἢ µορφή του, 

Τὴ στοιχειώδη θεωρία γιὰ τὰ ὅμοια σχήµατα δὰ τὴ θεωρήσουμε 
γνωστή, ὅπως ἄλλωστε κάνουμε γενικὰ ὣς τώρα. 'Επίσης δὰ θεωρήσουμε 
γνωστὲς τὶς θεμελιώδεις ἰδιότητες τῶν ἀναλογιῶν-- γνώσεις ποὺ περιέ- 
χονται σ᾿ ὕλα τὰ σχολικἁ βιβλία. 

Ἡ μέθοδος μὲ τὰ ὅμοια σχήματα βασίζεται ἀκριβῶς στὸ γεγονὸς ὅτι 
μποροῦμε νὰ ξέρουμε τὴ μορφὴ ἑνὸς σχήματος ἀνεξάρτητα ἀπ᾿ τὸ 
μέγεθός του. Κι ἡ µορφὴ αὐτὴ καθορίζεται ἀπὸ γωνίες καὶ λόγους. 

Θέλουμε π. χ. νὰ κατασκευάσουµε ἕνα τρίγωνο. Ηρέπει καὶ ἀρκεῖ 
νὰ Σέρουμε τρία διαφορετικἀ στοιχεῖα του, ἀπ᾿ τὰ ὁποῖα τὸ ἕνα του- 
λάχιστο θδάναι ὁπωσδήποτε (4) µῆκος ἢ μιά μετρικὴ συνθήκη ἰσοδύγαμη 
μὲ µῆκος. Ας ποῦμε λοιπὸν ὅτι δίδεται ἕνα µόνο μῆκος, ἐνῶ ὅλα τ’ ἄλλα 
εἶναι γωνίες ἢ λόγοι. Τότε μποροῦμε νὰ κατασκευάσουµε ἕνα τυχαῖο τφί- 
γωνο ὅμοιο μὲ τ) ἄγνώστο χωρὶς νὰ πάρουµε ὑπ ὄψη µας τὸ δοσμένο 

(ϐ) Δάμε ὁπωσδήποτε, γιατἰ, ὅταν δίδονται π.χ. δυὸ γωνίες ἑνὸς τριγώνου, 


τότε χι ἡ τρίτη εἶναι γνωστὴ σὰν παραπλήρωμά τους,χι ἁπομένως αὑτὴ δὲν 
μπορεῖ νὰ νεωρηνεῖ σὰν τρίτο «διαφορετικὸ» στοιχεῖο τοῦ τριγώνου. 


ΨΙΙ. Ἡ μέθοδος μὲ τὰ ὅμοια σχήματα 1559 


µῆκος. Μὲ τὴν παρεµβολὴ αὐτῆ ἡ λύση μᾶλλον ἁπλουστεύεται, γιατὶ φτά- 
γει στὸ τέλος νἁ χρησιμοποιήσουμε καὶ τὴ συνδήκη ποὺ παραλείψαμε. 

Ἡ μέθοδος ἐφαρμόζεται ἐπίσης μὲ καλὰ ἀποτελέσματα καὶ σὲ 
προβλήματα θέσης, ὅταν π.χ. σὰν μετριχὴ συνδήκη στὴν κατασκενἡ τοῦ 
πιὸ πάνω τριγώνου δίδεται ὁ περιορισμὸς ὅτι μιὰ πλευρά του πρέπει νὰ 
περνάει ἀπὺ σταθερὸ σημεῖο ἢ νἁ ἐφάπτεται σὲ γνωστὴ περιφέρεια. 
᾿Αφίνουμε πάλι προσωρινὰ κατά µέρος τὴ ουνθήκη αὐτὴ καὶ κατασκευά- 
ζουμε ἕνα τρίγωνο ἀπ᾿ τὶς γωνίες καὶ τοὺς λόγους, ὅμοιο μὲ τ ἄγνω- 
στο. Ἔπειτα Ἑαναρχόμαστε στὴν ἀρχικὴ πατασκευἠ καὶ «φέρουμε μιὰ 
εὐδεῖα παράλληλη πρὸς τὴν ὁμόλογη πλευρά, ποὺ νὰ περνάει ἀπ᾿ τὸ ση- 

μεῖο ἢ νὰ ἐφάπτεται στῆν περιφέρεια. 

Παρακολουθῆστε τὶς ἐφαρμογές. 

κκ 
Πρόβλημα: «Νὰ κατασκευάσετε τργ. ΔΛΒΓ ἀπ᾿ τὶς γωνίες Β καὶ 

Γ καὶ τὴ διάµεσο ΙΠν. 


Σύμφωνα μὲ τὴν ἀρχὴ τῆς 

μεθόδου θὰ παραλείψουµε τὴ ῷ } 
συνθήκη γιὰ τὴ διάµεσο καὶ δὰ 
ζητήσουμε νὰ «φτιάσουμε ἓν᾽ 
ἄλλο τρίγωνο ὅμοιο μὲ τὺ ζη- 
τούμενο.Ε]ν)εὔκολο: Παίρνου: | 
µε (σχ. 159) ἕνα τυχαῖο μῆκος ς ἤ 
ΒΤ’ καὶ σχηµατίζουµε σιὰἀ Β οδό ----ᾱ- --- 
καὶ Γ΄ τὶς γνωστὲς γωνίες Β 
καὶ Γ. Στὸ τργ. ΔΒ΄Γ΄ φέρουμε ἀχόμα τὴ διάµεσο ΑΜ’. 

Εἶναι φανερὸ ὅτι γιὰ νὰ πάρουµε ὑπ' ὄψη µας καὶ τὴν τρίτη συγ- 
θήκη, φτάνει νὰ τοποθετήσουμε.τὸ μῆκος (ΑΜ) Ξ- πι κι ἀπ᾿ τὸ Μ νὰ 
φέρουμε τὴ ΒΓ | ΒΓ'. 

Τὸ τργ. ΑΒΓ ἔχει ὅλα τ’ ἀπαιτούμενα στοιχεῖα. Γιατὶ φυσικὰ τὸ 
ΡΝ ΕΝ 1 
Μγ ο ΜΓ 
Ἡ κατασκευὴ εἶναι πάντοτε δυνατή, ἐφόσον χ Β -{- χ Γ«2 ὀρδ. 


΄ / Σκ (12 


Μ εἶναι µέσο τοῦ ΑΒ, ἀφοῦ 


"Αλλες ἐφαρμογές : Μὲ τὸν ἴδνο τρόπο, μποροῦμε νὰ κατασκευά- 
σουµε καὶ τὰ τρίγωνα, ὅπου, ἐκτὸς ἀπ᾿ τὶς γωνίες, δίδεται ἕνα ἀπ᾿ τὰ 
παρακάτω στοιχεῖα : 

1ο ἛἜνα ὄψος. 

3ο Μιὰ διχοτόµος. 

8ο 'Η ἀκτῖνα τοῦ περιγεγραμµένου κύκλον. 
40 Ι ἀκιῖνα τοῦ ἐγγεγραμμένου κύκλου. 
5ο Τὸ ἄθροισμα ἢ ἡ διαφορὰ δυὸ πλευρῶν. 
6ο “ΙΗ{ περίµετρος. 


19ἱ Ἠ µεθοδικἠ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήµατος 


Ὅλ θὰ. 3 ὰ μ 9 , ς ΄ μι ά ιο 

ες αὐτὲς τὶς κατασχευὲς διευκολύνει ἡ παρατήρηση ὅτι στὰ ὅμυια 
/ 5 ΄ - 4 εν -- ᾿ . κ 

σχήματα, ὃ λόγος τῆς ὁμοιότητας ἰσοῦται μὲ τὸ λόγο δυὸ ὅποιων- 

δήποτε ὁμολόγων μηκῶν. 


Πρόβλημα: «Νὰ κατασχευάσετε ὁρθ. τρἰγωνο, ὅταν ξέρετε μιά 
Ἆ .] 1. 
κάθετη πλευρὰ Ὁ καὶ τὸ λόγο -- τῆς ὑποτείνουσας πρὸς τὴν 
ἄλλη πάθετη πλευρά». 


Στὰ ὀρὺ. τρίγωνα, ὃ λόγος τῆς ὑποτείνουσας 
πρὸς μιὰ κάθετη πλευρά, εἶναι ἀρκετὴ γιὰ νὰ κα- 
θορίσει τὴ μορφὴ τοῦ τριγώνου. 

Παΐίρνουµμε λοιπὸν στὸ σχ. 155 δυό μήκη, 
τυχαῖα κατὰ τ)’ ἄλλα, ποὺ νὰ συνδέοντοι ὅμως 

τα οὅσ ΒΕ... σα . : 
μὲ τὴ σχέση Ἕκ πι ν | Αν κατασκευάσουµε 
μι’ αὐτὰ ἕνα ὀρδ. τργ. ΒΔΕ (ὑποτείνουσα τὸ ΒΕ 


9 ῃ ὁ µ ». ον π ο ἃ Ν 
ἐφόσον » 1), αὐτὸ ὑὈάναι ὅμοιο μὲ τὸ ἵη- 


τούµενο. Δὲ µέγει ἔπειτα παρὰ νὰ τοποθετήσουµε µέσα στὴ -«ἵ Β τὸ μῆ- 
κος ΑΓ -- υ.Ι πρὸς τὴ ΒΔ κι ἑπομένως | πρὸς τὴ ΔΕ. 

Τὸ ἴδιο πρόβλημα μποροῦμε νὰ τὸ λύσουμε καὶ μὲ τὴ μέθοδο τῆς 
τομῆς τῶν γεωμ. τόπων. Τοποῦετοῦμε πρῶτα τὴν π)λευρὰ ΑΓ -- Ὁ καὶ 
προσδιορίζουµε τὴ θέση τῆς μορυφῆς Ἑ σὰν υομὴ μιᾶς ἀπωλλώνειας 
περιφέρειας καὶ τῆς εὐθείας ΑΒΙ ΑΓ. 


Πρόβλημα: «Απὸ σημεο Α νὰ φέρετ μιᾶ τέµνουσα, ποὺ νὰ 
συναντᾶ τὶς πλευρὲς μιᾶς ὰχ ΧΟΨ σιὰ σημεῖα Β καὶ Ὁ, ὥστε 
νάναι : (ΟΒ) --(0ΟΓ) -- 2(Β8Γ].» 

Ὃς θεωρήσουμε τὸ πρόβλημα λυμµένο (σχ. 154) κι ἂς φέρουμε τῆν 
07, διχοτόµο τῆς «ΧΟΨ. Αὐτὴ κόβει τὴ ΒΓ στὸ 1 καὶ σύµφωνα μὲ 
τὸ θεώρημα τῆς διχοτόµου, εἶναι : 
08 ος 08 -Ι-Ο5Γ ο -.- 
ο -- --υ- - -------- - 2 ἀπ᾿ τὴν ὑτόθεση). 
Βϊ ῖ ΒΓ ο Ἡ 
Στὸ τργ. ΒΟΙ ξέρουμε τὴ ἂἅ' Χ07καὶ τὸ λόγο δυὸ πλευρῶν.Αν 
παραλείψουµε λοιπὺν τὴ συνθήκη ἡ ΒΓ νὰ περνάει ἀπ᾿ τὸ Α, μποροῦμε 
νὰ φτιάσουµε ἕνα τρίγωνο ὅμοιο μ᾿ αὐτό, -- 
Κατασκευή: ἍἡΝΜὲ τὸ τυχαῖο σημεῖο Μ τῆς ΟΧ σὰν Χέντρο καὶ 
μ᾽ ἀκτῖνα τὸ μισὸ τῆς ΟΜ, γράφουμε περιφέρεια. Αὐτὴ κόβει τὴ διχο- 
τόμο Ο7 στὸ Ν. Φέρουμε τὴ ΜΝ γι ἀπ᾿ τὺ Α τὴν εὐθεῖα ΑΒΓ [| ΜΝ. 


ΥΠ. Ἡ μέθοδος μὲ τὰ ὅμοια σχήματα 106 


ως ΟΝ ὗ 
ΒΙ ΜΝ 
Η ἐπαλήθευση αὐτὴ χρειά- : 
ζεται, γιατὶ στὰ παραπάνω τρί- ρ 


γῶνα Ἡ ἴση γωνία δὲν περιέχε- 
ται ἀπ τὶς ἀνάλογες πλευρὲς χι 
ἑπομένως αὐτὰ δὲν εἴναι ἄναγ- 
καϊῖα ὅμοια, 

Διερεύνηση: Γράφουμε 
τὴν εὐθεῖα ΜΠΜ΄ |. 07. Ἡ το- 
μὴ Ἀ τῆς περιφέρειας Μ καὶ τῆς 
εὐθείας Ω7 ὑπάρχει ὅταν 


.- Σ (ΜΗ) 


εἴτε: .. » 93(ΜΗ) 
εἴεε ἀκόμα: (ΟΜ) (ΜΜ 
Ὑπ' αὐτὸ τὸν ὅρο ἔχου- 
µε δυὸ λύσεις (μποροῦμε νὰ 
φέρουμε τὴν παράλληλο ΑΒ Τ’ 
καὶ πρὺς τὴ ΜΝΊ. Γιὰ νὰ ἐκφράσουμε τὸν περιορισμὸ ἀπ᾿ εὐθείας μὲ 
τὰ δοσµένα στοιχεῖα, ἂς παρατηρήσουμε στὸ σχῆμα µας ὅτι στὸ ἰσοσκελὲς 
τργ. ΜΟΜ΄ ἡ βάση ΜΛΙ΄ πρέπει νἆναι ἡ μικρότερη πλευρά του κι έἐπο- 


. , ε 3 / , , π . 1809 ϱ 
µένως ἡ ἀπέναντι -ἵ ΧΟΨ πρέπει νᾶναι μικρύτερη ἀπὸ απ 609, 


σκ. 44 


"Αρα: 
ν Ιο Γιὰ -ἵ ΧΟΨ «Ζ 0 δυὸ διευθύνσεις ΜΝ, ΜΝ’. 

2ο Γιά «4 ΧΟΨ Ξξ 60)  µμιὰ μοναδικἡὴ διεύθυνση ΜΗ. 

ὃρ Γιὰ ὦ ΧΟΨ » 60) καμμιά διεύθυνση. 

Καὶ κάτι ἆλλο ἀκόμα: Οἱ παράλληλες ἀπ τὸ Α πρέπει νὰ συναν- 
τοῦν τὶς ἡμιευθεῖες - πλευρὲς τῆς «χοψ κι ὄχι τὶς προεκτάσεις τους. 
Τοῦτο ἐξαρτᾶται ἀπ᾿ τὴ σχετικὴ δέση τοῦ Α καὶ γι αὐτὸ ἂς φέρουμε 
ἀπ' τὸ Ο τὶς εὐθεῖες ΡΡ΄ | ΜΝ καὶ ΤΤ' | ΜΝ’᾽. 

Ία Δυὸ λύσεις, ὅταν τὸ Α εἶναι μέσ τὴ ᾱ ΡΟΤ 

2β Μιὰ λύση, ὅταν τὸ Α βρίσκεται µέσ᾽ τὴ ᾱἆ ΡΟΤ’, εἴτε ΡΟΤ 

Υ Καμμιὰ λύση, ὅταν τὸ Α εἶναι μέσ’ τὴ -ᾱ- Ρ’τΤ’. 

Οἱ ὑποπεριπτώσεις αὐτὲς ἀναφέρονται φυσικἀ στῇν πιὸ πάνω περί- 
πτωση 1. Ἐφ' ὅσον ἀντὶ τῆς ἅ χοψ θεωρήσουμε δυὸ τεµνόµεγνες εὖ- 
θεῖες, θάχουµε στὴ περίπτωση 1 πάντα δυὸ λύσεις. Ἐξετάστε τὶς ὑποπερι- 
πτώσεις γιὰ τὴν περίπτωση 3 (οἳ παράλληλες ΡΡ΄ καὶ ΤΤ’΄ ταυτίζονται). 


156 Ἡ μεβοδικὴ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προβλήματος 


Παρατήρηση: θὰ μπορούσαμε ἐπίσης νὰ λύσουμε τὸ πρό- 
βλημα ἀπ᾿ τὸ γεγονὸς ὅτι γνωρίζουμε ἐξ ἴσου τὴ μορφἡ τοῦ τργ. ΒΟΡ 

| | | ΟΒ--ΟΓ. 
-Εέρουμε τὴ -ἆ ΒΟΓ καὶ τὸ λόγο --- ο 

Γιὰ νὰ κατασκευάσουµε ἕνα ἀπ᾿ τὰ τρίγωνα αὐτῆς τῆς μορφῆς, 
ὅμοιο μὲ τὸ ΒΟΓ, ἐφαρμόξουμε τὴν ἰδέα τῆς ἀναστροφῆς, κατοσχευά- 
ζοντας ξεχωριστά ἕνα τέτοιο τρίγωνο μ) αὐθαίρετο τὺ µῆκος τῆς βάσης 
καὶ. τοποθετόντας το ἔπειτα στὸ δοσμένο σχῆμα ΧΟΨ. 


Πρόβλημα: «Νὰ ἐγγραφεῖ σὲ ἡμικύχλιο ὀρφθογώνιο μὲ γνωστὴ 
περίμετρο ὁτ». 
- "Ας εἶναι ΑΒΓΔ τὸ ἄγνωστο ὁρ- 
Ὀογώνιο (σχ. 156) : (ΑΒ) -{- (ΑΔ]τ. 
Ἐϊναι φυσικὸ νὰ ζητήσουμε νὰ 
πραγµατοποιήσουµε αὐτὸ τὸ μῆκος 
τ, προεκτείνοντας τὴ μιὰ πλευρά 
κατὰ μῆκος ἴσο μὲ τὴν ἄλλη. ᾽Αλλὰ 
δὰ διαπιστώσουμε γρήγορα ὅτι τότε 
δὲν θάτανε δυνατὸ νὰ τοποθετήσου- 
µε ἀπ᾿ ἀρχῆς τὸ τ χωρὶς νἁ θεωρή- 
σουµε ιὸ πρόβληµα λυµένο. 
Φέρουμε γιὰ τοῦτο τὴν ΟΙ 1 ΑΔ 
καὶ παίρνουμε στὴν προέκτασή της 
ΙΣ -- ΑΔ. Τὸ ΟΣ τ-τ μᾶς εἶναι 


γνωστὸ ὅποτε τὸ δελήσουµε. 
Ὕστερα ἂς γράψουμε τὴ ΣΑ. εΒέρουμε ἀμέσως τὴ μορφὴ 
τοῦ ὀρῦ. τργ. Σ1Α, γιατ᾽ 4 Ι εἶναι ὀρδὴ κι οἱ περιέχουσες πλευρὲς 
ρλ! 


ν ον αρ ονζας, Ρα 
ἔχουνε λόγο ΤΑ 


Αν λοιπὸν κατασκευἁσουµε, ἀδιάφορο πού, ἕνα ὀρθ. τργ. μὲ τὴ 
μιὰ πλευρά του διπλάσια ἀπ᾿ τὴν ἄλλη, αὐτὸ θάναι ὅμοιο μὲ τὸ ΣΙΑ. Θά- 
χουμε ἔτσι τὴ «ἕ Σ κι αὐτὸ εἶναι ἀρκετὸ γιὰ νὰ καθορίσουμε τὸ Α. 

Γιὰ ν᾿ ἁπλουστεύσουμε τὴν κατασκευἠ καὶ νἁ διευκολύνουµε τὴ 
διερεύνηση, ἂς σχηµατίσουµε τ᾽ ὅμοιο τρίγωνο μὲ τὴν ΟΣ γιὰ πρώτη 

1 1 
πλευρά, δηλ. ἂς πάρουμε (ΟΕ) -- δ- (0ΟΣ) -- ----τ 
Κατασκευή : Πάνω στὴ διάµετρο ΜΝ παίρνουμε μῆκος 
(ΟΚ) --- -ᾱ- καὶ πάνω στὴν κάθετο στὸ Ο (05Σ)-- 


Ἡ εὐθεῖα ΣΕ συναντᾶ τὴν ἡμιπεριφέρεια στὸ Α. Ὅταν ὑπάρχει 
καὶ δεύτερο σημεῖο τομῆς Α΄, τ᾽ ἀντίστοιχο ὀρθογώνιο ΑΒ Γ’Δ΄ εἶναι 
ἐπίσης δεκτό. 

Διερεύνηση : Τὸ σημεῖο Α καθορίδεται σὰν τομὴ μιᾶς εὐθείας καὶ 
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μιᾶς ἡμιπεριφέρειας. {ζατ᾽ ἀρχὴ εἶναι ἀναγκαῖο ἡ ΣΚ νὰ κόβει τὴν 
περιφέρεια Ο καὶ πρέπει γι αὐτὸ τὸ ἀπόστημα ΟΗ τοῦ κέντρου ἀπ᾿ τὴν 
εὐθεῖα νᾶναι τὸ πολὺ ἴσο μὲ τὴν ἀκτῖνα: ΟΗ «. Σ. 


ΟΣ.ΟΚ ταν τς 
Ἐξ ἄλλου : ο ποτ. καὶ Σκ-- |ν μα -- α , 
ως 
σα ε 
Αρα: ΟΗ) -- -- ο ποώσα 
θα (0Η) ΤΕ τς 
9 
Ἡ ἀναγκαία συνθήκη γράφεται λοιπόν: 


τες απ εἴε:ι τ!κ Ες. 

Ἡ ὁριακὴ τιμὴ τς Ε Ί5 ἀντιστοιχεῖ στὴν περίπτωση, ὅπου ἤ 
ΣΚ ἐφάπτεται στὴν περιφέρεια : ἔχουμε τότε τὸ ἐγγεγραμμένο ὀρθογώ- 
γιο μὲ τὴ μέγιστη περίμετρο. 

Πρέπει ὅμως ἀκόμα ἡ ΣΚ νὰ συναντᾶ τὴ δοσµένη ἡμιπεριφέρεια 
κι αὐτὸ μᾶς ὁδηγεῖ στὸ νὰ συγκρίνουμε τὰ µήκη ΟΚ καὶ ΟΝΜ: 

1ο "Αν, μένοντας µεσ τὴ συνθήκη τῆς δυνατότητας, ἔχουμε : 

ΟΚ ὸΣ ΟΜ εἴει τ2}2ο9κξς 

ὑπάρχουν δυὸ λύσεις. ᾿”Ας σημειωθεῖ ὅτι οἱ δυὸ παραπάνω συνθήκες 
δὲν εἶναι ἀσυμβίβαστες. 


Ὅταν τ« 2 Β, τὸ δεύτερο ὀρθογώνιο ΑΒ΄Γ’Δ καταντάει στὸ 
εὐὖθ. τμῆμα ΜΝ. 


9ο Αν τ«29Ἡ ἁρμόζει τὸ πολὺ ἕνα ἀπ᾿ τὰ σημεῖα τομῆς καὶ 
µόνο ὅταν τὸ Σ βρίσκεται ἔξω ἀπ᾿ τὸν κύκλο, δηλ. ὅταν τ΄2 Είσχ. 1506). 
Γιὰ τὸ δεύτερο ὀρθογώνιο εἶναι ΑΔ'΄-ΑἩ -ΙΣ- ΙΤΟ--0Σ-τ. 


105 Ἡ μµεθρδική λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προδλήματος 
Ὅταν τς κ ἡ ἐπανάλειψη τῆς κατασκευῆς ὁδηγεῖ σὲ διαφαρετικὸ 
ἀποτέλεσμα. Τότε (αχ- 101) εἶναι ἡ διαφορά (ΑΒ) --(ΑΔ) ---τ, γιατί: 
τζ-(ο»Σ) -- (Ο1) --(5Σ)--(Α8Β) -- (ΑΔ). 


Συμπέρασμα τῆς διερεύνησης: 


ο η. καμμιὰ λύση 

τ-- ας ο μιὰ λύση (μέγιστο) 
τσκ δυὀὸ λνσεις 

τή κ {[ς | τὸ» ΕΚ μιά λύση 


τς Ε καμμιά λύση. 


Πρόβλημα: «Νὰ κατασκευάσετε τργ. ΛΗΓ, ὅταν ξέρετε μιὰ 
ῬΗ µ 


ἁἅ Δ, τὸ ὕψος Λῆ:--ία καὶ τὸ λόγο Ἡπν ο νο ς 


χουμε τ) ἀπαραίτητα στοιχεῖα (ἄ Λ, 
--- μ:ν) γιὰ νἁ κατασκευήσουµε ἕνα τρίγωνο 


Αν ο ὅμοιο μὲ τ᾽ ἄγνωστο. 
“ | Ν Παίρνουμε δυὰ τµμήµατα ΔΙζ καὶ ΚΕ 


. ιό | ὴ ἵ ποὺ νὰ τὰ συνδέει ἡ μοναδικὴ σχέση : 
ο 8 4 ἱν ; | ΔΕΚ μµ 
ο. ἳ ΚΕ . 
ως ικοος ο ο, Τοποῦετοῦμε αὐιὰ τὰ τµήµατα σ’ εὐθεῖα 
κ κ ε 9 / » ν , 
ον καὶ πάνω στ ἄδροιαμά τους ΔΕ (σχ. 158) 
γράφουμε τόξο, ποὺ νὰ δέχεται τὴ 


ἆ Λ. Ἔπειτα ὑψώνουμε στὸ Ἐ μιὰ εὐθεῖα | ΔΕ, ποὺ κόβει τὸ τόξο 
στὸ Α, 

Τὸ τργ. ΑΔΕ ἔχει ὅλα τὰ στοιχεῖα τοῦ ζητούμενου ἔξω ἀπ᾿ τὸ 
ὕψος α. Παίρνουμε λοιπὸν πάνω στὴν εὐθεῖα ΑΚ µῆκος ΑΠ-ς-]α χι 
ἀπ' τὸ Η φέρυυμε τὴ ΒΔ |ΙΔΕ. 


Πρόβλημα; «Αίδται πβεριφέρια καὶ δυὸ εὐθεῖες ΟΧ κι ΟΨ ἀπ᾿ 
τὸ κέντρο της. Νὰ βρῆτε ἕνα σημεῖο Ὦ τῆς περιφέρειας σὲ τρόπο, 
πού, ἂν ἡ ἐφαπτομένη σ’ αὐτὸ συναντᾶ τὶς εὐθεῖες στὰ Α Χχαὶ ῇ, 
| ΑΒ 
νάναι] Ἡτ - 
Παίρνουμε τὴν περίπτωση, ὅπου τὸ σημεῖο ἐπαφῆς Ἡ πρέπει νᾶναι 
μέσ᾽ τὴ γωνία ΧΟΝΨ (σχ. 159). Στὸ τργ. ΑΟΓ ξέρουμε τὴ χ ΑΟΓ, τὸ 


ο ν τν ΑΒ " Ν / 
ἵψος Ο8Β -- Ε καὶτὺὸ λόγο Ἕο --- : Μποροῦμε νὰ τὸ κατασκευά- 


σουµε. ὅπως στὸ προηγούμενο πρόβλημα. 


ΥΠ. "Ἡ μέθοδος μὲ τὰ ὅμοια σχήματα 1909 


"Αν ὅμως Ὀέλουμε νὰ κάνουμε τὴν κατασκευὴ πάνω στ’ ἀρχικὸ σχῆμα, 
παίρνουμε τυχαῖο σημεῖο Α΄ τῆς ΟΥΝΨ }α ἔπειτα προσδιορίζουµς τὴν εὖ- 
θεῖα Ζ | ΟΧ σὰν τόπο τῶν σημείων Β΄ γιὰ τὰ ὅποῖα πι - (μὲ τὸ 
θεώρημα τοῦ Θαλοῦ). Τέλος μὲ διάμετρο ΟΑ΄ γράφουμε ἡμιπεριφέρεια, 
ποὺ κόβει τὴν Ζ στὸ Β.. 

Ἡ εὐθεῖι ΟΒ᾽ συναντᾷ τὴν περιφέρεια Ο στὺ Ὦ καὶ φέρουμε 
τὴν ἐφαπτομένή σιὸ σημεῖο αὐτό. 


λος Ξ 
ὑο 
Γι χ 
ἓκ 122 
Σχ 16ο 
Πρόβλημα: κ«ἰατασκευάστε τρἰγώνο ἂπ᾿ τὰ τρία ὕψη του 


Ίτα, 1β, Ὦγ ο. 
Σημειώνουμε πάντα μὲ ᾳ, ὼ, ο τὶς τρεῖς πλευρὲς τοῦ τριγώνον. 
Εἶναι : ἃ Πα Ξ Ὁ Ἡβξθς Ἡν, 
ἀφοῦ καθένα ἀπ᾿ τὰ γινόμενα αὐτὰ ἰσοῦται μὲ τὸ διπλάσιο ἐμβαδὸ τοῦ 
τριγώνου. Λιαιροῦμε μὲ Μα ἃβ χι ἔχουμε: 
μπα ς 
Ἡβ Ἱα ο ἵα Ἠβ /Ἁγ 
Τὸ ζητούμενο τρίγωνο εἶναι λοιπὸν ὅμοιο μ᾿ ἆλλο ΔΕΖ μὲ πλευ- 


Ἆα 
- στ ϐ (σχ. 160). Τὸ τελευταῖο αὐτὸ μῆκος τὸ 
Υ 


θὲς τὰ µήκη β, Ἆα, 


κατασκευάζουµε βέβαια σὰν μιὰ τετάρτη ἀνάλογο. 

Ἔπειτα πάνω στὸ ὕψος ΔΕΗ, ποὺ ἀντιστοιχεῖ στὴν πλευρὰ Ββ, 
παίρνουμε ΛΗ Ξ- ἥα κι ἀπ᾿ τὸ Ἡ γράφουµε τὴ ΒΓ || ΕΖ. Τὸ ΔΒΓ εἶναι 
τὸ ζητούμενο. 

Διερεύνηση : Ἡ λύση ἐξαρτᾶται ἀπ᾿ τὴ δυνατότητα κατασκενῆς τοῦ 
τργ. ΔΒΖ. Πρέπει λοιπόν : | 


Ἆα Ἱ 1 - 1 
νο λα} ο ες 
Ἆα Ὦβ μοι 1 1 | 


ο πο αν μσο 
μα ο... ἳη Πρ οί πα 


160 .. μοδη, λήση τ τοῦ Τεωματρικοῦ. προθλήµατος 


Πρόβλημα: «Νὰ γράψετε εὐθεῖα ΔΕΙΙ πρὸς τὴ δάση ΒΡΓ 
ΑΕ 
ἑνὸς τργ. ΑΒΓ ἔτσι, ὥστε: Άη δ- (τὸ 4 ἀνήχει στὴν 


ΑΒ καὶ τὸ Ἐ στὴν ΑΓ)». 
Ὑποθέτουμε τὸ πρόβλημα λυµέγο μὲ τὺ 
τμῆμα ΔΕ µέσα στὸ τργ. ΑΒΓ (σχ. 161). 
Στὸ τργ. ΒΔΕ ξέρουμε τὴ 


«ἵ ΒΔΕ -- 180 --  ΑΗΓ 
καὶ τὸ λόγο τῶν πλευρῶν, ποὺ τὴν περιέχουν. 
Ξέρουμε δηλ. τὴ µορφὴ αὐτοῦ τοῦ τριγώνου. 
Γιὰ νὰ κατασκευάσουµε ἕνα ὅμοιό του 
προτιμᾶμε νὰ πάρουµε σἀὰν πρώτη πλευρά τὸ 
μῆκος ΑΒ: Πάνω στὴν εὐθεῖα ΑΣ ΒΡΓ ση- 
µειώνουµε τὸ μῆκος ΑΣ ὥστε νἆναι : 


ΑΣ. ο ας, ιά 
κ ο. πο ον Η εὐθεῖα ΒΣ συναντᾶ τὴν 
ΑΓ στὸ Ε. 


Διερεύνηση: Πήραμε τὸ μῆχος ΑΣ ὁμόρροπο πρὸς τὴ βάση ΒΓ. 
Αὐτὸ ἀντιστοιχεῖ σὲ τμῆμα ΔΕ µέσα στὸ τρίγωνο -- κι ὑπάρχει πάντα 
ἕνα τέτοιο τμῆμα. 

Ὡστόσο μπορούσαμε νὰ πάρουµε καὶ τὸ ΑΣ’ ἀντίρροπο πρὸς τὴ 
ΒΓ. "Ἡ ἐπανάληψη τῆς πιὸ «πάνω κατασκευῆς δίνει τότε μιὰ εὐθεῖα 
ΔΈ’. Διερευνοῦμε τὸ ἀποτέλεσμα αὐτό, µελετόντας πρῶτα κατὰ πόσο τὸ 
Ε΄ βρίσκεται στὴν προέκταση τῆς ΓΑ ἢ τῆς ΑΓ: 


1η ο... ΑΣ «ΕΠ, εἴτε: ΑΒ. --- -«Ε8Γ, 


εἴτε ἁχόμα : κ (σχ. 161). 


Ἡ ΒΣ συναντᾶ τὴν προέκταση τῆς ΓΑ. Ἡ λύση ΔΤΈΕ΄ εἶναι 
ΔΈ΄ ΑΣ µ 


δεκτή, γιατί: ἍΕ  ΔΛΗ  ν 


δη περίπτωση: ΑΣ 2Ε8Γ, εἴτε: - τς (σχ. 165). 


Ἡ ΒΣ’ βρίσκει τὴν προέκταση τῆς ΑΓ στὸ Ε΄. Ἡ λύση Δ΄ Ε΄ 
Α΄ ΑΣ μ 
ΑΏΈ ΑΒ ν΄ 
δη περίπτωση: εακα ο, 
ν ΑΒ 
Εἶναι ΒΣ || ΒΓ κι δεύτερη λύση δὲν ὑπάρχει πιά. 
Τὸ συ µπέρασμα εἶναι : 


εἶναι καὶ πάλι δεκτή: 


ο ΒΓ 


Ὑπάρχουν πάντα δυὸ λύσεις -- ἐκτὸς ἂν -- ντα Ἡ μιὰ εὖ- 
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δεῖα τέμνει τὸ ἴδιο-τὸ τργ., ἐνῶ ἡ ἄλλη τὶς προεκτάσεις τῶν πλευρῶν του: 
µ ΒΓ ΒΓ 


΄ 


πὲο' ἀπ τὸ Α ἂν ν «ΑΒ, κάτω ἀπὴ ΒΓ ὅταν ον». 


" 

/ Ν ε 
' 

1 

' 


. στι 
[ω] ας εικονα πλω ὰ ε. 


τα. (62 


Πρόβλήμα: «Βρῆτε σημεῖο Ο τοῦ ὕφους ΑΔ ἰσοσκελοῦς 

τργ. ΑΒΓ, γιὰ τὸ ὁποῖο: (0Α) --(08Β) -- ος», 
᾿Αφοῦ τὸ τρίγώνο εἶναι ἰσοσχελὲς (σχ. 169), ἡ συνθήκη γράφεται: 
(9Α) ---Λ(ΟΒ). Στὸ τογ. ΑΟΒ ξέρουμε τὴν πλευρὰ ΑΒ, τὴ “«Κ ΟΑ8Β 


9 / - 9 1 - ΟΑ . 
καὶ τὸ λόγο τῶν. δυὸ ἄλλων πλευρῶν σα -ᾱ ᾿Απ᾿ τὰ δυὸ τελευ- 
ταῖα στοιχεῖα μποροῦμε νᾶχουμε τὴ μορφὴ αὐτοῦ τοῦ τριγώνου 
καὶ στὴ συνέχεια αὐτὸ τὸ ἴδιο. 


ῤ ῤ . ΄ ΑΔ ) 4 " 
Κατασκευή: Γράφουµε τὴν περιφέρεια (ἀῤ σσ) ποὺ κόβει τὴν--- 


2 
ΑΒ στὸ Ε. Κατόπι φέρουμε ἀπ᾿ τὸ Β τὴ ΒΟ | ΒΔ καὶ καθορίδουµε τὴν 
ἡ | πο ' ; .. 0ο Αν 
τομῆ Ο. Τὸ σημεῖο αὐτὸ εἶναι τὸ ζητούμενο, γιατί: 8  αἳ 3 


(ἀπ᾿ ιὰ ὅμοια τργ. ΑΟΒ καὶ ΑΔΗ). 
στὴν περίπτωση τοῦ σχήματος ἣ περιφέρεια Δ δίνει κι ἕνα ἔσύ- 
τερο σηιεῖο τομῆς Ε.. Φέρουμε τὴ ΒΟ’ || ΔΕ’ κι ἀποδείχνουμε ὅτι καὶ 
τὸ Ο’ ἀυμόζει, | 
Διερεύνηση: "Η λύση ἐξαρτήθηκε ἀπ᾽ τὴ τοµὴ περιφέρειας κι εὖ- 
δείας. "Αν λοιπὸν ΔΙ εἶναι ἡ ἀπόσταση τοῦ Δ ἀπ ὴν ΑΒ; πρέπει 


Δ 
νάχυυµε: ἂἲ ϱ« -σ- Ι 


ο. 1,οιπαίτε - ὓ. Βουδούρη Γεωμετρία μα: 


105. Ἡ μαθοδική λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προδλήµατος 


ν . 6 κο. ον ν . . 
ΓΗ ἂς εἶναι τὸ ἕνα ἅπ᾿ τὰ ἴσα ὕψη τοῦ τοιγώίου. "Επειδή τὸ Δ 


εἶναι µέσο τῆς πλευρᾶς ΒΙ, ἢ πιὸ πάνω συνγδήκη μπορεῖ νά γραφεῖ : 
ΓΗ . ΑΔ ) 
τον κ-σ- ἳ εἴτες ΤΗ «: ΑΔ. 


᾽λλλὰά τὰ ὕψη τοῦ τριγώνου εἶναι ἀντιστρόφως ἀνόλογα πρὸς τὶς 
η -ΑΕΓ 


τί ς τος ον τς ιά ς ς Π 

ἀντίστοιχες πλευρές: λδ ο ΑΒ ΄ Ἐπομένως ἡ συνθήκη ΑΛ «1 
| ΒΓ 

γράφεται : ΑΒ «κ, εἴτε: ΒΡ «- ΑΒ. 


΄Ὥστε ὅταν ἡ βάση τοῦ ἰσοσκελοῦς εριγώνου εἶναι μικρότερη ἀπ᾿ 
τὶς ἴσες πλευρές, τὸ πρόβλημα ἔχει πάντοτε δυὺ λύσεις [εῖτε πάνω στὸ 
τμῆμα ΑΔ, εἴτε στὴν προέκτασή του χάτω ἀπ᾿ τὸ Δ). 

Τὸ σημεῖο Ε΄ βρίσκεται πάντα μεταξὺ τοῦ 1 καὶ τοῦ Α, γιατ᾽ εἶναι 
ΔΕ «ΔΑ. "Ὅσο γιὰ τὸ σημεῖο Ο, ὁ΄ ἀνήνει στὸ τμήμα ΑΔ ἂν 
σᾱ- Ἂ» Βδ εἴτε (ΑΛ) Σ (ΒΓ) -- καὶ στὴν προέκτασή του ὅταν 
(ΑΔ)«(9/). Τὰ τὴν τιμὴ (ΑΔ) -- (ΒΓ) τὸ Ο ταυτίζεται μὲ τὸ Δ. 

τὴν εἰδικὴ περίπτωση, ὅπου τὸ ΑΒΙ εἶναι ἰσόπλευρο, {τά Ἐ κι 
Ε΄ ταυτίζονται μὲ τὸ [ κι ὑπάρχει μιὰ µοναδικὴ λύση. Περίπτωση ποὺ 
νἄχουμε λύση στην προέκταση τοῦ ΔΑ πέρ᾽ ἀπ τὸ Α δὲν ὑπάρχει -- 
καθὼς μποφούσαμε ἄλλωσιε νὰ τὸ προβλέψουμε. 


Πρόβλημα: «Νὰ κατασκευάσετε τρίγωνο ἀπ᾿ τὶς Ὑωνίες καὶ 
τὸ ἐμέαδό του». 
᾿Ρὸ ἐμβαδὸ ἂς εἶναι 3. 

Παραλείπουµε αὐτὴ τὴ συνθήκη καὶ φτιά- 
γουµε πρῶτα ἕνα ὅμοιο τρίγωνο ΑΒ/ (σχ. 164) 
ἀπ᾿ τὶς γνωστὲς γωνίες µόνο. Μὲ λ σηµειώ: 
νουµε τὴν πλευρὰ τοῦ ἰσοδύναμου μὲ τὸ 
(ΔΒΓ) τετραγώνου, ποὺ τὴν κατασκευάζουµε 

. κατὰ τὰ γνωστὰ ἀπ᾿ τὴ σχέση : 
ἔκ {6 
λ2- ο. Β] 
] 
ὅπου α εἶναι ἡ πλευρὰ ΒΓ τοῦ ΑΒΙ καὶ Χ ἡ ἄγνωστη ὁμόλογη πλευρά. 
Ἐπειδὴ ὁ λόγος τῶν ἐμβαδῶν ἰσοῦται μὲ τὸ τετράγωνο τοῦ λόγου, 


ὁμοιότητας, ἔχουμε: 


λ αἲ .--.- 
τσ σα ’ κ χ 


ασχευάζεται λουπὸν σὰν τετάρτη ἀνάλογος ἀπὸ 


Ἡ πλευρὰ κ κατ λλες, : 
σκευἡ τοῦ ἄγνωστου τριγώνου. 


ν ͵ ὰ τὴν κατα 
γνωστὰ μήκη κι αὐτὸ φθάνει γιά την 


ΥΠ. Ἡ µένδοδος μὲ τὰ ὅμοια σχήματα 105 


Πρόβλημα: «Νὰ κατασκευάσετε ἕνα τραπέζιο ΑΒΓΑ, ὅταν 
ξέρετε τὶς γωνίες του καὶ τὶς διαγώνιες ΑΥ -- Ρ καὶ Βά -ε ῃ». 


᾿Αποδείχνουμε στὴν ἀρχὴ τὶς ἑξῆς δυὺ ἰδιότητες : 


1ο «Ἡ εὐθεῖα, ποὺ ἑνώνει τὸ σημεῖο ὅπου Σ 
τένοντα: οἱ μῆ πχράλληλες πλευρὲς μὲ τὴν τομ] 
τῶν διαγωνίων, περνάει ἀἆπ᾿ τὸ µάσο κανεμιᾶς ἀπ᾿ 
τὶς θάσεις», 

ὋΑς εἶναι ΔΕΓΔ τὸ τραπέζιο (σχ. 165), 1 ἡ 
τομὴ τῶν διαγώνίων του καὶ Ν τὸ µέσο τῆς βάσης 
ΑΓ. ᾿Ενώνουμε τὸ Ν μὲ τὸ 1 καὶ προεκτείνουµε 
τὴν εὐθεῖα ΝΙ µέχρι τὴν τοµή της Μ μὲ τὴν ΑΒ. 
Ῥχηματίζονται τότε ὅμοια τρίγωνα, ποὺ ἐπιτρέ- 
πουν νὰ συμπεράνουµε ὅτι : ξκ. 162 


ΑΜ ΓΝ - { ; ο ιο ; 
πα πλ 1. δηλ. ὅτι τὸ Μ εἶναι µέσο τῆς ἄλλης βάσης ΑΒ. 


Γιὰ ν᾿ ἀποδείξουμε ὕστερα πὼς ἡ ΝΜ περνάει κι ἀπ τὸ Σ, ἂς ἑνώ- 
σουµε χωριστὰ αὐτὸ τὸ σημεῖο μὲ τὸ Ν. Εΐτε μὲ τὰ ὕμοια τρίγωνα, εἴτε 
ἀπ᾿ εὐθείας ἀπ᾿ τὸ δεώρηµα τοῦ Θαλοῦ, βεβαιωνώμαστε μ᾿ ἀνάλογο 
τρόπο ὅτι ἡ εὐδεῖα ΣΝ περνάει κι ἀπ᾿ τὺ µέσο Μ τῆς ΑΒ. 


3ο «Οἱ διαγώνιες χωρίζονται στὴν τομή τους σὲ µέρη ἀνάλογα 
πρὸς τὰ μήχη τους», 
Εἶναι (σχ. 165): τργ. ΑΙΒ «3 τργ. ΓΙΔ κι ἑπομένως : 
Α 4 ΙΑΚΙ τς 
ΙΒ ον ΤΙΒΓΙΑ 


Ἐαναγυρίζουμε στὸ πρόβλημα : 

Θὰἀ ἐφαρμόσουμε φυσικἀ τὴ μέθοδο μὲ τὰ ὅμοια σχήματα. ᾽Αλλά 
πῶς; Ἔξω ἀπ τὶς γωνίες ξέμουμε δυὸ μήκη ρ καὶ ᾳ καὶ βέβαια δὲν µπο- 
ροῦμε νὰ τὰ παραλείψουµε καὶ τὰ δυό. Ὡστόσο, ὅταν μᾶς δεσμεύει ἕνα 
µῆκος, ἡ ὑπ' ὄψη μέθοδος δὲν ἐφαρμόζεται πιὰ (δὲς σελ. 152). 

Ἐεπερνᾶμε τὴν ἀντίθεση αὐτή, παραλείποντας μὲν τὰ μήκη καὶ τῶν 
δυὸ διαγωνίων, κρατόντας ὅμως τὸ λόγο τους {Ρ: ᾳ). "τσι, ὅταν κατα- 
σκευάσουµε ἕνα τραπέζιο ἀπ᾿ τὶς δοσµένες γωνίες καὶ τὸ λόγο Ρ: ᾳ τῶγ 
διαγωνίων του, δᾶχουμε τὴν ἐπιδυμητὴ μορφὴ τοῦ ἄγνωστου τραπεζίου. 

Ὑποθέτουμε πὼς οἱ «ἵ Ἁ καὶ Β εἶναι οἳ ειτονικὲς στὴ μικρότερη 
βάση τοῦ ξητουμέγου τραπεζίου ΑΒΓΑ (σχ. 166) κι ὅτι Α «Β. 

Πάνω στὸ τυχαῖο μῆκος ΑΒ’, ποὺ δὰ τὸ Δεωρήσουμε ὁμόλογο μὲ τὴ 
μικρότερη ἄγνώστη βάση, σχηµατίζουµε τὶς 4 Β΄'ΑΔ--Α καὶ ΑΒ΄Γ:--Β. 
Οἱ μὴ κοινὲς πλευρὲς αὐτῶν τῶν γωνιῶν συναντοῦνται σ᾿ ἕνα σημεῖο Σ 
πάνω ἀπ᾿ τὴν εὐθεῖα ΑΒ, γιαιὶ Α -|- Β 2 2 ὀρθ. 
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Γράφουµε τὴ διάµεσο ΣΜ τοῦ τργ. ΣΑΒ΄ καὶ τὴν ἀπολλώνια ἡμι- 
περιφέρεια Εὔ, ποὺ τὰ σημεῖα της ἀπέχουν ἀπ᾿ τ ἄκρα τοῦ τµήµατος 


ΑΗΒ΄ ἀποστάσεις μὲ τὸ γνωστὸ λόγο ο. Οἱ δυὸ γραμμὲς κόβονται στὰ 


σημεῖα 1[ καὶ Ι’. 
Τέλος γράφουμε τὶς εὐθεῖες ΑΙ καὶ Β1 καὶ τὶς προεκτείνουµε 


ὕσπου νὰ συναντηθοῦν στὰ Γ΄ καὶ Δ΄ μὲ τὶς πλευρὲς τῆς -ᾱἵ- Σ. 


Ἡ εὐθεῖα Γ’Δ΄ εἶναι || ΑΒ’. Πραγματικά, ἂν φέρουμε ἀπ τὸ 1 τὴν 
1Τ] ΛΒ΄ ὑᾶχουμε ΠΙ-ΞΙΤ. ᾿Απ΄ τὰ ὅμοια τρίγωνα ΙΓ’ Τ 53 ΑΓ Β’ 
α᾿ τὴ μιὰ μεριὰ καὶ ΙΔ΄Π ο Β/ΔΑ ἀπ᾿ τὴν ἄλλη, παίρνουμε: 


πι αἹ αἱ ΑΙ: π κο Π δΗ 
ΓΑ" αμ’ δΒ ΑΒ ον ηνκ πκλρ 


Αὐτὸ σηµαίνει ὅτι Γ'Δ΄ || ΑΒ’ κι ἑἐπομένως ὅτι τὸ τετράπλευρο 
«Β΄Γ΄Δ΄ εἶναι τραπέζιο.Τὸ τραπέξιο αὐτὸ ἔχει τὶς δοσµένες γωνίες καὶ λόγο 


ιαγωγίων : ΑΓ - ΑΙ «κει ς. ὁ 
γωνίων : Βδ πο Ἱ Ξ α (σελ. 165, ἰδιότ. 9). 


Τώρα πιά, ποὔχουμε τὴ μορφὴ τοῦ ἄγνωστου τραπεζίου, εἶναι 
Ίκολο νὰ φδάσουµε σ᾿ αὐτὸ τὸ ἴδιο. Πάνω στὴ διαγώνιο ΑΓ’ παίρνουμε 
ἥχος (ΑΓ) -ρ κι ἀπ᾿ τὸ σημεῖο ΄Τ φέρουμε τὴ ΓΒ/ΙΙ Γ΄ Ε΄ καὶ τὴ 
ΛΑ | ΓΔ. 

Τὸ τρατέζιο ΑΒΓΑ εἶναι ὅμοιο μὲ τὸ ΑΒ’ Γ'’Δ’, γιατὶ ἀποτελεῖται 
π᾿ ὅμοια τρίγωνα βαλμένα μὲ τὴν ἴδια τάξη. Κι ἀφοῦ ὁ λόγος τῶν 
αγωνίων τοῦ ΑΒΓΑ μένει α κι ἢ µιά του διαγώνιας εἶναι Ρ, ἡ ἄλλη 


ν μπορεῖ παρὰ νἆναι α. 
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Διερεύνηση: ᾿ἸἘπειδὴ πήραμε: Αλ « ἆ Β Ο9ἄάχουμε: 
« ΣΛΒ΄ » «ἆ ΣΗΒ΄Α. ρα ΣΑ«ΣΒ’, δηλ. ἡ  ΣΜΑ εἶναι ὀξεῖα. 
ο. ἦταν «1, τὰ σημεῖα Ἑ 
καὶ Ζ θάπρεπε νὰ βρίσκονται πρὸς τ) ἀθιστερὰ τοῦ Μ καὶ δὲν θά 
ὑπῆρχε λύση. 

Τὺ πρόβλημα εἶναι λοιπὸν κατ’ ἀρχὴ δυνατό, ἐφόσον δίδονται 


ταυτόχρονα: ἅ Α« ἆ Βκὰ ρα. Ὑπὺ τὸν ὄρο αὐτὸ ὑπάρχουν 
δυό, μιὰ ἢ καμμιά λύση. 


Αν στὴ περίπιωση αὐτὴ ὁ λόγος 


Προβλήματα 


| ΒΑ µ 
269.--Νὰ κατασκευάσετε τργ. ΑΒΙ ἀπὸ τὴ « Α, τὸ λόγο πο σον 
καὶ μιὰ διχοτόµο (ὁ περιπτώσεις). 


270.- Νὰ κατασχαυάσετα τρίγωνο ἀπὸ μιὰ γωνία, μιὰ πλευρὰ καὶ τὸ λόγο 
τῶν δυὸ ἄλλων πλευρῶν (2 περιπτώσεις). 


2Τ1.- Τὸ ἴδιο ὅταν ἀντὶ γιὰ μιὰ πλευρὰ δίδεται τὸ ἁμδαδὸ τοῦ τριγώνου. 
272.--Νὰ κατασκευάσατε ἰσοσκελὲς τρἰγωνο ὅταν γνωρίζετε τὸ ὕψος καὶ τὴ 
δ.ἄμεσο, ποὺ ἁγτιστοιχοῦν σὰ μιὰ ἀπ᾿ τὶς ἴσες πλευρές. 


279.--᾿Απὸ δοσμένο σημαῖο Α νὰ φέρετε τέµνουσα ΑΒΓΡ μιᾶς 6 ΧοψΨ 


--Β χαὶ Τ τὰ σημεῖα τομῆς- ὥστα νᾶναι --- πι ας 
ος ν 
274.--Νὰ Χατασκευάσβτε µρόμδο ἀπ τὸ λόγο τῶν διαγωνίων καὶ τὴν 


πλευρά του. 

215.- Νὰ κατασκευάσετε ρὀμδο ἀπὸ μιὰ διαγώνιο καὶ τὸ λόγο τῆς ἄλλης 
διαγωνίου πρὸς τὴν πλευρά του. 

276.---Τὸ ἴδιο ὅταν γυσδρίζετα μιὰ γωνία χαὶ τὸ ἐμδαδὸ τοῦ ρόμδου. 

277.--Νὰ πατασχευάσετα ἰσοσκαλὲς τρἰγωνὀ ὅταν ξέρετε τὶς ἴσες πλευρὲς 
καὶ τὸ ἄθροισμα τῆς θάσης καὶ τοῦ ὕφους. 

278.---᾿Απὸ ἕνα ἰσοσχελὲς τρίγωνο Δίδονται μιὰ γωνία κι ἡ διαφορὰ τοῦ 
ῦψους καὶ τῆς δάσης. Νὰ τὸ κατασκευάσετα. 

270.--Σὲ ἰσοσκελὲς τργ. ΑΒΙ νὰ ἑἐγγραφεῖ ὀρθογώνιο, ποὺ ἀάχε, περίμετρο 
διπλάσια ἀπ᾿ ἐκείνη τοῦ μιχροῦ ἱσοσκελοῦς τριγώνου πάνω ἂἀπ' τὸ 
ὀρθογώνι». 

280.- “Δίδεται περιφέρεια κι οὐθδεῖα Χ. Νὰ φέρετε μ'ὰ χορδὴ ΑΒ | χ σὲ 


τρόπο, πού, ἂν Καταθάσετε πρὸς τὴ Χ τὶς κάθετες ΑΓ καὶ Βά, τὸ 
σχῆμα ΑΒΔΓ νἆναι ἕνα τετράγωνο, 
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28Ι.---Μὲ τὶς ἴδιες συ’Φῆκες νά προσδιορίσετε τὴν ΑΒ 
ΑΒΔΓΕ νάναι ὀρδογώνιο μὲ περίμετρο ὡρισμένη. 

282.--Μὲ τὶς ἴδιες συνῆκες νὰ προσδιορίσετε τὴν ΑΒ 
ΔΛΒΔΓ νᾶναι ὀρθογώνιο ὅμοιο μ᾿ ἄλλο δοσμένο. 


σὲ τρόπ». ποὺ τὸ 
σὲ τρόπ., ποὺ τὸ 


299.--᾿Απὸ ο Σ πάνω στὴν προέκταση τῆς δάσης ΤΕ ἑνὸς τργ. ΑΒΙ, 
νἁ φέρετε τέµνουσα ΣΔΕ --- τὸ Δ στήν ΑΒ, τὸ ΕΒ στὴν ΑΙ’ -- ὥστε 
νάχουμε : (94) --- (ΤΕ). 

284.--Νὰ φέρετε εὐδεῖα ΔΕ || πρὸς τή ἑάση ἩΒΓ ἑνὸς τργ. ΑΒΙ'--ᾱ καὶ Ε. 
οἱ τομὲς μὲ τὶς πλευρὲς- σὲ τρόπο, ποὺ τὸ τµήµα ΔΕ νάναι μέση, 
ἀνάλογος τῶν τμημάτων ΑΑ καὶ ΔΕ, στὰ ὁποῖα χωρίζεται ἡ μιὰ 
πλευρά τοῦ τριγώνου, 

285.- Νὰἁ κατασχευάσετε τραπέζ:ο ἂπ' τὶς βάσεις, μιὰ γωνία καὶ τὸ λόγο 
τῶν διαγωνίων του. 

286.---Δίδεται περιφέρεια χαὶ μιὰ Χορδή της ΒΙ'. ᾿Απὸ σημεῖο Α τοῦ τόξου 
ΒΓ νὰ φέρετε χορδή ΑΔΗ, ποὺ νἁ συναντᾶ τὴ ΒΙ στὸ Α κἀὶ την 

Ε8Δ μµ 

ΕΓΡ  ν 

287.--Δίδεται εὐθεῖα Χ πι ἕνα σημεῖο της Α. Νὰ ἐρῆτε τὸν γεωµ. τόπο τοῦ. 
σηµείου Μ μὲ τὴν ἑξῆς ἱδιότητα: Αν κατεέξάσουετῃΒΝΜΒ|Σ 
καὶ τὴν ΑΒ Ι ΑΜ ἡ({Β Ἡἡ τοµὴ τῶν δυὸ χαθάτων) νᾶχουμε. 
(ΑΒ) -- 2(ΑΜ]. 

208. -Νὰ ἐγγραφεῖ σὲ κύκλο: ἰσοσκελὲς τρίγωνο ὅταν δίδεται τὸ ἄθροισμα 
(ἢ ἡ διαφορα) τῆς βάσης καὶ τ’ ἀντίστοιχού Ὄφους, 


περιφέρεια στὸ Β, σὲ τρόπο, ὥότε 


289.--Κὰ ὑπολογισδεῖ τὸ ἐμδαδὸ τοῦ τριγώνου συναρτήσει τῶν τριῶν δια- 

μέσων του. 
200.--Νὰ «φέρετε εὐθεῖα ΔΕ πρὸς τὴ δάση ΒΓ Ίργ. ΑΒΙΓ ἔτσι, ὥστε 
Ρ4 µ. 


-ο- ------ 


ΑΡ ν 


κος ---------.. .--- -------.-- 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ νΙΠ 
ΕΜΒΑΔΟΜΕΤΡΙΑ 


Παφουσιαζόνται συχνὰ περιπτώσεις, ὅπου θέλουμε νὰ χὠρίσουμε 
ἕνα ἐπίπεδο σχῆμα σ᾿ ἄλλα, ποὺ τὰ ἐμβαδά τους νὰ βρίσκονται σ’ ώρι- 
σµένι σχέση (νᾶναν π. κ. ἴσα ἢ νάχουν δοσμένο λόγο). Ἐπίσης εἶναι 
περιπτώσεις, ὅπου μᾶς ἐνδιαφέρει ἡ ἀλλαγὴ τῆς μορφῆς ἑνὸς σχήματος 
χωρὶς αὐξομείωση τοῦ ἐμβαδοῦ του. 

Τέτοια προβλήματα παρουσιάζονται συχνὰ οτὶς ἐφαρμογές, ὅταν 
π. χ. ἕνας μηχανικὸς θέλει νὰ μοιράσει ἕνα οἰκόπεδα κλπ. ὃι αὐτὸ ξε- 
χωρίσαµε αὐτὴ τὴν κατηγορία καὶ δίδουµε ἀρκετὸ παραδείγματα. 


Πρόβλημα: «Απ τὸ σημεῖο Δ τῆς βάσης Β[0 ᾖΔδνὲς τρ. ΔΒΙ, 
νὰ φέρετε εὐνεῖα ΔΕ, ποὺ νὰ χωρίζει τὸ τρίγων2 σὲ Συὸ µέρη 
ἰσοδύναμα (μὲ ἴσο ἐμβαξδό) ». 

ἵη λύση. Ἐμεῖς πάντως ξέρουμε 
ὅτι η διάµεσος ΑΜ χωρίζει τὸ τρίγωνο 
σὲ δυὸ ἄλλα ἰσοδύναμα.Κι κύμα παρι- 
τηροῦμε (σχ. 161) ὅτι ἡ ΔΕ δὰ συ- 
νγαντᾶ τὴν ΑΜ ἀφοῦ πρέπει νἁ χω- 
ρίζει τὸ τρίγωνο στὰ δυό. 

Τὸ τετράπλευρο ΑΕΔΓ καὶ τὸ τργ. 
ΑΜΓ εἶναι ἰσοδύναμα (ἴσα μὲ τὸ μισὸ 
τοῦ ἀρχικοῦ τριγώνου). Αν ἀφαιρέ- 
σουµε τὸ κοινό τους µέρος ΑΔΓ, µένουν τὰ ἰσοδύναμα τργ. ΑΕΔ καὶ 
ΑΜΔ, Καΐ, καθὼς αὐτὰ ἔχουν κοιν τὴ βάση ΑΔ, οἱ κορυφές τους πρέ- 
πει νὰ βρίσκονται σ᾿ εὐδεῖα ΜΕ || ΑΔ. 


5 ” ὃ 
Σχ. 467 


Ἑνώνουμε λοιπὸν τὸ Α μὲ τὸ Δ κι ἀπ'τ Μ φέρουμε τὴ 
ΜΗ | 4Λ. "Εχουμε τὴ ΔΕ. 

2η λύση: Τὰ τργ. ΒΔΕ καὶ ΒΓΑ ἔχουν κοινὴ τὴ ἂ Β. Τὰ ἐκ. 
βαδά τους, ποὺ ἀπ᾿ τὴν ὑπόῦθεση ἔχουνε λόγου |: 3, εἶγαι ὅπως τὰ γινό- 
µενα τῶν προσκειµένων στὴ 4 Β πλευρῶν: 


ΒΔ: ΒΕ 1 ΒΓ. Βα. 
Ἠτιβα πο) εἴτε;: ΒΛ: ΒΕ -- επαὸ 
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Κι ἐφόσον Μ εἶναι τὸ µέσο τῆς ΒΓ, ἡ ἰσότητα αὐτὴ γράφεται: 
ν.μ... Βδ ΒΑ 
ΒΔ. ΒΕΞΞ ΒΜ. ΒΑ, εἴτε τέλος: Τμ ΕΒΕ 

Ἡ ΒΕ κατασκευάζετε σὰν τετάρτη ἀνάλογος γνωστῶν μηκῶν. 
Μπορεῖτε νὰ κάµετε καὶ τὶς δυὸ κατασκευές. Καὶ τὶς δυὸ φορὲς πρέπει 
γὰ βρῆτε φυσικἁ τὸ ἴδιο σημεῖο Ἑ --- γεγονὸς ποὺ δὰ σᾶς χρησιμεύ- 
σει γιὰ ἔλεγχο τῆς ὀχρίβειας τοῦ σχηµατός σας. 

Γενικεύουμµε τὸ πρόβλημα, ἀπαιτόντας ἀπ τὴ ΔΕ νὰ 
διαιρεῖ τὸ τρίγωνο ΑΒΓ σὲ λόγο µ: ν, Μόνο ποὺ τότε τὸ σημεῖο Μ ἀντὶ 
γἁἀ παρθεῖ µέσο τῆς ΒΓ, δὰ πρέπει νὰ τὴ διαιρεῖ στὸ δοσμένο λό/ο. 


Πρόβλημα: «Νὰ γράφετε μιὰ εὐθεῖα ΔΕ} Χ σὰ τρόπο, ποὺ 
νὰ διαιρεῖ τὸ τργ. ΑΒΓ οἱ δυὸ ἰσοδόναμα µέρη». 


Αα 


Τὰ σταθερὰ στοιχεῖα τοῦ σχήµα- 
τος (σχ. 166) εἶναι ἡ εὐθεῖα ΑΣΙΙΧ 
κι ἡ διάµεσος ΑΜ τοῦ τριγώνου Ἡ 
ΔΕ, θὰ συναντᾶ ὅπως στὸ προηγούμενο 
πρόβλημα τὴν ΑΜ, ὁπότε ἂν τὸ Σ 
εἶναι δεξιὰ τοῦ Μ, τὸ Ε θάναι σημεῖο τῆς 
πλευρᾶς ΑΒ. "χουμε ὅπως καὶ πρίν : 


εμβ. (ΒΑΕ)  ἍΕΒΔ.ΒΕ 1 


-εμβ. ΒΓΑ)  ΒΡ.ΒΑ 5 | 
 λδα-- ΒΔ.ΡΕ-- σον. -- ΒΜ.ΒΑ. 
3 ιά 4 4 ιλ φ Σ 
Εξ ἄλλου τὰ τργ. ΒΔΕ καὶ ΒΣΑ εἶναι ὅμοια χι ἑπομένως : ἒς ο αν 


| Οἱ δυὸ τελευταῖες ἰσότητες δίνουν τὸ γινόμενο καὶ τὸ λόγο τῶν 
᾿ἀγνώστων μηκῶν ΒΛ καὶ ΒΕ. Πολλαπλασιάζοντας καὶ διαιρόντας κατὰ 
µέλη, βρίσκουμε : 
ΒΜΙ ΒΑ» 

ΒΣ 
Ἕνα ὅμως ἀπ᾿ τὰ ΒΑ εἴτε ΒΕ φθάνει προτιμᾶμε λοιπὸν τὴν πρώτη 


νά σχέση καὶ προσδιορίζουµε τὸ ΒΔ σὰν µέση ἀνάλογο τῶν ΒΜ 
καὶ ΒΣ. 


ΒΔ» -- ΒΜ. ΒΣ µκαὶ ΕΒΕ -- 


Πρόβλημα: «Νὰ μετασχηματίσετα ἕνα τργ. ΑΒΙ σ᾿ ἄλλο ἰσοδύ- 


γαμο ἰσοσκθλάς, ποὺ γᾶχει μὲ τ’ ἀρχικὸ κοινὴ τὴ 6 ΔΑ». 
"Ας εἶναι ΑΔΕ τὸ ἄγγνωστο ἰσοσκελὲς (σχ. 1609). Ἐπειδὴ σ αὐτὸ καὶ 


στὸ τργ. ΑΒΓ ἡ ἃἆ Α εἴνω κοινή, ἔχουμε : 
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-εμβ. (ΑΔΕ (ΑΔΗ) -- ΑΔ. ΑΕ 9 ν 9 δῶς , 
εμβ. (381 ΡΙ) Ἅβ ο ἆ ἐπειδὴ ἀχόμα ΑΕ -- ΑΔ.’ 
ΑΔ" Ξ ΑΒ:'ΑΓΡ. 

Ἡ πλευρὰ ΑΔ εἶναι λοιπὸν μιὰ γνωστὴ µέση ἀνάλογος. 

Παίρνουμε πάνω στὴν ΔΒ µῆκος ΑΓ΄ -- ΑΓ κι ὑψώνουμε τὴ 
Γ’”Ζ.Ι ΑΒ στὸ Γ'’. Ἔπειτα γυάφουµε καὶ τὴν ἡμιπεριφέρεια μὲ διάµετρο 
ΑΒ, ποὺ συναντᾶ τὴ Γ’Ζ στὸ Ζ. Τέλος τὸ τόξο (Α, ΑΖ) συναντᾶ τὶς πλευ- 
οἐς τῆς -ἵ΄ Α στ’ ἄγνωστα σημεῖα Δ κι Ε. 
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Πρόβλημα: «Νὰ μετασχηματισθεῖ τυχαῖο τργ. ΛΒΙ σὲ ἰσοδύ- 
ναμο ἰσόπλευρο». 


Ἡ γωνία σιὸ Α θάναι πάντως 609, "Ας φέρουμε λοιπὸν τὴν ΑΧ 
ὥστε νάναι -«ἵ ΒΑΧ -- 60) (σχ. 110) κι ἀπ᾿ τὸ Γ τὴ ΓΑ] ΒΑ. 

Τὸ τοΥ. ΑΔΒ εἶναι ἰσοδύναμο μὲ τὸ ΑΓΒ (ἔχουν κοινἠ βάση κι ἴσα 
ὕψη). Δὲ µένει παρὰ νὰ µετασχηµατίσουµε τὸ τργ. ΔΑΒ σὲ ἰσοδύναμο 
ἰσοσκελές, διατηρόντας τὴ ὰ ΔΑΒ κι ἐπαναλαμβάνοντας τὴν ἀμέσως 
προηγούµενη κατασκευή. Γιατὶ τότε τὸ προκύπτον ἰσοσχελὲς τρίγωνο 
μὲ γωγία χορυφῆς Ξξ θ09 θάναι ἀσφαλῶς ἰσόπλευρο. 

” 

Πρόβλημα: «Νὰ µμετασχηματίσατε κανονικὸ πολύγωνο μὲ 
ἄρτιο πλῆθος πλευρῶν σ’ ἄλλο ἰσοδύναμο μὲ τὸ μισὸ ἁἀριθμὸ 
πλευρῶν», 

"Ας πάρουµε δυὸ γειτονικἀὰ ἰσοσκελῆ τρίγωνα ΑΟΒ καὶ ΒΟΓ τοῦ 

δοσµένου παγονικοῦ πολυγώνου ΑΒΓ.... (σχ. 171). 

Ίὸ ἄγνωστο πολύγωνο θᾶχει ἐπίκεντρη γωνία διπλάσια ἀπ᾿ τὴν 
ΑΟΒ κι ἑπομένως ἴση μὲ ΑΟΓΡ. Ἡ ἄγνωστη πλευρὰ ΔΕ, δὰ σχηματίζει 
μὲ τὶς ἀκτῖνες ΟΑ κι ΟΓ ἰσοσκελὲς τρίγωνο καὶ θάναι {. πρὸς τὴ διχο- 
τόμο ΟΒ σὲ κάποιο σημεῖο της Ἱ. 

Τὸ πρόβλημα μετατοπίζεται στὸ νὰ γράψουμε τὴν εὐθεῖα 1 1. 08 


κι ἔτσι, ὥστε τὸ τργ. ΟΙΛ νἆναι ἰσοδύναμο μὲ τὸ ΑΟΒ. Πρέπει δηλαδὴ 
νάχονμε : 


Ι:Ο0Δ-- 0Α 
ο ο  ΘΗΕ ὕπου ΑΣ Ι ΟΒ. Συμπέρασμα: 


οι ο5Σ . απ. 


Πρόβλημα: «Ἡ ἴδια ἐρώτηση, ὅταν πρέπει τὸ νόη πολύγωνο 
γᾶχει διπλάδιο ἀριθμὸ πλευρῶν». 


Τώρα ξέρουμε τὸ ἰδοσκελὲς τργ. ΔΟΕ (σχ. ΙΤΙ) καὶ ὑέλουμε νὰ 
τ᾽ ἀντικαταστήόουμε μὲ τὰ δνὸ ἰσοδύναμα ἰσοσκελῆ τργ. ΑΟΒ καὶ ΒΟΓΡ. 
Εἶναι : Οδ: ΟΙ Ξ- ΟΑ: ΟΒ ---0Α:, 
Ἡ ΟΑ εἶναι λοιπὸν μιὰ γνωοτὴ µέση ἀνάλογος. 


Πρόβλημα: «Νὰ φέρετε ἀπὸ σημεῖο Ρ μιὰ τέµνουσα ΡΕΖ ποὺ νᾶ 
συναντᾶ τὶς θάσεις ἑνὸς τραπεζίου στὰ Ἑ καὶ Ζ καὶ νὰ τὸ χωρίζει 
σὲ δυὸ ἰσοδύναμα τραπέζια», 


Γιὰ νὰ ἐκφφάσουμε ὅτι τὰ τραπέ- 
ἕια ΑΔΕΖ καὶ ΒΓΕΖ (σχ. ΙΤὸ) εἶναι 
ἰσοδύνωμα, συμφέρει νὰ χυησιμοποιή- 
σουµε τὴν ἰσαπέχουσα παράλληλο ΜΝ, 
ποὺ ἂς συναντᾶ τὴν ἄγνωστη τέµνουσα 
στὸ Σ. Αν εἶναι Ἡ ἡ ἁἀπύσταση τῶν 
βάσεων καὶ γιὰ γάχουμε ἴσα ἐμβαδά 
πρέπει : (ΜΣ) : Ἡ -- (ΣΝ) : Ἡ, 
εἴτε ΜΣ -- ΣΝ. 

Φτάνει λοιπὸν νἁ ἑνώσουμε τὸ µέσο 

4 Σχ. 10 τῆς ΜΝ μὲ τὸ δοσμένο σημεῖο καὶ τὸ 

πρόβλημα Άλύγεται. 
Ὃς φέρουµε ἀκόμη τὶς εὐθεῖες ΣΧ καὶ ΣΣ ἀπ' τ ἄκρα τῆς µι- 
κρότερης βάσης. Τὸ πρόβλημα, ὅπως δόθηκε, εἶναι δυνατό, ὅταν τὸ Ρ 
βρίσχεται µέσα σὲ μιὰ ἀπ᾿ τὶς γωνίες ΧΣΨ εἴτε Χ΄ΣΨ’. 
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Πρόβλημα: «Νὰ βρῆτε µέσα σὲ τργ. ΑΒΙΓ ἕνα σημεῖο ϐ σὲ 
τρόπο, πού, ἂν ἑνωδθεῖ μὲ τὶς ἃ κορυφᾶς, τὸ τρίγωνο νὰ χωρίζεται 
σὲ µέρη ἀνάλογα πρὸς τὰ μήκη λ, µ, ν». 
Απ΄ τὴν ὑπόῦεση καὶ τὶς ἰδιότητες τῶν ἀναλογιῶν 
εμβ. (0ΒΡ) .. εμµβ. (ΟΓΑ) εμβ, (ΟΑΒ) - εμβ. (ΑΡΠ. ΑΡΩ 
λ µ κά ν Ἱλθμ εν 
Α να. εμβ. (0ΒΠ ο ολ καὶ -ἐμβ. (ΟΓΑ) .. μ ͵ 
Ἱ εμβ.(ΑΒΡΓ) λ-Εμ--ν εμβ. (ΑΒ5) λα μ-Έν 
Ας εἶναι (σχ. 119) Ἡ καὶ Π΄ τὰ ὕψη ποὺ ἀντιστοιχοῦν στὶς πλευρὲς 
ΒΓ καὶ ΓΑ, α παὶ Υ οἱ ἁποστάδεις ἐοῦ Ο ἀπ’ τὶὸ ἴδιε: Ἀλευρές. Ἔπει- 
δὴ {ὰ τρίγωνα μὲ τὴν ἴδιὰ βάση εἶναι ὅπως τὰ ὕψη τους, θἄᾶχουμε : 
ας αι πρ δες 
πλ Γμ-ν ὶἜμ-ν 
Τὺ Ο ἀνήκει λοιπὸν σὲ δυὸ κατασκευάσιµες εὐδεῖες Χ καὶ Ψ παράλ- 
ληλες ἀνείσίοιχα πρὸς τὶς ΒΓ καὶ ΓΑ καὶ σὲ γνωστὲς ἀποστάσεις κ καὶ γ. 
Ἁτὴ μεριχἡ περίπτωση ὅπου λζξ-μξςν τὸ Ο ταυτίζεται προφα- 
νῶς με τὸ κέντρο βάρους τοῦ τριγώνου (α- 1/5 καὶ ν -- Ν΄[8). 


ε/ Μ 
ο 44 
ὀ ἱ π 4 πτγ 

4 Σχ 173 Σχ {7η 
Πρόβλημα: κ«Νὰ διαιρεθεῖ ἕνα πολυγώνιο σὲ τρία ἱσοδύναμα 

µέρη μ᾿ εὖδεῖες, ποὺ νὰ ξεχινᾶνε ἀπὸ μιὰ χορυφή του». 


"Ας πάρουµε ἕνα πεντάγωνο ΑΒΓΔΏ {[σχ. 14). Πρῶτα- πρῶτα ἂς 
τὸ µετασχηματίσουµε στὸ ἰσοδύναμο τρίγωνο ΑΖΙ μὲ μιά γνωστὴ κατα- 
σχευἡ (φέρουμε τὴ Β7 | ΑΓ καὶ τὴν Ε1 ῇ ΑΔ). 

Χωρίζηντας τὴ βάση ΖΙ όὲ τρία ἴσα µέρη μὲ τὰ σημεῖα Μ καὶ Ν 
καὶ γράφοντας τὶς ΑΜ πι ΑΝ, διαιροῦβε τὸ τργ. Α3Ι σὲ ὃ ἄλλα ἰσοδύ- 
γαµα. Ἡ μιὰ εὐθεῖα, π.χ. ἡ ΑΜ, συναντᾶ Ἡἡ ΓΔ, ὀνῶ ἡ ΑΝ τὴν 
προέκτασή της. 

Τὸ τργ. ΑΜΝ εἶναι τὸ τρίτο τοῦ πολυγώνου χι’ ἀποτελεῖναι ἀπ᾿ 
τὰ τρίγωνα ΑΜΔ καὶ ΑΔΝ, ἀπ' τὰ ὁποῖα τὸ πγῶτο ἀνήκει στὸ πολύγωνο. 
Πρέπει λοιπὸν ν᾿ ἀντικαταστήσουμε τὸ δεύτερο μ’ ἕνα ἰσοδύναμο πρὸς 


- 


113 Ἡ μεθοδιχκή λύση τοῦ γεωματρικοῦ προθλήματος 


ο ας ρωσ ο ρου ο ο ο κο ο ο πο ο ο ο πο ο πω» 


αὐτό, ποὺ ν᾿ ἀνήκει ἐπίσης στὸ πολύγωνο: Φέρουμετὴ ΝΣ/ΑΔ κι 
ἔπειτα γράφουμε τὴν ΑΣ, 

Οἱ εὐθεῖες, ποὺ διαιροῦν τὸ πενιάγωνο στὰ τρία εἶναι οἱ ΑΜ 
χι ΑΣ. 

Παρόμοια εἶναι ἡ κατασχευὴ καὶ γιὰ ὁποιοδήποτε ἄλλο πολύγωνο. 

Πρόβλημα: κ«Απὸ σημεο Ῥ μιᾶς πλευρᾶς τετραπλεύρου, 

νὰ γράφετε εὐθεῖα, ποὺ νὰ χωρίζει τὸ τετράπλευρο σὲ δυὀ ἰσοδύ- 
ναµα µέρη». 

Αὐτὸ εἶναι μερική περίπτωση τοῦ προηγούμενου προβλήματος, 
χιατὶ ἁπλούστατα μποροῦμε νὰ θεωρήσουμε τὸ Ρ σἀὰν πέμπτη κορυφὴ 
ἑνὸς πενταγώνου ΡΒΓΔΑ. Στὸ σχ. 176, ὅπου φαίνεται ἡ σχετικὴ κατα- 
σχευή, τὸ Μ εἶναι µέσο τοῦ 2Ε. 


Σχ 170 . ἓν 416 


Πρόβλημα: «Νὰ χωρίσετε ἕνα τρἰγωνο ΑΒΓ σὲ µέσο χι ἄκρο 

λόγο μὲ µιὰ εὐνεῖα ΔΕ ἥ ΒΡ». 

Ὑποθέτουμε ὅτι τὸ ΑΛΒ εἶναι τὸ µεγαλύτερο µέρος τοῦ τριγώνου 
εμβ(ΑΒΓ)  εμβ.(ΔΕΒ 
εµβ (ΑΔΕ) εµβ (ΒΔΕΓΟ) 

Ἐξ ἄλλον ἀπ᾿ τὰ ὅμοια τρίγῶνα τοῦ σχήµατος .'. 
-εμβ(ΑΒΡ ΑΒ" 
εµβ. (ΑΔΗ) σσ ΑΔ. ᾿ 
Γιὰ νὰ µετασχηματίσουµε αὐτὸ τὸ λόγο τῶν τετραγώνων σὲ λόγο 
μηχκῶν, φθάνει νὰ γράψουμε ἡμιπεριφέρεια μὲ διάμετρο ΑΒ κι ἔπειτα 
τόξο (Α, ΑΔ), ποὺ συναντᾶ στὸ Δ΄ τὴν ἡμιπεριφέρεια. Ἡ ΔΊ 1 ΑΒ κα- 
δορίζει τὸ 1 σὲ τρόπο, ὥστε : ΑΔΣ -- ΑΔ32 -Ξ ΑΙ. ΛΗ. Αρα : 


(σχ. 116). Πρέπει νᾶχουμε : 


Αμμ(ΙΑΒΟ.. ΑΗ. ΔΒ. ΔΡ κα. 
εµβ (ΑΔΕ) ο ΑΔ ΑἴΑΒ αι ο σσ) 


εμβ (ΑΒΓ) -- εμβ (ΑΔΒ) .. ΑΒ -- ΑΙ 
εμβ (ΑΛΔΕ) ΑΙ 
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εµβ (ΒΔΕΓ) 18 


εἴτε : -"εμβ (ΔΕ) ο μψτα . 
ΑΒ ΑΙ 


ἙἩ σχέση (1) δίνει τώρα: ο. στη -- τε . 


Αὐτὸ δείχνει ὅτι τὸ Ι χωρίζει τὸ τμῆμα ΑΒ σὲ µέσο κι ἄκρο λόγο. 


"Άμα ξέρουμε τὸ 1, βρίσκουμε τὸ Δ᾿ κι ἀπ᾿ αὐτὸ τὸ Δ. 
Αν τὸ ΒΔΕΓ ἔπρεπε νἆναι τὸ µεγαλύτερο µέρος τοῦ τριγώνου, 


τότε ἡ ἩΒΙ θᾶτανε τὸ µεγαλύτερο ἀπ᾿ τὰ τµήµατα τῆς ΑΒ διαιρεµένης 
«σὲ µέσο κι ἄκρο λόγο. 
πο 
Πρόβλήμα: «Νὰ διαιρεθῇ κύκλος σὲ µέρη ἀνάλφγα πρὸς τὰ 
μήκὴ μ, ν -μὰ ὁμόκεντρες περιφέρειες». 
ο. πα. (οκ. ὖς 08, ΟΙ τὶς ἄγνωστες ἀκτῖνες καὶ ϱ, Β', 3” 


Σχ. {2 


τὰ ἐμβαδὰ τῶν χύχλων μ’ ἀκτῖνες ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ. Πρέπει νᾶχουμε : 


οὔ-ς ε-αθ ο 


᾽Αλλὰ οἱ κύκλοι εἶναι ἀνάλογοι πρὸς τὰ τετράγωνα τῶν ἀκτίνων 
τους δηλαδή : 
5 8 ο 
0Α: ΄ ο ο 
Γιὰ νὰ περάσουμε ἀπ' τὰ τετράγωνα στὰ μήκη, Ὑρθάφουμε περιφέ- 
θεια μὲ διάµετρο ΟΑ κι ἀπ᾿ τὰ σημεῖα τομῆς ΗΒ’, Γ΄ φέρουμε τὶς κάθε- 
ες ΒΛ καὶ ΓΕ πρὸς τὴν ΟΔ. Εἴναι" 


ΙΤ Ἡ μεβοδική λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήματος 


.”. 


08: 5 ΟΒ7ΞΞ ΟΑ.0Α Γαο. .. - Β΄ μον... 
οἵ: Ξ ΟΓΣ --0Α.ΟΕ 1 δα ΄ ολον ΟΛ:0Β 
Πολλαπλασιάζουµε ἐπὶ ΟΑ κι ἔχουμε : 


’ 
9 5 


5 ’ 

Ὃακ - ὂδ ο 

Λιαιρόντας χατὰ µέλη τὴ σχέση ἄὐτὴ καὶ τὴν (:) βρίσκουμε: 
ΑΔ ΔΡ Ο8 


Στὴν κατασκευη θὰ χωρίσουμε λοιπὺν τὴν ΟΑ σὲ µέρη 
ἀνάλογα πρὸς τὰ δοσµένα μήκη καὶ θὰ προσδιορίσουμε τὰ Δ κι ΕΒ. 
Απ’ αὐτὰ καθορίζονται τὰ Β΄, Γ΄ καὶ μαζὺ οἳ ἄγνωστες περιφέρειες. 


Πρόβλημα: «Απὸ σημεο ἸἩ μιᾷς πλευρᾶς τοῦ παραλλήλο- 
γράμµου ΑΒΓΔ, νὰ φέρετε τέµνουσα ΕΜΖ, ποὺ νὰ σχηματίζει 
μὲ τὶς εὐθεῖες ΑΒ πι ΑΔ τρἰγωνς ἰσοδύναμο μὲ τὸ παραλληλό- 
γραµµο (σχ. 118)». 

. Ἡ Ε2 ἂς συναντᾶ τὴ ΒΓ στὸ Ἱ. Τὸ τργ. 

! ΙΜΓ πρέπει νἆναι ἰσυδύγαμο μὲ τὸ ἄθροισμα 

α. τῶν τριγώνων ΙΒΕ καὶ 29Δ. ᾽Αλλὰ καὶ τὰ 

| τρία. τρίγωνα εἶναι ὅμοια μεταξύ τους, ὁπότε: 
-εμβ. (1ΜΓ)  εμβ.1ΒΕ)  εμβ.(ΖΜΔ) 
' | ΜΙ” . ΒΕΡ ΜΔΣ 


- ἐμβ. 48Ε) -- εμβ. (2ΜΔ) 
. ΒΕ. --- ΜΔΣ 
Πρέπει λοιπὸν νάχουμε : 
ΜΓ: -- ΒΕ) -- ΜΔ., 
εἴε:ι ΜΓΟ -- ΜΔ" -- Β1)", 
. 1κ. 18 Τὸ ΒΕ εἶναι ἑπομένως μιὰ κάθειι πλευρὰ 
ἑνὸς ὀρθ. τριγώνου μὲ ὑποτείγουσα ΜΓ καὶ δεύ- 
ς τερη κάθετη πλευρὰ ΜΛ. Ἡ κατασκευῆ εἶναι 
δυνατή, ὅταν ΜΓ » ΜΔ. Ὑπὸ τὸν ὅρο αὐτὸ 
’ μποροῦμε νὰ προσδιορίσουμε τὸ Ε καὶ νὰ 
. γράψουμε τὴν ΕΜΖ. 
11 Αν τὸ μῆκος ΒΕ τὸ πάρουµε κατ’ ἀντί- 
θετη διεύθυνση καὶ γράψουμε τὴν εὐθβεῖα 
Ε’Μ, δᾶχουμε μιὰ δεύτερη λύση. Εἶναι πραγματικά : 
ΒΕ/1 -- ΜΙΓ2 -- ΜΔ" κι ἑπομένως: 
εµβ. (1 ΒΕ’) Ξξ εμβ. (ΙΓ ΜΓ) -- εµβ.(ΖΜΔ), 
εἴτε : εμβ. (2’ΜΔ) -- εµβ. (ΜΕ) -- εµβ.({ΒΕ) -- εµβ. (ΜΓΒΕ’). 
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ο] κ. 3 , , 5 . , - , 
Επειδη ἐπὶ πλέον ΒΕ’ «ΜΕ, ἡ εὐθεῖα ΜΕ συναντᾶ πάντοτε τὶς 
ΒΓ κι ΑΔ ὅπως φαίνεται στὸ σχῆμα. 


Πρόβλημα: «᾿Απὸ σημεῖο Μ, µέσα στὸ ἄγοιγμα - ΧΑΠ, νὰ 
γράφετε τἐμνουσα ΕΜ7, ποὺ νὰ σχηµατίζε: μὲ τὶς πλευρὲς τῆς γω- 
νίας τρίγωνο μὲ δοσμένο ἐμβαδὸ Κὲ». 


Κατασνευάζουµε πρῶτα ἕνα παραλληλόγραμμο ΑΒΓΑ (αχ. 118) 
μὲ ἐμβαδό Κ3, μὲ τὶς πλευρές του || πρὸς τὶς διευδύναεις ΑΣ, ΑΨ 
καὶ ὑπὸ τὸν περιορισμὺ ἢἡ μιὰ πλευρά τον νἁ περνᾶ ἀπ᾿ τὸ Μ. 

Αν εἶναι Ἡ ἡ ἀπόσιαση τοῦ Μ ἀπ' τὴν ΑΧ. θά πρέπει γι αὐτὸ 
γάχουμε: ΑΒ. ΙΞξκ". Παίρνουμε ἀπὸ δῶ τὴν πλευρὰ ΛΗΒ τοῦ ΑΒΓΔ. 

Ἔθπειτα γράφουμε, σύµφωνα μὲ τὸ προηγούμενο πρόβλημα, μιά 
τέµνουσα ΕΜΖ ποὺ νὰ σχηματίζει τὸ ἰωοδύγαμο μὲ τὸ ΑΒΓΔ τρίγωνο 
(ΕΑ2 -- κ’). 


Πρόβλημα: «᾿Απὸ σημεῖο Α, µέσα στὸ ἄνοιγμα γωνας ΧΟΨ, 
«νὰ γραφεῖ τέµνουσα ΒΑΓ, ποὺ νὰ σχηματίζει μβ Ὡς πλουρὲς τῆς γω- 
γίας τρίγῶνο μὲ τὸ ἑλάχιστο ἐμδαδό». 


Ὑπυοθέτουμε ὅτι τὸ τρίγωνο περ- 
νάει ἆπ᾿ τὺ ἐλάχιστιο ἐμβαδό του 
στὴ θέση ΒΓ (σχ.119) τῆς τέµνονσας. 

Γιὰ θέσεις τῆς τέµνουσας, ποὺ 
προηγοῦνται ἡ ἔπονται, τὸ ἐμβαδὸ 
εἶναι μεγαλύτερο. λποροῦμε λοιτὸν 
νὰ πάρουµε δυὸ θέσεις ΒΙΓ:, Β.Π 
γειτονικὲς στὴ ΒΓ., γιὰ τὶς ὁποῖες τ΄ 
ἀντίστοιχα τρίγώνα ΟΒ:Γ,, ΟΒ.ΕΙΓ: ϱ 5 
εἶναι ἰσοδύναμα. ἳ 

ὋΑν ἀφαιρέσουμε τὸ χοινὸ μέρος 
ΟΒΙΑΓ., μένουν τὰ ἰσοδύναμα τρίγωνα ΑΒ;Β., ΑΓΙ Το ποὔχουνε τὶς 
γωνίες Α ἴσες' ἄρα : ΑΒ, :ΛΔΒΙ Ξ ΑΡ... ΑΓ. Καὶ γιὰ τὴν ὁριανῆ 
θέση ὅπου οἳ ΒιΓι, Β4Γο ταυτίζονται μὲ τὴ ΒΓ, θάναι : ΑΗ” -- ΑΓ... 

Ἔχουμε ἑπομένως τὴ λύση τοῦ προβλήματος ὅταν ἀπ᾿ τὸ Α φέρου- 


Β, ὃ δ, | 
Σι 179 


µε εὐθεῖα. ποὺ τὸ τμῆμα της |έσα στῇ « ΧΟΨ νὰ ῥδιχοτομεῖται 
σιὸ Α (ἰγνωστὸ πρόβλημα). 


Πρόβλημα: «Πάνω στὴ διάµετρ ΑΒ ἑνὸς Ἀύκλου, νὰ θρῆτε 
σημεῖο Τ σὲ τρόπ», ποὺ οἳ ἡμιπεριφέρειες μὲ διαµέτρους ΑΓ καὶ 
1 -- πάνω καὶ κάτω ἅπ᾿ τὴν ΑΒ -- νὰ διαιροῦν τὸν πύχλο σὲ 
δυὸ µέρη μὲ λόγο μ]ν». ' 


Πρέπει νᾶχουμε (σχ. 50) : -α --- .-ἷ--, 


.. π(ΛΒ., π(ΑΡ  π({Β) 
καί : σε το --- τα σα τς 
ΑΒ: ΤΗ: - Αμ 
πα8Β. ΑΓ - ΓΗ ον ' - μ 
Ἐξ ἄλλου: ΑΒ. Ξ (ΑΙ «Ε ΓΒ) -- ΑΓ. «Ε ΓΗ: 4 ὃ ΑΓΓΕ. 
Ὁ ὑπ ὄψη λόγος γράφεται διαδοχικά : 
3.ΓΗΕ’ --2.ΑΓ.ΤΕΒ αμ. 3.ΓΒ(ΓΒ-- ΑΡ) μα 
8-ΛΙ: ΥΣ Δ.ΑΡ.ΤΗΕ ν΄ 9 ΑΓΓ ΓΤΗ) ον 


18 μµ 
Α φ. 


Αρα πρέπει: 


καὶ 


Τὸ σημεῖο Τ πρέπει λοιπὸν γὰ διαιρεῖ τὴν ΑΒ στὸ δοσμένο Ἀόψο. 


κκ. /60 


Πρόβλημα: 


«Νὰ ἐγγράψετε σὲ τρίγωνο ὀρθοτώνιο μὲ γνωστὸ 
ἐμδαδὸ 13», 


”Ας εἶναι κ καὶ Υ οἱ πλευρὲς τοῦ ἄγνωστου ὀρθογώνιου ΔΕΤΙ 
(σχ. 181). Θάναι: αγ --ς, 


Τὰ τρίγωνα ΑΔΕ κι ΑΒΓ εἶναι ὅ όμοια κι οἱ βάσεις τους εἶναι ὅ ὅπως 
τὰ ὕψη τους : 


ΔΕ ΑΚ ΛΑ. χΧ Ἡ-νγ . 
ΒΓ π ᾱᾗἩ ’ εἴτε: επ ερ (α,  στοιχεῖα τοῦ τργ.ΑΒΓΙ. 


Ὥστε τὰ ΣΧ, Υ ἱκανοποιοῖν τὶς σχέσεις : 
χΥ Ξξ 1 
ΠΧ -- αἩ -- ΑΥ 


Θὰ προχωρήσουμε μὲ τὴν ἀλγεβρικὴ μέθοδο, γράφοντας τὴ δεύτερη 


΄ νὰ αν ι . 
σχεση ἔτσι: κ -- σοι κα 


Χρ ισιμοποιοῦμε τὸ βοηθητικὸ ἄγνωστο 


ΨΠ1ΠΙ. Ἐμθαδομετρία 1τ] 


(ὅταν ξέρουμε τὸ 7, κατασκευάζουµε τὸ Υ σὰν τετάρτη ἀνάλογο). 
Τότε--κι ἐπειδὴ ἤ πρώτη σχέση μπορεῖ ἐπίσης νὰ γραφεῖ : 

Χ. ΔΥ κ.α . οκ. ας, 

πρ σσ  ἔχουμε τὸ σύστημα : 12 -- ------ 


| χΓτα 

Ἠρίσχουμε τὰ Χ,Ζ κατασχευάζοντάς τα ἀπ᾿ τ᾽ ἄθροισμα καὶ τὸ 
Ὑινόμενό τους (δὲς τὸ σχῆμα). Ἡ κατασκευἠ εἶναι δυνατή, ὅταν ὅ ἀριθ- 
μητικὸς µέσος εἶναι μεγαλύτερος ἢ ἴσος ἀπ᾿ τὸ γεωμετρικό: 
8 κὶ. αὐ κ.α 88 
ελα πλ το ον ὦ- κ 

Τὸ μέγιστο λοιπὸν τοῦ ἐμβαδοῦ τοῦ ὀρθογωνίου εἶναι τὸ 
μισὸ ἀπ᾿ τὸ ἐμβαδὸ τοῦ τριγώνου κι ἔχουμε στὴν περίπτωση αὐτή : 

χ--7-- -ς- καὶ ιο 
2 9 

Δὲ φτάνει ὡστόσο νὰ μποροῦν νὰ κατασχενυασθοῦν τὰ κ, γ’ πρέπει 
ἀκόμα νὰ ἱκανοποιοῦν ὠρισμένους περιορισμοὺς ὡς πρὸς τὸ σχῆμα: 
χ-α, Υ-«ςἉ. Αὐτὸ συμβαίνει πάντοτε, γιατὶ ἡ σχέση χ--2- α, 
ὅπου ὅλα τὰ μεγέθη εἶναι θετικά, βεβαιώνει ὅτι: 


χΧ«α κα Ζζα, -Ὅ- «αι, γ« «η. 


Τέλος ἐπειδὴ εἶναι ἁδιάφορο ποιὸ ἀπ᾿ τὰ µήκη ποὺ θὰ βροῦμε 
δὰ πάρουµε σὰν χ ἢ σἀν Υ, ὑπάρχουν δυὸ λύσεις. 


Προβλήματα 


201.--Νὰ διαιρεθεῖ τρίγωνο σὲ τρἰα ἰσοδύναμα µέρη μ᾿ εὐθεῖες χάφετες πρὸς 
μιὰ πλευρά του. 

202.- Νὰ διαιρεδεῖ αὖθ. τμῆμα σὲ µέρη ἀνάλογα πρὸς τὰ ἐμθαδὰ δυὸ 
ὁμοίων πολυγώνων. 

293. Νὰ χωρίσετα τραπέζιο σὲ µέσο χι ἄκρο λόγο μ’ εὐφεῖα || πρὸς τὶς 
θάσαις του, 

294.--Νὰ χωρίσετα πυχλιχκὸ δαχτύλιο σὲ δυὸ ἰσοδύναμα µέρη μὲ μιὰ ὁμό- 
χεντρη περιφέρεια, 

205.--Νὰ διαιρεΝαεῖ χύχλος ἢ χυχλικὸς Σαχκτύλιος σὲ µέσο χι ἄκρο λόγο μὲ 
μιά ὁμόκεντρη περιφέρεια. 

296. ---Νὰ διαιρεθεῖ παρ)μο σὲ δοσμένο λόγο μ᾿ εὐθεῖα || πρὸς µιά του διαγώνιο. 

2097.--Νὰ ἐγγραφεῖ σὲ κύκλο τραπέξιο ὅταν δίδονται το ἐμδαδὸ χι οἱ μὴ 
παράλληλες πλευρές του. 

2968. ὰ ἐγγραφεῖ σὲ κύκλο ὀρδογώνιο μὲ δοσμένο ἐμδαδό. 

209. «Νὰ ἐγγραφεῖ σὲ ἡμικόχλιο ὀρθογώνιο 'μὲ δοσμένο ἐμθαδό. 


κ. 


κ 
» 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΙΧ 


ΟΜΟΟΕΣΙΑ 
ΔΑ. Μέρος 


'Ἡ ἀρχη τῆς ὁμοθεσίας εἶναι πολὺ ἁπλή : 
Ενώνουμε τὸ σταῦδερὸ σημεῖο Ε μὲ τὸ τυχαῖο σημεῖο Μ ἑνὸς ἐπι- 
πέδου σχήματος (5) {σχ. 193) καὶ πάνω στὴν εὐθεῖα ΧΜ παίρνουμε μῆ- 
εαν : : ο οδς- Ον, ο : ΚΜ΄ 
κος «Ι ποὺ καθορίζεται ἀπ᾿ τὴν ἀναλογία -ττ ος 


ΚΜ . ίµ καὶ ν 
γνωστὰ μήκη). | 

Ὁ γεωμ. τόπος (5) τοῦ Μ΄ εἶν ἕνα οχῆμα, ποὺ λέγεται 
ὁμόῦδετο τοῦ(ϐ),μὲ κέντρο τὸ]ϊζκαὶ λόγο ὁμοδεαίας µ:ν. 

᾽ Τὸ µῆκος ΕΚΜ᾽ τὸ καιασκευάζουµε σἀν 
Φ/6΄) μιά τετάρτη ἀνάλογο. 
| Κρησιμοποιοῦμε ἀγλόμα τὶς ἑξῆς ὄὀνομα- 
σίες : 

᾿Ἐπειδή εἶναν φαγερὸ ὅτι χαὶ τὸ σχῆμα 
κ (5) εἶναι ὁμόθετο τοῦ (9’) -- μὲ κέντρο πάλι 

τὸ Κ. καὶ μ᾿ ἀντίστροφο λόγο ν:µ-- θὰ λέμε 
τὰ δυὸ σχήµατα ὁμόδετα μεταξύ τους ἢ ἁπλῶς 
ὁμόδετα. 
Σχ /8δ Ζεύγη ἀπὸ ἁντίστοιχα σημεῖα, ὅπως 
τὰ (Μ, Μ΄’) λέγονται ὁμόλογα. Οἱ εὐθεῖες 
ΚΜΜ᾽ ὀνομάζονται ἀκτῖνες τῆς ὁμοθεσίας. 

Φτὸ σχ. 1892 δὰ μπορούσαμε πολὺ καλά νὰ πάροὺύµε τὸ µῆκος ΕΜ΄ 
καὶ πρὸς τὴν ἀντίθετη κατεύθυνοη ΚΜ’'.. Θἄχαμε τότε γιὰ τόπο τοῦ 
Μ΄’ ἕνα σχῆμα (5) ἐπίσης ὁμόδετο τοῦ (8), 

Γιὰ νὰ κάνουμε διάκριση στὴν τελευταία περίπτωση, λέμε ὅτι τὰ (9) 
καὶ (5) εἶναι ἀντίστροφα ὁμόθετα (ἀντίστροφη ἑμονδεσία). Τουναντίον 
τὰ (9) καὶ (5’) λέγονται κατ εὐδεῖαν ὁμόθετα (εὐθεῖα ὁμοδεσία). 

Ἡ διάκριση αὐτὴ ἁπλουστεύεται, ἂν--παρ᾽ ὕλο ποὺ αὐτὸ δὲν ται- 
οιάζει κατ ἀρχή στη Γεωμετρία -- ἂν δεχτοῦμε Ὀετικοὺς χι ἀρνηιικοὺς 
λόγους μηκῶν. Συμφωνᾶμε δηλ. νὰ λέμε θετικὸ τὸ λόγο τῆς ὁμοθεσίας 


η σ 


ι 
(- 3.) ὕταν οἳ ὁμόλογες ἀχτῖνες ΕΜ καὶ ΚΜ΄ παίρνουνται πρὸς τὴν 
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ἴδια κατεύθυνση, πι ἀρνητικὺ (-----) ὕταν οἱ ἀκτῖνες αὐτὲς εἶναι 
ἀντίρροπες. 

Θετικὸ πρόσημο τοῦ λόγου σηµαίνει εὐθεῖα ὁμοθεσία, ἐνῶ ἀρνι]- 
τικὸ ἀντίστροφη. 

Τά σχήματα (9/) καὶ (5) εἶναι ἴσα, γιατὶ ἁπλούστατα εἶναι συµμµε- 
τρικὰ μὲ κέντρο τὸ Κ. Μποροῦμε ἑπομένως νἁ πᾶμε ἀπ τὸ (95/) στὸ 
(5) μὲ μιὰ στροφὴ κατὰ 1806 γύρω ἀπ᾿ τὸ ἵ. 

Κάδε σχῆμα εἶναι ὁμόῦετο τοῦ ἑαυτοῦ του μὲ λόγο ὁμοθεσίας 
(Ε 1) καὶ κέντρο ὁποιοδήποτε. 

Οἱ παραπάνω ὁρισμοὶ ἰσχύουν φυσικἀ χαὶ γιὰ τὰ σχήματα οτὸ 
χῶρο-- παρ) ὅλο ποὺ δὲν θ᾽ ἀσχοληθδοῦμε ἐδῶ μὲ τὴ στερεὰ ὁμοθεσίο. 

Οἱ ἔννοιες αὐτὲς φαίνονται ἴσως κάπως καινούργιες, ἀλλ᾽ ἐμεῖς 
Έχουμε συναντήσει κιόλας ἀπ᾿ τὴν ἀρχὴ σχετικὲς περιπτώσεις (σελ. ι5, 
16, 11, 119). ᾿Εκεῖ οἱ λόγοι τῆς ὁμοῦεσίας ἦσαν !/., 2, 1[α,--Ι. Τὴν τε- 
λευταία μάλιστα περίπτωση τὴν εἴχαμε ἑρμηνεύσει σὰν μιὰ στροφή. 

Γιὰ ν᾿ ἀποφεύγουμε τὴ σύγχιση κάνουμε τὴν ἑξῆς παραδοχή : 
«δτὸν ἀριθμητη τοῦ λόγου τῆς ὁμοθεσίας (α- 3») ϐ᾽ ἀντιστοιχεῖ πάντ΄τε 
τὸ μῆκος (ΠλΙ/) ἀπ᾿ τὸ κέντρο Ι πρὸς τὸ χαινούργ.ο ὁμόθετο σχῆμα (9) 

Μὲ τὴ βοήδεια τῆς ὁμοθεσίας μποροῦμε νὰ λύγουµμε προβλήματα 
μὲ τὴν ἑξῆς γενική µορφή: «Ἑνώνουμε τὸ σταθερὸ σημεῖο ἰζ (σχ. 155) μὲ 
"τὰ σημεῖα Α κάποιου σχήματος (5) καὶ προεκτείνουµε τὶς εὖθεῖες ΜΑ κατά 


μῆκος ΛΒ τέτοιο, ὥστε ος εξ σοι Τόπος τοῦ Ἡ». 
Β πα 
Α ο αν ος 
(ϐ) Αα ο ὁ-ᾱ----- 
/. ον 
4 ὴ Χ 
β΄ αἵ----ὃ- --Ὅὃ----- 
Σκ./ Α π 8 
ώ 65 στ 184 
Ἡ δοσµένη σγέσι γράφεται, σύµφωνα μὲ τὶς ἰδιότητες τῶν ἀἆνα- 
λογιῶν : 
ΛΕΒ ΓΑ μΈν ως απο (--μ). 
ΚΑ Ὁυ ν ΚΑ ν΄ ον 


Ὥστε λοιπὺν ὁ τόπος τοῦ Β εἶναι τ) ὁμόθειτο τοῦ σχήµατος (5) 
μΓΥ 


εξ 


ν 
Ν 
ν 


μὲ κέντρο Κ καὶ λόγο 


, , 
; .. μνν .. 
Σημειώνουμε γιὰ συντομία: τ ὑμόδετο (κ. πμ) τοῦ (5). 


180 ΄'ΗἩ μεθοδικἡ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προδλήματος 


᾽Αλλά θὰ μπορούσαμε νὰ πάρουµε τὸ μῆκος ΑΒ κατὰ τὴν ἀντίθετη, 


, , ”ν , ; ΚΗΒ’ -. γ’ ρεκο μ΄ 
κατεύθυνση ΑΒ’. Θἄχαμε τότε : Κα τπτ 


δηλ. ὁ τόπος θάτανε τ’ ὁμόθδετο (κ, ο) τοῦ (5). Ὁ τελευ-- 


ταῖος λόγος μπορεῖ νἆναι θετικὸς (ὅπως στὸ σχ. 185) ἢ . ἀρνητικὸς 
(ἂν εἶχε δοθεῖ ν΄ ”» μΊ. . 
νὰ 
Τὸ πρῶτο αὐτὸ µέρος τοῦ κεφαλαίου θὰ βασισθεῖ στὶς παρακά- 


τω ὃνὸ προτάσεις : 


Ίο θεώρημα: «Τ’ ὀμόθετο μιᾶς εὐδείας Χ μὲ χέντρο Ἐ, ποὺ 
δὲν ἀνήκχει σ᾿ αὑτὴ, εἶναι μιὰ παράλληλη εὐθεῖα Χ’». 

Ἐφόσον πραγματικἁ (σχ. 184) καθορίσουμε πάνω σὺ μιὰ ἀκτῖνα. 
ΚΑ΄ 
κα 
ἀκτῖνα ΚΒ, ποὺ νὰ συναντᾶ στὸ Β΄ τὴν εὐθεῖα Χ΄ | Χ ἀπ᾿ τὸ Α΄, θᾶναι 
ΚΒ ᾗμµ 
Ἔρβ ν 
Θαλοῦ). 

Γιὰ νὰ κατασκευάσουμµε λοιπὸν τὴν ὁμόθετη εὐθεῖα 
Χ΄, φθάνει νὰ φέρουμε τὴν ΚΗΠ Ι Χ καὶ πάνω σ᾿ αὐτὴ νὰ πάρουμε μῆ- 


ΚΑ τὸ σημεῖο Α’ ὥστε ---- χαὶ φέρουμε μιὰ ὁποιαδήποτε ἄλλη 


καὶ (σύµφωνα μὲ τὸ δεώρηµα τῶν ἀναλογιῶν τοῦ 


κος ΚΠ΄’ ὥστε μμ” Ἑς -- . Ἡ Χ΄ εἶναι κάθετη στὸ ΠΠ΄ πρὸς τὴν ΚΙΠ. 


᾿Απτὰ ὅμοια τρίγωνα ΚΑΒ καὶ ΚΑ Β΄, μποροῦμε νὰ διαπιστώσουμε ὅτι. 
τὰ ὁμόλογα εὖθ. τμήματα ΑΒ χι Α΄Β΄ διατηροῦν τὸ λόγο τῆς ὁμοθεσίας - 


αλ ο κο οἒς 
ΑΒ ΄. ν 


Ὑπάρχει καὶ μιὰ παράλληλη εὐδεῖα Χ΄΄ ἀντίστροφα ὁμόθετη τῆς Χ. 
λ 
{λόγος --- -- )) Γιὰ τὴν κατασκευή της πρέπει νὰ πάρουµε τὸ- 


µῆκος ΕΠ’ πρὸς τὴν ἀντίθετη κατεύθυνση ΕΙΙ’’. 
Πορίσμµατα. «ΊΤ’ ὁμόθετο εὐθείας μὲ κέντρο ἕνα σημεῖο της καὶ λόχο. 
ὁποιοδήποτε εἶναι αὐτὴ ἡ ἴδια ἡ εὐθεῖα». 
«Τ’ ὀμόνετο γωνίας εἶναι μιὰ γωνία ἴση», 


2ο Θεώρημα; «Τ’ ὁμόθετο (Κ, µ/ν) μιᾶς περιφέρειας (Ο, Β) εἶναι. 
μιά ἄλλη περιφέρεια : Τὸ κέντρο της Ο’ εἶναι τ' ὁμόλογο σημεῖο 
τοῦ Ο, ἑνῶ ἡ ἀχκτῖνα της Ε΄ διατηρεῖ ὡς πρὸς τὴν Ἑ τὸ λόγο τῆς 
κο’ Ε΄ 
ὀμοθεσίας : το -- -- ην ο. -ᾱ (σχ. 186)». 
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ο 


Γράφουµε τὴν ἀκτῖνα ΚΜ καὶ παίρνούµε 


ΕΜ µ ος, 
Κι κ... τὸ κὺν- 


τρο, -- ὃ λόγος τῆς ὁμοδεσίας). "Ἔπειτα γράφουμε τὸ τμῆμα Μ΄Ο΄1ΜΟ 
καὶ σχηµατίζουµε τὰ ὅμοια τρίγωνα ΟΚΜ καὶ Ο΄ΚΜ’. Εἴναι : 
κο΄ Ο΄Μ’ ΚΜ΄ μι 


-- ---- 


κο ΄ΟΜΛΠ ΚΜ ον 


ν κ θθςν 

ο ο ΘΗΞ αφ 0ζ 
ος ο) οε. κ’ 
ϐ Σχ. 185 


ὝὭστε τόσο τὸ σημεῖο Ο’, ὅσο καὶ τὸ μῆκος Ο΄’Μ΄ εἶναι σταθερά 
πι ἑπομένως ὁ τόπος τοῦ Μ΄ εἶναι πραγματικὰ ἡ περιφέρεια (ο,κ. --) 

Αν πάρουµε τὸ μῆκος ΚΜ΄ πρὸς τὴν ἀντίθετη κατεύθυνση, θά- 
χουμε τὴν ἀντίστροφα ὁμόδετη περιφέρεια (ο”, κ... ὍὉ λόγος 


αὐτῆς τῆς ὁμοδεσίας θᾶναι βέβαια (- -) παὶ τὴ σημειώνουμε : 


ὁμόθετο (κ, ---) τῆς Ο. 


Στὴ μερικἡ περίπτωση, ὅπου τὸ κέντρο ΓΚ ἀνήκει στὴ δοσµένη πε- 
οιφέρεια Ο, ἡ ὁμόθετη περιφέρεια Ο’ ἐφάπτεται στὴ δοσµένη (ἐξωτερυιὰ 
ἢ ἐσωτερικά, ἐφόσον ὁ λόγος εἶναι ἁντίστοιχα ἀργητικὸς ἢ θετικός). 

Σύμφωνα μὲ τὸ 1ο θεώρημα, δυὸ ὁποιεσδήποτε παράλληλες εὖ- 


Φεῖες μποροῦν νὰ παρθοῦν σὰν ὁμόθετες (ὁ λόγος τῆς ὁμοθεσίας χαθο- 
ορίζεται ὅταν δοθεῖ τὸ κέντρο της). 


Αλλὰ τὸ ἐξαιρετικὸ γιὰ τὶς περιφέρειες εἶναι τοῦτο: « "Ὅτι δυὸ 
τυχαῖαες ἀπ' αὐτὲς Ο κι Ο’ μποροῦν νὰ παρθοῦν σὰν ὁὀμόθετες». 

Τὸ κέντρο κι ὁ λόγος τῆς ὁμοθεσίας τους εἶναι ἐνιελῶς καθορισµέ- 
να: Κέντρο Κ εἶναι ἡ τομὴ τῆς διακέντρον μὲ μιὰ εὐθεῖα, ποὺ ἑνώνει τ’ 
ἄκρα δυὸ παραλλήλων ἀκτίνων (ὅταν οἱ ἀκτῖνες αὐτὲς εἶναι ὁμόρροπες ἡ 
αλ εἶναι εὐθεῖα, ἀλλοιῶς εἶνε ἀντίστροφη). Ὁ λόγος εἶναι πρυφανῶς 


το (κατ) ἀπόλυτη τιµή). 


188 Ἡ µεθοδική λύση τοῦ γδωμετρικοῦ προθλήµατος 


Τὸ κέντρο τῆς εὐθείας ὁμοδεσίας δὲν εἶν' ἄλλο ἀπ᾿ τὸ ἐξωτερικὸ 
κέντρο ὁμοιότητας τῶν δυὸ κύκλων (Κεφ. ΙΙ σελ. 81), ἐνῶ τὸ ἐσωτε- 
ρικὸ κ. ὃμ. εἶναι κέντρο τῆς ἀντίστροφης ὁμοθεσίας. 

Θὰ συνεχίσουμε τὴ µελέτη γιὰ τὶς ὁμόθετες περιφέρειες στὸ 
Β µέρος αὐτοῦ τοῦ Κεφαλαίου. 

Γενικὸ πρόβλημα: κ«Δίδονται δρὸ τυχαῖες γραμμὲς (ν) 

καὶ (1ν) χι ἕνα σημεῖο Κ. Ζητεῖταϊ νὰ γραφεῖ ἀπ' τ Χ μιὰ τά- 
ΚΑ µ 

µγουσα ΚΑΒ Έτσι, ὥστε: τρ τν (σχ. 186) ». 
1ο. Ἡ σχέση, ὅπως δό- 
θηκε, σηµαίνει ὅτι: Αν 
κατασχευάσουµε τὴν ὁμό- 
θετη γραμμὴ (π’) τῆς (ν) 
μὲ κέντρο τὸ Ἐ καὶ λόγο 
μιν, θἄᾶχουμε τ΄. ἄγνωστο 
σημεῖο Α σἁἀν τομή τῶν 
γραμμῶν (5/’) καὶ (ν). (3) 
κ... 9ο. ᾽Αλλὰ μποροῦμε νὰ 
γράψουμε τὴ δοσµένη σχέ- 


(9) 


πα 
µ 
λὐτὸ Όὰ πεῖ ὅτι μποροῦμε ἐπίσης νὰ καθορίσουμε τὸ Ὦ σὰν τομὴ τῆς 


ΚΗΒ 
ση κι ἔτσι: ---ι- 8 
ΚΑ 


ῃ - ϱ , ’ - ν 5 γ 
(9) καὶ τῆς ὁμόθετης (ν’) τῆς (τ) μὲ στοιχεῖα ὁμοθεσίας (κ, τρ) . 


Μ᾽ ἄλλα λόγια τὴ λύση τὴ δίνει ἡ τομὴ τῆς μιᾶς γραμμῆς μὲ τὴν 


αμ. 


ὁιόθετη τῆς ἄλλης, ὅταν ὁ λόγος ὁμοθεσίας εἶναι , 


ον | 

στ (κέντρο 
Ἡτν (έντρ 
Ἁάντα τὸ Κ). 

Παρατηρήσεις. Μποροῦμε, γιὰ νὰ ἐλέγχαυμε τὴν ἀκρίβεια τῆς κα- 
τασκενυῆς, νὰ κατασχευάζουµε καὶ τὶς δυὸ ὀμόθετις γραµµές : Καὶ στὶς 
ὑνὸ περιπτώσεις πρέπει τὰ σημεῖα Ε, Α, Β νὰ βρίσκονται ἐπ᾽ εὐθείας. 

Στὶς ἀφαρμογὲς θὰ προτιμᾶμε πάντως τὸ 1ο ἢ 20 τρόπο μὲ τὸ 
σχοπὺ ν᾿ ἀποφεύγουμε ἕνα σχῆμα πολὺ μικρὸ ἢ τολὺ µεγάλο. Καὶ γενικά 
θὰ προτιμᾶμε τ᾽ ὁμόθετο τῆς εὐθείας κι ὄχι τῆς περιφέρειας. 


... 
Πρόβλημα: «Απὸ σηµεῖο Α, ἔξω ἀπὸ μιὰ -ἵ ΧΟΒ, νὰ γρα- 


φεῖ τόµνουσα ΑΒΥ’ ὥστε νᾶναι ΒΤ -- 2.Α8Β». 
σπα... 


ϐ) Δὲς καὶ μέθοδο τῆς τομῆς τῶν γεωμ. τόπων (Κεφ Π σελ. 41). 


Ἡ δοσµένη σχέση γράφεται : 


ΑΒ 1 


εἴτε (σχ. 181): πο τπτ] 
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Κατὰ τὸ προηγούμενο ενιχκὸ πρόβλημα, τὸ Ἡ προσδιορί- 
ζεται σὰν τομὴ τῆς Χ κάὶ τοῦ ὁμόδετου Ψ΄ τῆς Ψ μὲ κέντρο Α καὶ 


1 
λόγο τπτ ς 

Γιὰ νὰ κατασκευάσουµε τὴν 
εὐδεῖα Ψ', φέρουμε ἀπ᾿ τὸ Α τὴν 
ἀκτινα ΑΟ καὶ ξεχωρίζουμε τὸ 
τρίτο της ΑΙ. Ἔπειτα γράφουμε 
ἀπ᾿ τὸ ] τὴν Ψ΄|Χ. 

Σύμφωνα μὲ τὴν ἐκφώνηση τοῦ 
προβλήματος, οἱ εὐθεῖες Χ καὶ 
ἩΨ τέμνονται στὸ Ο κι ἑπομένως 
ὑπάρχει πάντοτε μιὰ λύση. Αν 
ὡστόσο οἱ Χ καὶ Ψ ἦσαν παράλ- 
ληλες, τὸ πρόβλημα θάταν ἀδύ- 
νατο ἢ ἀόριστο. 


Πρόβλημα: «Δίδονται τρεῖς ἡμιευθεῖες ΟΣ, ΟΨ, 07 μὲ κοινή 
ἄρχὴ τὸ 0 κι ἕνα σημεῖο Ρ. Νὰ φέρετε ἀπ᾿ τὸ Ε τέµνουσα, πού 
νὰ κόδει τὶς τρεῖς ἡμιευθεῖες κατὰ σειρὰ στὰ σημεῖα Α, Β, Γ καὶ 


γᾶναι : ΑΡ 
Ρο 8 


ψ ν ἓκ. (868 


Ας ὑποθέσουμε- -μὲ τὸν ἆνα- 
λυτικὸ τρόπο--τὸ πρόβλημα λυ- 
µένο κι ἂς εἶναι ΡΑΒΓ ἡ τέ- 
µνουσα (σχ. 188). "Αν ΑΒ Τ΄ 
εἶναι μιὰ τνχαία εὐθεῖα || ΑΒΓ, 
θἄχουμε : 


Αὐτὸ σηµαίνει ὅτι, ἂν κατα” 
σχευνάσουµε τὴν εὐθεῖα Ζ΄ ἀντί- 


στροφα ὁμόθετη τῆς Ζ μὲ κέντρο 
ὁμοθεσίας τὸ τυγαῖο Ὀῃμεῖο Ἡ΄ 


9 .α 
τῆς Ὁ καὶλόγο {-- -ᾱ-), ἡ 7 
δὰ κόψει τὴ Χ ἀκριβῶς στὸ Α΄. 


184 Ἡ μµεθοδικἠ λύση τοῦ Υδωμετρικοῦ προδλήματος 


Ἡ κατασκευὴ εἶναι φανερή: ᾿Αφοῦ γράψουμε μὲ τὴ βοήθεια τῆς 
{’ τὴν Α΄Β’, θὰ φέρουμε ἀπ᾿ τὸ Ῥ τὴν τέµνουσα ΡΑΒΓ | ΑΒ’. 

Τὸ πρόβλημα εἶναι δυνστό, ὅταν χ Χου -- ἅ ψοζ«-ο ὀρθ. 
Ἐκτὸς ἀπ᾿ αὐτὴ τὴ συνθήκη, τὸ Ρ πρέπει νᾶχει δοθεῖ κάιω ἀπ᾿ τὴν 
εὐθεῖα ΜΝ (| Α΄Β΄ ἀπ᾿ τὸ Ο. 


Πρόβλημα: «Ἔχουμε μιὰ πδριφέρεα Ὁ, μιὰ εὐφεῖα ὃ ἔξω 
ἀπ᾿ αὑτὴ χι ἕνα σημεῖο Σ. ᾿Απὶ τὸ Σ θάέλουμο νὰ φέρουμε μιὰ τά- 
µνουσα, ποὺ νὰ συναντᾶ τὴν αὐδεῖα στὸ Α καὶ τὴν περιφέρεια στὸ 


ΣΑ 2 
Β, ὥστα νἆναι: -τε-  Ές --- ». 


Πρόκειται πάλι γιὰ μιὰ ἐφαρμογὴ τοῦ γενικοῦ προβλήματος 
τῆς σελ. 18ο. 


Ιο. Δεχόμαστε ὅτι τὸ 
σημεῖο κι ἡ περιφέρεια βρί- 
σχονται πρὸς τὸ ἕνα καὶ τ’ 
λο µέρος τῆς εὐθείας (σχ. 189). 

Τὸ σημεῖο Α. εἶναι ἡ τομῆ. 
τῆς ὃ καὶ τοῦ ὁμόθετου τῆς 
περιφέρειας μὲ κέντρο ὅμο- 
Ὀεσίας τὸ Σ καὶ λόγο 


, 3 
νο δ 
Ἡροτιμᾶμε ὠὡστόσο, γιὰ 
γ᾿ ἀποφύγουμε τὴν ὁμοδεσία 
τῆς περιφέρειας (Ρβλ. παρα- 
τήρηση σελ. 89), νὰ ἐργα- 
| οθοῦμε μὲ τὸν ἀντίστροφο λόγο 
ξκ- /6/ δις κα ι 


µ 2 
Θὰ προσδιορίσουμε τότε τὸ σημεῖο Β σὰν τομῆ τῆς δοσμένης περιφέ- 


. 5 ΄ ν] ς : ῦ 
θειας καὶ τοῦ ὅμόθετου δ' τῆς εὐθείας ὃ μὲ στοιχεῖα ὁμοθεσίας (Σ ο). 
Κατασκευάζουµε τὴ δ’, γράφοντας τὴ ΣΗ.Ι ὃ, παίρνοντας 
ὅ . , Ι . 
Σκ -- -- ΣΗ καὶ τέλος φέροντας τὴν ΚΒ | ὃ 


Διερεύνηση : Ἡ ὕπαρξη λύσης ἐξαρτᾶται ἀπ᾿τὸ ἂν ἡ δ’ συναντᾶ τὴν 
περιφέρεια Ο.Ἡ ἱκανὴ χι ἀναγκαία γι αὐτὸ συνθήκη εἶναι: ΙΜ«ΙΕ«ΙΝ, 
ὅπου 18 ἢ ἀπόσταση τῶν εὐθειῶν ὃ καὶ ὃ (δὲς καὶ σελ. 48). 


ελ ολα ΣΚ ο πα 
Αλλ᾽ ἡ ἀναλογία σἩῃ π δ. δίνει : ΜΗ - ο) 


ο η) φ Π ρ 
αρα: ΙΕ -- ΗΚ -- -ο- δΣΗ, κι ἡΠ συνδήχη γράφεται : 
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9 
Μς σπ Σας ΙΝ, κεἴτε : -ᾱ Ι «κ ΣΗ «-τιν. 


Γιὰ νὰ τὸ ἐκφράσουμε αὐτὸ γεωμετρικά, φέρουμε τὶς εὐθεῖες Χ καὶ 
. 4 4 .. ΄ 9 4 9 , 
Ψ παράλληλες πρὸς τὴ ὃ καὶ σ᾿ ἀποστάσεις δ- ΙΜ καὶ π- ΙΝ. Ἐφόσον 


τὸ Σ ἔχει δοθεῖ µέσα στὴ ζώνη αὐτῶν τῶν παραλλήλων, ἔχουμε δυὸ 
λύσεις. Κι ὑπάρχει μιὰ μόνη λύση, ὅταν τὸ Σ ἀνήχει σ’ αὐτὲς τὶς πα- 
ράλληλες. 


2ο. Τὸ Σ βρίσκεται ἀριστερὰ τῆς εὐθείας ὃ : 
Τὸ πρόβλημα ἔχει νόηµα, ἐφόσον τὸ Σ εἶναι μεταξὺ τοῦ Α καὶ 


τοῦ Β, γιατὶ ἀλλοιῶς δὲ δὰ μποροῦσε ὁ λόγος νἆναι 


ΣΛ 
ΣΒ δ 

Μὲ μιὰ διερεύνηση παρόμοια μὲ τὴν προηγούµενη, μποροῦμε ν 
ἀποδείξουμε ὅτι τὸ Σ πρέπει νᾶχει δοθεῖ µέσα στὴ ζώνη τῶν παραλ- 


λήλων πρὸς τὴ ὃ καὶ σ᾿ ἀποστάσεις ἀπ' αὐτὴ π 1ΙΜ καὶ ππ1Ν. 
Πρόβλημα: «᾿Απὸ σημεῖο Σ, ἔξω ἀπὸ κύκλο Ὁ, νἁ γραφεῖ 
ΣΑ 
τάµνουσα ΣΑΒ ἔτσι, ὥστε : -ες-Ξ σας τν 
Ἐφόσον τὸ Α πρέπει νἆναι 
τὸ γειτογικὸ στὸ Σ σημεῖο, δε- 


χόµαστε ὅτι --- επ 


Τὸ σημεῖο Α ἀνήκει σύγ- 
χρονα στὴν περιφέρεια Ο καὶ στὸ 
ὁμόδετο τῆς ἴδιας μὲ κέντρο τὸ 


Σ καὶ λόγο -. Ἡ κατασκευὴ 


φαίνεται στὸ σχ, 190. σ΄ Σκ. 190. 
ο Διερεύνηση: Θέτουμε 
ΣΟ -- ᾱ, ὑπότε τὸ κέντρο 1] τῆς ὁμόθετης καθορίζεται ἀπ᾿ τὸ μῆκος : 


ΣΙ -- ἆ ν- .. Ἡ ἀκτῖνα τῆς Ι εἶναι κ '-- Τὸ σημεῖο 1, ἔπει- 
δὴ ο ά µ «ν, εἶναι ἀνάμεσα στὸ Σ καὶ αι Οκιάκόαςκςα, 


Γιὰ νὰ ὑπάρχει ἡ τομὴ Α --τομὴ δυὸ περιφερειῶγ -- πρέπει καὶ ᾿ 
ἀρκεῖ : . 


(οἱ «κ --σα ᾱ--ᾱ-ᾱ- «κ --κ-ἲ- 
εἴτε : µ 
ορ ση- κ ᾱ- ἀ 2κ- 
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ρ Π , -. Α΄ 1 , 
ὑπάρχει λύση, ἐκτὸς ἂν ὁ λόγος τῶν ἁχτίνων τους εἶναι -δ-, ὁπότε 


οἱ λύσεις εἶναι ἄπειρες. 


Πρόβλη µας «Νὰ κατασκευάσετε τργ. ΑΒΓ ἀπ᾿ τὴ ἆἅ Α καὶ τὶς 
διαµέσους (84) -- ἆ, (ΓΕ) -- ε, ποὺ ἀντιστοιχοῦν στὶς πλευρὲς αὖ- 
τῆς τῆς γωνίας». 

Παίρνουμε τὴ ΒΔ (σχ. 199) σὰν βά- 
ση τῆς κατασκενῆς. Αφοῦ τήντοποθε- 
τήσουµε, γράφουμε πάνω σ᾿ αὐτὴ τό- 


Ἑο, ποὺ νὰ δέχεται τὴ -4 Α. Ἔπειτα μὲ 
κέντρο τὸ Ο (8ο -- ο. 5) καὶ 


μ ἀκτῖνα τ- γράφουμε περιφέρεια. 
Τὸ πρόβλημα λύνεται, ὅταν ἀπ' τὸ 
ἩΒ φέρουμε μιὰ τέµνουσα ΒΒΛ, ποὺ 
νὰ κόβει στὰ Ε ηι Α τὶς δυὸ παρα- 
δΑ 9 
ΒΕ 
Εἴναι ζήτημα μιᾶς ἁπλῆς ὁμοθεσίας: Παίρνουμε μῆκος ΕΙ 


πάνω περιφέρειες καὶ νἆναι : 


2. . 4 , 
(μὲ - ) καὶ γράφουμε τὴν περιφέρεια (Ἁ τ- ). Αὐτὴ κόβει 


τὸ τόξο ΒΣΑ στὸ Α. 
Συμπληρώνουμε στὸ σχῆμα τὴν κατααχενή. 


Πρόβλημα: «Νὰ κατασκευάσετε τρ. ΑΒΓ ἀπ’ τὶς δυὸ πλευρές 
του (ΑΒ) -- ο, (ΑΓ) Ξ- Ὁ χι ἀπ τὴ διάµεσο (ΑΜ) -- πι, ποὺ ἀντι- 
στοιχεῖ στὴν τρίτη πλευρά». 


Περιοριζόµαστε νἁ ὑποδείξουμε τοὺς 


Α παρακάτω τρεῖς τροπους λύσης : 
1ο Τοποθετοῦμε τὴν (ΑΜ) -τι, 
ϱ ϕ γράφουμε τὶς περιφέρειες (ΑΛ, ὃ) καὶ 
. (Α, ϱ) κι ὄπειτα προσδιορίζουµε τὸ Β 
» ο " ή ΜΒ 3 ρ 
8 ἀπ τὴ σχέση -τετ ΞΞ 1 (ἀκριβέστερα 
Μ Γ ΜΓ 
| Ξ- ----1). 
Σχ. 15 ) 


2ο Τοποθετοῦὸ τὴν (ΑΓ) -- Ὁ, γρά- 
φουμε τὶς περιφέρειες (Α, ϱ) καὶ (Α, πι) καὶ προσδιορίζουµε τὸ Β ἀπ᾿ τὴ 


. ΓΝ α. 
σχέση τα πο] 
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3ο Τοποθετοῦμε πάλι τὴν (ΑΓ) Ξ- Ὁ, γοάφουµε τὶς ἴδιε περιφέ- 
| : ιδ ας άν ος Ἡ 
ρειες καὶ προσδιορίζουµε τὸ Β΄ ἀπ᾿ τὴ σχέση τμ 


Κι οἳ ὢ κατασκευὲς γίνονται μὲ σὴ βοήθεια μιᾶς ὁμοθεσίας (στὴν 
1η περίπτωση ἀντίστροφης, στὶς ἄλλες δυὸ εὐθείας). 


Ποόβλημα: κ«Δίδαται περιφέρεια Ό, μιὰ διάμετρός της ΜΑ 
καὶ δυὸ σημεῖα της Α καὶ Β στὴν πάνω ἡμιπεριφέρεα, Νά 6ρεθεῖ 
στὴν κάτω ἡμιπεριφξρειαμᾶνα σημεῖο Μ σὲ τράπο, πού, ἂν οἱ εὖ- 
θεῖες ΜΑ καὶ ΜΠ κόδουν τὴ διάμετρο στὰ σημεῖα ΓΡ καὶ Δ, νάναι : 

ος µ 


Ῥδ. 


ΟΑ ν 


Ας Ὀεωρήσουμε τὸ πρόβλημα λυµένο (σχ. 194). Οἱ ἀκτῖνε ΟΑ 
κι ΟΒ εἶναι σταθερές. Γιὰ νὰ τὶς συσχετίσουµε μὲ τὶς ἄγνωστες χορδὲς 
ΜΑ καὶ ΜΒ, ἃς φέρουμε τὴ ΓΧ || ΜΒ, ποὺ συναντᾶ τὴν ΟΒ στὸ 


Ἡ εὐθεῖα Χ, ὁμόθετη τῆς ΜΒ μὲ κέντρο Ο καὶ λόγο - , δὲν εἷ- 


ναι κατασκευάσιµη ἁπ᾿᾽ τὴν ἀρχή, μποροῦμε ὅμως νᾶχουμε τὸ σημεῖο της Ἡ 
ΟΕ µ 
3 Ι] Δ / ος πμ οντως Α ΄ ς ῃ 
ἀπ᾿τη σχέση “οΒ ὁ χόµα εἶναι 
ἆ ΑΓΕ -- ἆἕ ΑΜΒ, ἐξ αἰτίας τῆς παραλληλίας. 
Τέλος, ἔστω κι ἂν δὲν Ἑέρουμε τὸ Μ, ξέρουμε πάντως τὴ 
4 ΑΜΒ -- ω. Αὐτά τὰ συμπεράσματα τῆς ἀνάλυσης εἶναι ἀρκετά. 
Κατασκευή» Ἡροσδιορίζουμε πρῶτα τὸ σημεῖο Ε τῆς Ο08Β, γιὰ τὸ 


ὁποῖο σἘ ---«Ἑ . Ἔπειτα πάνω σιὸ τμῆμα ΑΕ γράφουμε τόξο, ποὺ 
ν 


γὰ δέχεται ιο Ἡ τοµή του ΤΓ μὲ τὴ διάµετρο ΚΛ λύνει τὸ πρό- 
βληµα (γράφουμε τῆν εὐθεῖα ΑΓΜ καὶ τέλος τὴ ΜΔΕ). 

Παρατηροῦμε ὅτι : 

1) ἅ ΛΟΕΞω. Τὸ σημεῖοο Ο βρίσκεται λουιὸν µέσα στὸ τόξο 
ΑΡΕ κι ἐπομένως τὸ τελευταῖο κόβει τὴ διάµετρο σὲ δυὸ σημεῖα Γ καὶ 
ΓΡ’ δεξιὰ κι ἀριστερὰ ἀπ᾿ τὸ Ο. Αὐτὰ τὰ σημεῖα ὑπάρχουν πάντοτε. 
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ϱ) "Αν γράψουμε τὴ διάµετρο ΒΕΟΡ, Φάᾶναι ἆ ΑΡΕ --ω. Δη- 
λαδη τὸ τόξο ΑΕ περνάει ἀπ᾿ τὸ Ῥ, ὁπότε τὸ δεύτερο σημεῖο τομῆς Γ' 
βρίσκεται στὴν προέκταση τῆς διαμέτρου ΔΕ κι ἡ ΑΓ΄ δὲν συναντᾶ 
τὴν κάτω ἡμιπεριφέρεια. 

ὭὩστε τὸ ὑπ ὄψη πρόβλημα ἔχει πάντοτε μιὰ µόνη λύση.Αν Γητή- 
σουµε νὰ δοῦμε τί γίνεται παραπέρα μὲ τὸ σημεῖο Γ΄, δἁἀ πρέπει νὰ Ἑεχω- 
ρίσουµε διάφορες περιπτώσεις ἀνάλογα μὲ τὴ θέση τῶν γεωμ. στοιχείων. 

Πρέπει νὰ συμπληρώσουμε τὴν κατασκευἠ καὶ γιὰ τὸ σημεῖο Τ’ 
καὶ γὰ μελετήσουμε τ᾽ ἀποτελέσματα γιά τὶς διάφορες περιπτώσεις τοῦ 
σχήματος. 


ΙΧ. ΟΜΟΘΕΣΙΑ 


Ἑ. Μέρος 


Συμπληρώνουμε τὴ ὑὃεωρία τοῦ Κεφαλαίου μὲ τὴ µελέτη Ὑιὰ 
τ ἀντιομόλογα σημεῖα {). 


ΣΣ. {49/ 


Στὸ σχ. 196 Κ καὶ Λ εἶναι δυὸ περιφέρειες, Ο ἕνα ἀπ᾿ τὰ κέντρα 
ὁμοιότητας (τὸ ἐξωτερικὸ) καὶ ΟΑΒΑ΄Β᾽ μιὰ ἀκτῖνα ὁμοθεσίας. 

Ἔχουμε ὀνομάσει ὁμόλογα σημεῖα (σελ. 118) ζεύγη σὰν τὰ (Α/3Α’), 
(Β, Β΄. Ζεύγη σὰν τὰ (Α., Β΄), (Β, Α’) τὰ ὀνομάζουμε ἀντιομόλογα σημεῖα. 
Αὐτὰ εἶναι τομὲς μιᾶς καὶ τῆς ἴδιας ἀκτίνας ὁμοθεσίας μὲ τὶς δυὸ πε- 
οιφέφειες, ἀλλὰ δὲν εἶναι μεταξύ τους ὁμόθετα (ΚΑ δὲν εἶναι || ΛΕΒ’. 

Ἂν φέρουμε καὶ μιὰ δεύτερη ἀκτῖνα ΟΓΔΓ΄Δ’, καθορίζουµε τὶς 
χορδὲς ΒΔ κι Α’Τ΄ μ’ ἀντιομόλογα ἄκρσ. Τὶς λέμε γιὰ τοῦτο ἰάντιομό- 
λογες χορδές. 

() Ξαναδεῖτε τοὺς ὁρισμοὺς γιὰ τὰ ὁμόλογα σημεῖα καὶ τὴν ὁμοθεσία 


γενικά, γιὰ τὰ χάντρα ὁμοιότητας, τὴ δύναμη σημείου καὶ τὸ ριζικὸ ἄξονα 
δυὸ περιφερειῶν, 
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Θεώρημα: «Οἱ ἀποστάσεις κάθε χέντρου ὁμοιότητας δυὸ περι- 
φερειῶν ἀπὸ δυὸ ἀντιομόλογα σημεῖα τους, ἔχουν γινόμενο σταθερό». 
Πρέπει δηλ. ν᾿ ἀποδείξουμε ({οχ. 195) ὅτι: (ΟΑ)’ (08’) -- στὺ. 

"Αν φέρουμε τὴν κοινή ἐφαπτομένη ΟΕΕ’, ποὺ περνᾶ ὁπ᾿ τὸ ἐξ. 

Φ. ὁμ. Ὁ, ὣᾶχουμε (ΟΔ΄’) '(ΟΒ΄) Ξ-: (ΟΕ) (ἡ δύναμη τοῦ σηµείου ὢ ὡς 
πρὸς τὸν κύκλο Λ). - 
ἌΛλλλωστε, γιὰ λόγους ὁμοθεσίας : 

ΟΑ Εκ 

οΑ σε 

Πολλοπλασιάζουµε κατὰ µέλη αὐτὲς τὶς δυὸ ἰσότητες : 


(0Α) :(08/ -- (οΕ/.: το -- 0τῇ. 


(8. Β΄ οἱ ἀπτῖνες τῶν Κ καὶ Λ). 


Μὲ τὸν ἴδιο τρόπο μποροῦμε ν᾿ ἀποδείξουμε τὸ Ὀεώρημα καὶ γιὰ 
τὸ ἐσωτερικὸ κέντρο ὁμοιότητας Ο΄ (κέντρο ἀντίστροφης ὑμοδθεσίας). 

Αν φέρουμε τὴν ἀκτῖνα ὁμοδεσίας ἄπ᾿ τὰ κέντρα τῶν κύκλων, 
δηλ. τὴ διάκεντρο ΟΖΗΖ Η’, θᾶχουμε σύμφωνα μὲ τὸ ὑπ' ὄψη δεώρη- 
μα τὶς παρακάτω ἐνδιαφέρουσες σχέσεις (σχ. 1960) : 

(0Η (07) Ξ-(0Ο2).(ΟΗ/) καὶ (0Η) .(0΄Η’ --(0’2) .(0’2). 

Μποροῦμε νἄχουμε ἀπ' τὸ θεώρημα αὐτὸ κι ὄλλα ἀξιοσημείωτα 
συμπεράσματα : 

Ἡ Νάθε τετράδα (Β, Α’, Α, Γ΄’) μὲ ζεύγη ἀπὸ ἀντιομόλογα σημεῖα 

ἀνήχει σὲ περιφέρεια (σχ. 1960). 

Αὐτὸ φαίνεται ἀπ᾿ τὴν ἰσότητα: (08). (0Α’ -- (ΟΛ) .(ΟΓ’). 

Ἂν πραγματικὰ τὸ Λ΄ δὲν ἀνῆκε στὴν περιφέρεια (Β, Δ, Γ’) κι 
ἦταν Α΄ ἡ τομή αὐτῆς καὶ τῆς εὐθείας ΟΒ, δάἄχαμε (δὲς γιὰ τὴ δύναμη 
σημείου ὡς τρὸς γύκλο στὴ σελ. 64) : (08) .(0ΟΑ’) -- (Οδ) .(ὁΓ’. 

Οἱ δυὸ παραπάνω ἰσότητες δίνουν ΟΑ΄ -- ΟΑ΄΄ καὶ τὸ Α΄ δὲν 
μπορεῖ παρὰ ν᾿ ἀνήκει στὴν περιφέρεια (Β, Δ, Γ'). 

Δηλαδὴ οἵ συλλογισμοὶ γιὰ τὸν ὁρισμὸ τῆς σελ. 64 ἰσχύουν κι ἀντί- 
στροφα. 
Ἑ Δυὸ ἀντιομόλογες χορδὲς τέμνονται πάνω στὸ ριζιχκὸ ἄξονα τῶν πε- 
ριφερειῶν ὅπου ἀγνήχουν. ) 

Οἱ τρεῖς περιφέρειες Μ,Α καὶ (Β, Α΄, Δ, Τ’) --- ἡ τελευταίσ ὑπάρχει 
ὕσιερ᾽ ἀπ τὸ προηγούμενο πόρισμα -- θἄχουν φυσικἀὰ κάποιο ϱι- 
ζικὸ κέντρο. Τὸ σημεῖο αὐτὸ εἶναι ἡ τομή τῶν κοινῶν χορδῶν ΒΔ 
κι Α΄Γ΄. ρα οἱ ἀντιομόλογες χορδὲς ΒΔ κι Α΄Γ΄ τέμνονται στὸ σημεῖο 
Π, ποὺ ἀνήχει βέβαια καὶ στὸ ριζικὸ ἄξονα (ϱ) τῶν Κ καὶ Λ. 

π Οἱ ἑφαπτόμενες σὲ δυὸ ἀντιομόλογα σημεῖα τέμνονται στὸ ριζιχὸ 

ἄξονα τῶν ὑπ ὄψη περιφερειῶν. 

Ὅταν στρέφουµε τὴν ἀχτῖνα ΟΔΓ΄ γύρω ἀπ᾿ τὸ Ο, ὥστε τὰ σημεῖα 
Δ, Γ΄ νὰ πλησιόζουν διαρκῶς πρὸς τὰ Β, 4΄--οἱ ἀντιαμόλογες χορδὲς ΒΑ 
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κι Α΄ Γ΄ τείνουν πρὸς τὶς ἐφαωπτόμενες στὰ Ὦ χι Α΄ (δὲς ὁρισμὸ ἔφα- 
πτοµένης σελ. 18) κι ἐξακολουθοῦν νὰ τέµγονται πάντα πάνω στὸ ριζικὸ 
ἄξονα (0). Αὐτὸ ἰσχύει λοιπὸν καὶ στὴν ὁριακὴ θέση, ὅπου οἱ χορδὲς 
γίνονται δυὸ ἀντιομόλογες ἐφαπτόμενες. 


θεώρημα: «Αν μιὰ περιφέρεα ὀφάπτεται σὲ δυὸ ἄλλας, ἑξωτε- 
ρικἁ ἡ ἐσωτερικὰά καὶ στὶς δυό, ἡ αὐδεῖα τῶν σημείων ἐπαφῆς 
περνάει ἀπ᾿ τὸ ἐξωτερικὸ κέντρο ὁμοιότητας καὶ τὰ σημεῖω ἑπα- 
φῆς εἶναι ἀντιομόλογα οημεῖα. τῶν Συὸ περιφερειῶν». 


ε’ Σχ 10έ 


"Ας εἶναι στὸ σχ. 190 ἃ καὶ Λ οἳ δοσμένες περιφέρειες καὶ Νί μιά 
τρίτη ἐφαπτομένη ἐξωτερικά. 

'Ἡ εὐθεῖα τῶν ἐπαφῶν Α΄Α κόβει τὴ διάκεντρο ΛΕ στὸ Ὁ καὶ τὴν 
περιφέρεια 1 σ᾿ ἕνα δεύτερο σημεῖο Δι. 

Φθάνει ν᾿ ἀποδείξουμε ὅτι τὸ Λ΄ εἶναι ὁμόλογο τοῦ Α:, ὁπότε. θάναι 
ἀντιομόλογο τοῦ Α. 

Γράφουµε τὶς εὐθεῖες (εἶναι εὐθεῖες γιατὶ οἱ περιφέρειες ἐφάπτον- 
ται) ΜΑΚ καὶ ΜΑ΄Λ, καθὼς καὶ τὴν ἀντῖνα ΚΑ. Στὰ ἰσοσκελῆ τρίγωνα 
ΑΜΑ΄ χαὶ ΑΚΑ, οἱ γειτονικὲς στὶς βάσεις ἴσες γωνίες εἶναι καὶ μεταξύ 
τους ἴσες, ἀφοῦ εἶναι κατὰ κορυφή στὸ Α. 


ρα ἕἵ ΜΑ΄Α --  ΚΑΙΑ, δηλαδή: εὐθεῖα ΜΑ΄ΛΙΙΚΑ.. 

Λὐτὸ σηµαίνει ὅτι ἡ εὐθεῖα Α΄Α, ἑνώνει τ ἄχρα παραλλήλων κι 
ὁμορθόπων ἀκτίνων, ὁπότε τὸ Όν τομὴ τῆς διαχέντρου ΚΛ καὶ τῆς 
Α΄ΑΙ, εἶναι τὺ ἐξ. κ. ὁμ. καὶ τὰ σημεῖα (Α, Α΄) εἶναι ἀντιομόλογα ση- 
μεῖα τῶν δοσµένων περιφερειῶν. 

Παρόμοια ἀποδείχνουμε καὶ τὴν παρακάτω σχετική πρόταση. 


«Αν μιὰ περιφέρεια ἐφάπτεται σὲ δυὸ ἄλλες, ἑξώτερικά στὴ μιὰ κι 
ἐσωτερικό στὴν ἄλλη, ἡ εὐθεῖα τῶν ἐπαφῶν περνᾶ ἀπ᾿ τὸ ἑοωταρικὸ κάντρο 
ὁμοιότητας καὶ τὰ σηµεία ἑπαφῆς εἶναι ἀντιομόλογα σημεῖα τῶν δυὸ περιφε- 
ρειῶν». 
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Κλείνουμ’ ἐδῶ τὴ θεωρία γιὰ τὶς ὁμόθετες περιφέρειες καὶ δίνου- 
µε μιὰ ἐφαρμογή γιὰ τ᾽ ἀντιομόλογα σημεῖα. 


Πρόβλημα: «Νὰ γράφετε περιφέρεια ποὺ νὰ περνᾶ ἀπ ἕνα 
σημεῖο Ἡ καὶ νὰ ἐφάπτεται σὲ δυὸ ἄλλες περιφέρειες Κ καὶ Α». 

Ίη περίπτωση. ΄ΗἩ ζητουμένη περιφέρεια ἐφάπτεται κατὰ τὸν ἴδιο 
τρόπο (ἐξωτερικὰ ἢ ἐσωτερικὰ) καὶ στὶς δυὸ δοσµένες περιφέρειες (σχ. 190). 

Φέρουμε τὴν εὐθεῖα Α΄ΑΟ κι ἔπειτα τὴν ΟΒ, ποὺ συναντᾶ τὴν 
ἄγνωστη περιφέρεια Μ σ’ ἕνα δεύτερο σημεῖο Β’᾽. Οἱ εὐθεῖες ΟΒΒ΄ καὶ 
ΟΑΑ᾽ εἶναι τέµγουσες τῆς Μ κι ἔχουμε: 

ΟΒ..ΟΒ’ --ΟΑ: ΟΑ’-- δύναμη τοῦ Ο ὡς πρὺς τὴ Μ () 

᾽Αλλὰ κατὰ τὰ προηγούμενα τ᾽ ἄγνωστα σημεία ἐπαφῆς Α, Α’ 
εἶναι ἀντιομόλογα σημεῖα τῶν ΓΚ καὶ Λ κι ἑπομένως : 

α.- Τὸ σημεῖο Ο εἶναι τὸ γνωστὸ ἐξ. κέντρο ὁμοιότητας (ἢ εὐθείας 
ὁμοδθεσίας) τῶν ΕΚ καὶ Λ καὶ 

β.--ΟΑ.ΟΑ΄--ΟΓ. ΟΙ” -- Ι3 (γνωστὸ τετράγωνο). 

Σύμφωνα λοιτὸν μὲ τὴν () Ο8Β/ ΟΒ’ -.Ι2 καὶ τὸ Β΄ μπορεῖ 
εὔκολα νὰ προσδιορισθεῖ. 

Μένει νὰ γράψουμε μιὰ περιφέρεια Μ ποὺ νὰ περνάει ἀπὸ δυὸ 
σημεῖα Β καὶ Β΄ καὶ νὰ ἐφάπτεται σὲ γνωστὴ περιφέρεια Κ (βλ. σελ. 12). 

2η περίπτωση. Ἡ ἄγνωστη περιφέρεια ἐφάπτεται ἐξωτερικὰ στὴ 
μιὰ κι ἐσωτερικὰ στὴν ἄλλη ἀπ᾿ τὶς δοσµένες περιφέρειες. 

Ἡ εὐθεῖα τῶν ἐπαφῶν περνᾶ ἀπ᾿ τὸ κέντρο τῆς ἀντίστροφης ὁμο- 
δεσίας (σελ. 191) καὶ μποροῦμε νὰ προχωρήσουμε ὅπως στὴν προηγού- 
µενη περίπτωση. 

Γενικὰ 4 λύσεις, 


ἵ αν 

Στὶς περιπτώσεις, ποὺ ἐξειάσαμε ἀπ᾿ τὴν ἀρχὴ τοῦ Κεφαλαίου πα- 
ραλείψαμε μονάχα ἐκείνη, ὅπου κέντρο τῆς ὁμοθεσίας εἶναι αὐτὸ τὸ ἴδιο 
τὸ κέντρο τῆς δοσµένης περιφέρειας. Τ’ ὁμόδετο εἶναι τότε μιὰ ὅμό- 
κεντρη περιφέρεια. Μιά ἐφαπτομένη τῆς πρώτης περιφέρειας ἔχει 
γιὰ ὁμόθετο μιά || ἐφαπτομένη τῆς δεύτερης. 

Ἡ παρατήρηση αὐτὴ γιὰ τὶς ὁμόκεντρες περιφέρειες εἶναι κάποτε 
χοήσιµη, ὅταν π. χ. ἀναξητᾶμε τὸ κέντρο μιᾶς περιφέρειας, Αὐτὸ «τὸ 
κέντρο μένει σταθερό, ὅταν ἀντὶ γιὰ τὴ δητούμενη περιφέρεια θεωρή- 
σουµε μιὰ ὁμύθετή της ὡς πρὸς αὐτό. Κι’ εἶναι πολὺ πιθανὸ ἡ νέα ὁμό- 
θετη περιφέρεια νὰ μπορεῖ νὰ κατασκευασθεῖ μὲ περισσότερη εὐχολία, 

Ἰδοὺ μερικὰ παραδείγματα. 


Πρόβλημα: “Νά γράψετε περιφάρεια Ἱ, ποὺ νὰ ἀφάπτεται σὲ 
μιὰ ἄλλη 0 καὶ στὶς οὐθεῖες Χ χαὶ π», 


, Γιὰ 6 ! 3 ρ . κ 
. ὅπου ἡ 1 ἐφάπτεται ἑ . 
Διακυίνουμε τὶς περιπτῶσεις κα. ξωτερικὰ ἢ ἐσω- 
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τερικἁ στὴν ϱ) καὶ κάνουμε δυὸ σχήματα ἀρ. 191, ἀλλὰ τὰ παρακάτω 
ἀναφέρονται καὶ στὶς δυὸ περιπτώσεις ἐξ ἴσου. 

Ὕστερα ἀπ᾿ ὅσα εἴπαμε, εἶναι φανερὸ ὅτι θὰ πάρουµε τ᾽ ὁμόθετο 
τοῦ συνόλου τῆς περιφέρειας 1 καὶ τῶν δνὸ ἐφαπτομέγων εὐθειῶν μὲ 


, ] ἀ ΄ 
κέντρο τὸ 1 καὶ λόγο 


10 
ΙΑ ΄ 


“ 
Ἂ 1 ΄ 
ὃν --- ο -ϱροἱλωΏωή--ί--. --- 


Σκ.ε02 


Ἡ ὁμόθετη κι ὁμόκεντρη περιφέρεια 1 θὰ περάσει ἀπ᾿ τὸ Ο κι οἱ 
ἐφαπτόμενες στὶς νέες θέσεις τους Χ’, Ψ' θάναι παράλληλες πρὸς τὶς 
Χ, Ψ καὶ σ᾿ ἀποστάσεις ἀπ᾿ αὐτὲς ἴσες μὲ τὴ γνωστὴ ἀκτῖνα Ε τῆς Ο. 

Οἱ εὐθεῖες Χ΄, Ψ΄ εἶναι λοιτὸν γνωστὲς ἀπ᾿ ἀρχῆς καὶ γιὰ νἄᾶχουμε 
τ’ ἄγνωστο κέντρο 1 ἀρκεῖ νὰ βροῦμε τὸ κέντρο τῆς περιφέρειας, ποὺ 
περνᾶ ἀπ᾿ τὸ Ο χι ἐφάπτεται στὶς δυὸ εὐθεῖες Χ΄, Ψ΄ (σελ. 144). 


Πρόβλημα: «Νὰ γράφετε περιφἐρδια Ἱ, ποὺ νὰ ἑφάπτεαται σὲ 
μιά ἄλλη 0 καὶ σὲ μιὰ εὐφεῖα Χ, ὅταν δίδεται ἁκόμα τὸ σημεῖο 
ἐπαφῆς Μ μὲ τὴν εὐθεῖα». 


.ϱΦ.ωοος 
μέ - 


Λύνουμε πάλι ὅπως πρὶν γαὶ τὶς δυὸ περιπτώσεις μαζὺ (σχ. 198) : 
Ἱ Οπιαῖτε - Ῥ. Βουδούρη Γεωμετρία 18 
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Μὲ κέντρο ὁμοδεσίας τὸ 1 καὶ λόγο 


ο - 


ΤΑ ’ Ἀάτασχευάζουμε τὰ ὁμό- 
Όετα τῆς Ι καὶ τῆς Χ. Ἡ νέα περιφέρεια περνάει ἀπ' τὸ Ο κι ἡ 
ὁμόθετη εὐθεῖα ΧΙ Χ ἀπέχει ἀπ᾿ τὴ Χ ἀπόσταση ἴση μὲ τὴν ἀκτῖνα 
τῆς Ο. 

Τὸ πρόβλημα μετατοπίστηκε στὸν προσδιορισμὸ τοῦ κέντρου 1 τῆς 
ὁμόθετης περιφέρεια-, ποὺ περνάει ἀπ᾿ τὸ σημεῖο Ο κι ἐφάπτεται στὸ 
σημεῖο Μ΄ (ΜΜ΄ | Χ) τῆς εὐδείας Χ΄. Ἡ κατασκευὴ φαίνεται στὸ σχ. 198, 
Όπου παίρνουμε τὸ μῆκος ΜΜ΄--Β κάτω ἢ πάνω ἀπ' τὴ Χ. 

Ἡ κατασκευὴ ἁρμόζει κι ὅταν ἡ Χ τέμνει τὴν Ο. Ὅταν τῆς εἶναι 
ἐφαπτομένη, ἡ μιὰ ἀπ’ τὶς δυὸ λύσεις ἐκφυλίζεται σ᾿ αὐτὴν τὴν ἴδια τὴν 
εὐθεῖα Χ. 


Πρόβλημα: «Νὰ γραφεῖ περιφέρεια 1, ποὺ νὰ ἐφάπτεται σὲ δυὸ 
ἄλλες Ο, ϱ΄ καὶ στὴν εὐθεῖα Χ». 

"Ας εἶναι 1 τὸ κέντρο τῆς ἄγνωστης περιφέρειας, Β καὶ Β΄ οἳ γνω- 

στὲς ἀκτῖνες καὶ Α τὸ σημεῖο ἐπαφῆς τῶν Ο καὶ Ἱ. ᾽Ακόμα ἂς ὑποῦέ- 


σουµε ΕΒ «“΄Κ᾿ χι ἄς φαντασθοῦμε τ’ ὁμόθετο ( 1, ἀλ-) τῆς ἄγνω- 


στης περιφέρειας. Αὐιὴ ἡ ὁμόθετη- ὁμόκεντρη περιφέρεια 1 περνάεν 
ἀπ᾿ τὸ Ο, ἐφάπτεται σὲ γνωστὴ ὁμόθετη εὐθεῖα Χ΄ ΙΧ καὶ σὲ μιὰ 
περιφέρεια (Ο’, Β΄ -«Ἔ Β). 

Τὸ πρόβλημα μετατοπίστηκε στὸ ἑξῆς: Νά προσδιορισθεῖ τὸ κέν- 
τρο 1 μιᾶς περιφέρειας, ποὺ νὰ περνάει ἀπ᾿ τὸ σημεῖο Ο, νὰ ἐφάπτεται 
σὲ μιὰ ἀπ' τὶς εὐθεῖες Χ΄ ἢ Χ΄’ΙΙΧ καὶ σ᾿ ἀπόσταση Ε ἀπ᾿ τὴν τελεν- 
ταία καὶ νὰ ἐφάπτεται ἐπίσης ἀντίστοιχα σὲ μιὰ ἀπ᾿ τὶς περιφέρειες 
(ο”, α’--Β) ἢ (0’, Β’ -|- Ε). 

«Ώστόσο ἀπ᾿ τὸ δεύτερο αὐτὸ πρόβλημα δὲν θὰ μπορούσαμε ἂν δέ- 
λαμε νὰ πᾶμε στὸ πρῶτο. 

Κάμµετε τὶς κατασκευές. 


Πρόβλημα: «Νὰ Τραφεῖ περιφέρεια 1, ποὺ νὰ ἐφάπτεται ἑξω- 
τερικἀ σὲ τρεῖς περιφέρειες (0, Ε), (0’, κ’) καὶ (0’’, α΄)», 


Παίρυουµε πάλι τ ὁμόθετο τῆς Ι μὲ κέντρο τὸ κέντρο της 1] καὶ 


λόγο . .. Ἡ νέα περιφέρεια (σχ. 199) περνάει ἀπ᾿ τὸ Ο κι ἐφάπτε. 


ται σὲ δυὸ γνωστὲς ποριφέρειες (Ο'Ε΄-Ε) καὶ (Οο”κ”.. Ε) 
--. ῥποθέτουμε μικρότερη τὴν ἀχτῖνα Ε. 
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ος 
ποσο τν 10 


᾽Αλλὰά σὲ προηγούμενο πρόβλημα (σελ. 199) εἴδαμε μὲ ποιὸ τρόπο 
προσδιορίζεται τὸ κέντρο Ι μιᾶς περιφέρειας, ποὺ περνάει ἀπὸ γνωστὸ 
σημεῖο κι ἐφάπτεται σὲ δυὺ περιφέρειες. 


ΙΧ. ΟΜΟΘΕΣΙΑ 
Γ. Μέρος 


θεώρημα: «Αν δυὀ ὅμοια εὖθ. σχήματα ἔχουν τὶς πλευ- 
ἐς τους παράλληλες ἀνὰ δυὸ (ὀμόρροπες ἢἡ ἀντίρροπες). τὰ 
σχήματα εἶναι ὁμόθατα (κατ’ εὐθεῖαν Ἡ ἀντίστροφα)». 

Παίρνουμε στὸ σχ. 200 ἕνα τε- 
τράπλευρο ΑΒΓΔ κι ἕν ἄλλο ὅμοιό 
του Α΄ Β΄ Γ’Δ΄ μὲ παράλληλες χι ὁμός- 
0οπες πλευρές. 

Ἑνώνουμε τὶς κορυφὲς Α, Β 
τοῦ πρώτου μὲ τὶς ἀντίστοιχες Α΄,Β’ 
τοῦ δεύτερου κι ἂς εἶναι Ο ἡ τομὴ 
τῶν εὐθειῶν ΑΑ΄, ΒΒ΄. Ἔπειτα ἑνώ- 
νουµε αὐτὸ τὸ Ό μὲ τὸ Γ΄” κι ὀνο- 
μάζουµε Το (μὴ σχεδιασμένο) τὴν 
τομὴ τῆς ΟΓ” καὶ τῆς ΒΓ.. 

Απ΄ τὰ ὅμοια τργ. ΟΒ΄ Γ΄ κι 
ΟΒΓΟ ἔχουμε: | 

ο8ϱ ΕΤ’ ο’ 
ϱΒ 80 ΟΠ 

Ἔξ ἄλλου χάρη στὰ ὅμοια τργ 
ΟΑ΄Β΄ χι ΟΛΗ εἶναι: 

οΟ8 οΔλ α ϱι Ε΄ Τ” 
ΟΒ ΟΑ” ΑΕΙ ΕΠ 
(ἀπ᾽ τὴν υπόθεση). 
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Απ΄ αὐτὲς τὶς ἰσότητες ἔπεται ΒΓΟ--Ξ ΒΓ, δηλ. ὅτι τὰ σημεῖα 
Γ καὶ Γο ταυτίζονται. 

Μὲ τὸν ἴδιο τρόπο μποροῦμε υγ ἀποδείξουμε ὅτι κι ὁποιοδήποτε 
ἄλλο ζεῦγος (Δ, Δ΄) εἶναι σηµεία ὅμόθετα μὲ κέντρο ὁμοθεσίας τὸ Ο καὶ 
λόγο (κατ᾽ ἀπόλντη τιμὴ) τὸ λόγο ὁμοιότητας τῶν δυὸ σχημάτων. 

Ἡ ἀπόδειξη γιὰ τὴν ἀντίστροφη ὁμοθεσία εἶναι παρόμοια. 

᾿Αχόμα μὲ τὸν τρόπο αὐτὸ μποροῦμε ν᾿ ἀποδείξουμε καὶ τὸ ἑξῆς 
ἀντίστροφο θεώρημα : 

«Τ’ ὁμόδετο ἑνὸς εὖθ, σχήµατος εἶναι σχῆμα ὅμοιο μ᾽ αὑτό. Ὁ λόγος 
τῆς ὁμοθεσίας (κατ ἁπόλυτη τιμὴ) αἶναι ἴσος μὲ τὸ λόγο τῆς 
ὁμοιότητας κι οἵἳ ὁμόλογες πλευρὲς εἶναι || ὀμόρροπες ἡ ἀντίρρο- 
πες, ἐφόσον ἡ ὀμοθεσία εἶναι εὐθεῖα 3 ἀντίστροφη». 

Γιὰ περισσότερη συντοµία μποροῦμε νὰ λέμε ὅτι δυὸ πολύγωνα 
μὲ παράλληλες χι ὁὀμόρροπες πλευρὲς εἶναι ὁμοιόσεροφα. ᾽Αλλοιῶς 
τὰ λέμε ἑτερόστροφα. | 

Τὸ παραπάνω θεώρημα ὁδηγεῖ στὰ ἑξῆς συμπεράσματα : 

" Λυὸ τρίγωνα Ἡ τετράγωνα μὲ τὶς πλευρές τους παράλληλες μιὰ. 
πρὸς μιᾶ, εἶναι πάντοτε ὀμόδετα (χιατὶ ἀναγχκαστιχκὰἁ εἶναι καὶ 
ὅμοια). 

5 Αν πάνω σὲ δυὸ παράλληλες εὐδεῖες πάρουµε δυὸ ὁμάδες ἀπὸ ση- 

μ ΛΕΒ Β5 
μεῖα Α, Β, Γ... καὶ Α΄, Β’, Γ΄... ἔτσι, ὥστε : σα -.. Γσιὰ οκ 
τότε οἱ εὖθεῖες ΑΑ’, ΒΒ’, ΙΓ”,... τέμνονται. στὸ Ίδιο σημεῖο 0 
(µέσα στὴ ζώνη τῶν παραλλήλων, ὅταν τὰ τμήματα ΑΒ καὶ Α’, 
ΒΓ καὶ Β΄ Γ΄... παἰρνουνται ἀντίρροπα χι ἔξω ἀπ᾿ τὴ ζώνη στὴν 
περίπτωση ὅπου αὑὗτὰ παίρνουνται ὀμόρροπα). 


Αὐτὺ εἶναι φανερό, ἀφοῦ τὸ ΌὉ πρέπει νἆναι κέντρο ὁμοθεσίας 
γιά τὰ ὁμόθετα σχήµατα ΟΑΡΒΓ... καὶ ΟΑ΄ΒΤ”... 

”. Ἐφαρμογὴ τοῦ συμπεράσµατος αὐτοῦ στὸ τραπέζιο : 

Θεωροῦμε τὰ µέσα Μ καὶ Ν τῶν βάσεων τοῦ τραπεζίου ΑΒΓΑ. 
ΑΝ ΜΒ ο ΑΝ ΜΒ 
Ὢν ον Ἠν Ἡνσ νὰ 

Ἡ πρώτη σχέση σηµαίνει ὅτι ἤ εὐθεῖα ΜΝ περνᾶ ἀπ᾿ τὸ σημεῖο 
τομῆς Σ τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν -- χι ἡ δεύτερη ὅτι ἡ ἴδια εὐθεῖα 
περνᾶ ἀπ᾿ τὸ σημεῖο τομῆς τῶν διαγωνίων (αὐτὸ τ᾽ ἀποδείξαμε καὶ στὴ 
σελ. 165 χωρὶς τὴ βοήθεια τῆς ὁμοδεσίας). 

Ἔχουμε ξαναπεῖ πὼς οἱ ὁρισμοί, ποὺ σχετίζονται μὲ τὴν ὅμο- 
θεσία στὸ ἐπίπεδο ἐπεκτείνονται καὶ γιὰ τὴν ὁμοθεσία στὸ χῶρο. Γιὰ 
λόγους λοιπὸν πληρότητας, ἀναφέρουμε ἀκόμα τὶς παρακάτω ᾿προτά- 
σεις, παραλείποντας τὴν ἀπόδειξή τους. 


(σχ. 165). "Βχουμε : 


5’ Τ’ ὁμόδετο ἀπιπάδου εἷν ἕνα παράλληλο ἐπίπεδο. 

3 Τὰ ὁμόδετα ἐπίποδης ἢ δίοδρης γωνίας εἶναι γωνίας ἴσες μὲ τὶς 
ἀρχωάς. : 

” Τ’ ὁμόθετο ἀπιπέδου εὖθ. σχήματος εἶν ἕνα ὅμοιο σχῆμα μὲ «ὁ ἐπί- 
πεδό του | πρὸς τ' ἀρχικό. 

Σ ἘΤ' ὁμόθετο παριφάρειας εἶναι μιὰ παράλληλη περιφέρεια, ἐνῶ τῆς 
σφαίρας εἶναι πάλι σφαῖρα. 


α 
Πρόβλημα, «᾿Απὸ σημεῖο Α νὰ γράφετε εὐθεῖα, ποὺ νὰ περνάει 


ἀπ᾿ τὸ σημεῖαο τοµῆς δυὸ εὐθειῶν Χ καὶ Ψ, ὅταν αὐτὲς συναντοῦνται 
ἔξω ἀπ᾿ τὸ χαρτὶ τοῦ σχεδίου». 


"Ας φέρουµε ἀπ᾿ τὸ Α (σχ. 201) τυ- 


χαΐα εὐθεῖα ΒΓ, ποὺ νὰ συναντᾶ τὶς Χ . 3 : 

καὶ Ψ στὰ ἩἙ καὶ Τ. -π Ἑσ 
Κατόπι πάνω στὴν τνχαία ἐπίσης -.- 

Β/Γ’ | ΒΓ ἃς προσδιορίσουµε τὸ σημεῖο πε πο 

Α΄ ἔτσι, ὥστε : ο. τς μι (βλ. σκ). | . (ο 
Κατὰ τὰ προηγούμενα οἱ εὐθεῖες σ ο 

ΑΛ’, ΒΒ’, ΓΤ" περγᾶνε ἀπ᾿ τὸ ἴδιο ση- σοι 

μεῖο -- δηλ. ἡ ΑΑ΄ περνάει ἀπ' τὸ ση- ν 


Μεῖο τομῆς τῶν Χ καὶ ὕ. 


Πρόβλημα: «Ἠέσα στὸ ἄνοιγμα μιᾶς ᾱ Χοῦ νὰ Ερήτε τὸν 
τόπο τῶν σημείων, ποὺ οἳ ἀποατάσεις τους ἀπ’ τὶς πλευρὲς τῆς 
ΜΑ µ 


γωνίας νᾶχουνα λόγο σταθερό : ο ο οἳ 


"Ας εἶναι Μ ἕνα σημεῖο τοῦ τό- 
που (σχ. 202) καὶ Ρ ἕν᾽ ἄλλο ἐπίσης : 
ΡΡ μ 


Θάχουμε: -α- τ-τκ-. 


Τὰ τργ. ΜΑΗ καὶ ΡΓΑ εἶναι 
ὅμοια, τόσο ἐξ αἰτίας τῆς πιὸ πάνω 
ἀναλογίας, ὅσο καὶ γιατὶ γιὰ λόγονς 
παραλληλίας «ἃ ἈΜῃ-- «ΓρΔ. 
ἍΑλλ’ ἀχόμα αὐτὰ εἶναι χι ὁμόθετα μὸ χέντρο ὁμοθεσίας τὸ Ο. 

Ὥσιε ἡ εὐθεῖα ΜΕΡ περνάει ἀπ᾿ τὸ Ο κι ὃ τόπος εἶναι ἡ εὐθεῖα ἢ 
τμῆμα τῆς εὐθείας ΟΡ. 


198 Ἡ μεθροδιχκἡ λύση τοῦ -γεωμετρικοῦ προβλήματος 


ο ΄ [ [. ΡΕ µ , 4 ε 
Αντίστροφο:. Ὑποθέτουμε Ῥλ ον καὶ γράφουμε τὶς ἀπο- 


στάσεις τοῦ τυχαίου σηµείου Μ τῆς ΟΡ ἀπ᾿ τὶς πλευρὲς τῆς ἆ Χοψ. 
Σχηματίζονται ὅμοια τρίγωνα, ἀπ᾿ ὅπου: 


ΜΑ ΟΝ - ΜΗ οΝΜ 


και 


Ρ; ΟΡ Ῥδ ΟΡ] 
Δρα: ΜΑ ΜΒ ως. ΜΑ ΣΓ  ν 
Επ ΡΕ  Ῥδο πτ ΜΕ Ῥδ ον 


Ὁ τόπος εἶναι λοιπὸν ἡ ἡμιευθεῖα 0ΕΡ7. 

Αν ἀντὶ τῆς γωνίας θεωρήσουμε δυῥ τεµνόµενες εὐθεῖες ΧΧ΄ καὶ 
ΨΨ΄, ὃὄχουπιε γιὰ τόπο δυὸ ὁλόνληρες εὐθεῖες. Κι’ ἂν ἀνόμα ἀδιαφορήσου- 
µε ἂν ὁ ἀπύσταση ΜΑ ἀπ᾿ τὴ Χ Ὀάὰ βρίσκεται στὸν ἀριθμητὴ ἢ στὸν πα- 
θονομαστὴ τοῦ λόγου, ὃ τόπος Ὁ) ἀποτελεῖται ἀπὸ 4 εὐθεῖες (μπορεῖτε νὰ 


ν ϱ τον , «γ µ ---ι ” σ 5 ’ 
τὶς σχεδιάσετε). τὴν περίπτωση ὅπου πσλςςς 1 Ἑέρουμε ὅτι ὁ τύπος 


εἶναι Ω σταυρὸς τῶν διχοτόµων (σελ. 15). 


Πρόβλημα: «Νὰ ἐγγραφεῖ σὲ τρίγωνο τετράγωνο». 
Α Ὑποδέτουμε ὅτι τ) ἄγνωστο τετράγωνο 
͵ εἶναι τὸ ΜΝΤΡ (σχ. 209) μὲ τὴ μιὰ πλευρά 
του πάνω στὴ βάση ΒΓ. Κατασκευάζουμε: 
καὶ τὸ τετράγωνο μὲ πλευρά τὴ ΒΓ. 

Δυὸ τετράγωνα εἶναι βέβαια πάντοτε 
ὅμοια. ᾽Αλλὰ τὸ ΜΝΤΡ καὶ τὸ ΒΓΔΕ. 
ἔχουν ἀκόμα τὶς πλευρές τους παράλληλες 
πι ὀμόρροπες. Είναι λοιπὸν κατ εὐθεῖαν' 
ὁμόθετα, δηλ. οἱ εὐθεῖες ποὺ ἑνώνουν τὶς 
ὁμόλογες κορυφὲς περνοῦν ὅλες ἀπ᾿ τὸ ἴδιο 
σημεῖο. 

Δνὸ τέτοιες εὐθεῖες περνᾶνε κιόλας ἀπ᾿ 

εἰ Δ ῥᾖἵὸ Α. "ρα τὸ σηµε ο αὐτὸ εἶναι τὸ χέντρο 
Σχ. 205 τῆς ὁμοθεσίας καὶ ὰ περνάει ἀπ᾿ αὐτὸ χι 
ἢ ἀκτῖνα ΕΡ. 

Κατασκευή. Σύμφωνα μὲ τὸ συμπέρασμα τὴς ἀνάλυσης, γράφουμε 
τὴ ΒΕ Ι ΒΓ καὶ παίρνουμε (ΒΕ) -- (ΒΓ). Ἡ εὐθεῖα ΑΕ, κόβει τὴ ΒΓ 
στὸ Ῥ. Φέρουμε τὴ ΡΜ 1 ΒΓ καὶ συμµπληρώνουμµε τὴν ἐγγραφὴ τοῦ τε- 
τραγώνου. 


Πρόβλημα: «Νὰ ἐγγραφεῖ τετράγωνο σὲ ἡμικύχλιο ΑΒ». 
Ας εἶναι ΤΡΝΜ τὸ ἐγγεγραμένο τετράγωνο κι ΑΒΓΔ ἄλλο γγωστὸ 
μὲ πλευρά ΑΒ (σχ. 204). Τὰ δυὸ τετράγωνα ἔχουν τὶς πλευρές τους πα- 
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θάλληλες κι ὀμόροοπες, εἶναι δηλ. κατ᾽ εὐθεῖαν ὁμόῦθετα μὲ χέντρο ὁμο- 
Βεσίας κάποιο σημεῖο Σ τῆς διαμέτρου ΑΒ, ὅπου δυὸ ὁμόλογες πλευρές. 
Γιὰ τὸ σημεῖο αὐτὸ εἶναι. 

ΣΕ ο Ἱ ΣΑ - ΣΙ ΣΗ-- ΣΡ , ΑΤ ΕΡΒ 


μα πε λα πρ 55 

Ἐπειδὴ ὅμως ΜΝ || ΑΒ, οἱ ἀριῦ μητὲς τῆς τελευταίας ἀναλογίας εἶναι 

ἴσοι. θάναι λοιπὸν ἐπίσης χι οἱ παρονομαστὲς (ΣΑ «-- ΣΕ), δηλ. τὸ Σ δὲν 

εἶν᾽ ἄλλο ἀπ᾿ τὸ κέντρο Ο τοῦ ἡμικύκλιου. Ἡ κατασκευῆ εἶναι πιὰ φανερή. 
Δ Γ 


Σχ, 200 


Πρόβλημα: «Μέσα σ᾿ ἕνα τργ. ΛΒΤ νὰ ἐγγράφετε ἄλλο ΔΕΖ μὲ 
τὶς πλευρές του παράλληλες πρὸς τὶς γνωστὲς διευθύνσεις ὦ, Χ, Ψ». 
Προχωρύντας πάντοτε ἀναλυτικά, ὑποθέτουμε ὅτι τὸ τργ. ΔΕΖ τοῦ 

σχ. 200 λύνει τὸ πρόβλημα. 

Ας γράψουμε τὴν τυχαία εὐθεῖα ΖΤ || Χ κι ἀπ᾿ τὰ σημεῖα Ε’, 2’ 
τὶς Ε/Δ’ | ὢ καὶ ΖΔ΄ || Ψ. Σχηµατίζουµε ἔτσι ἕνα τργ. ΔΈΕ΄Ζ᾽ προφανῶς 
ὁμόδετο μὲ τὸ ΔΕΖ. Οἱ δυὸ ἀκτῖνες ὁμοθεσίας ΕΙ καὶ Ζ7΄ καδορίζουν 
στὴν τομή τους Α τὸ κέντρο τῆς ὁμοθεσίας αὐτῆς. 

Τέλος ἡ εὐθεῖα ΑΔ΄ δίνει τὴ θέση τοῦ Δ πάνω στὴ ΕΒΓΡ. 


Πρόβλημα: «Σ ἕνα τρ. ΑΒΓ νὰ ἐγγραφεῖ ἄλλο ΔΕΖ, 
ὅταν εἶναι γνωστὴ ἡ θέση τῆς πορυφῆς Δ, ἡ «ά ΒΔΖ -- ω κι ὅτι 
ἡ πλευρὰ Ε7 εἶναι παράλληλη πρὸς γνωστὴῆ διεύθυνση Χ». 
Γράφουµε αὐδαίρετα 
(σχ. 206) τὴν ΕΙ Χ κι 
ἔπεια τὶ Εδ' | ΕΔ, 
7ΖΔ' || 2Δ. Ἔχουμε ἔτσι 
τὰ τργ. ΔΕΖ καὶ ΔΕΖ 
ὁμόθετα μὲ κέντρο ὅμο- 
Ὀεσίας τὸ Α. 

Ἡ ἀνάλυση αὐτὴ μᾶς 
παρακινεῖ στὺ νὰ κα- 
τασκευάσουµε ἀπ' τὴν ᾱρ- 
χἡ , ἂν μποροῦμε, τὸ τργ. ΔΈΖ. 


Κατασκευή: «Φέρουμε τὴν τυχαία τέµνονσα ΕΖ ΙΧ. 
Ἐπειδὴ ἆἅ ΕΔΝζ -- ἅ ΕΔΖ-- ω, γράφουμε πάγω στὸ τμῆμα 
Ε Δ΄ τόξο ποὺ νὰ δέχεται τὴ «ἕ ω. Αὐτὸ τὸ τόξο κόβει τὴ γνωστὴ εὖ- 
θεῖα ΑΔ στὸ Δ’. Ἔπειτα φέροσµε τὶς ΔΕ | ΔΈ΄ καὶ ΔΖ| 7’. 
ἩΜποροῦμε νὰ ἐπαναλάβουμε τὴν κατασκευή, παίρνοντας τὸ τόξο 
ΕΔ/Ζ πρὸς τ) ἀντίδετο µέρος τῆς ΕΖ. ἩΠρόπει νὰ διακρίνουμε 
δν» ”. 
τότε δυὺ περιπεώσεις: ο ὦ ὃά καὶ 2ο «ω «ΑΔ. 
Πῶς εἶναι τὸ σγῆμα στὶς περιπτώσεις αὐτές ; 
α 
Πρόβλημα: «Δίδονται τρεῖς εὐθεῖες ΟΣ, ΟΨ, 07 μὲ κοινὸ τὸ 
σημεῖο Ό. Νὰ γραφεῖ περιφέρεια, ποὺ νὰ ἑφάπτεται στὴν ΟΣ, 


γᾶχει τὸ κόντρο της στὴν ΟΨ καὶ ν᾿ ἀποχόδει ἀπ' τὴν Ο0ὔ χορδὴ 
μὲ γνωστὸ µῆκος ἃ». 


χ 


Ἡ εὐθεῖα ΟΨ, καθὼς περνάει ἀπ᾿ τὸ κέντρο, εἶν ἕνας ἄξονας συµ- 
µετρίας τοῦ σχήµατος. Αὐτὸ σηµαίνει πὼς ἡ Χ’, συμμετρικὴ τῆς Χ ὡς 
πρὸς τὴν Ψ, ἐφάπτεται ἐπίσης στὴν περιφέρεἰα {σχ. 201). 

"Ας εἶναι 1 τὸ κέντρο τῆς ἄγνωστης περιφέρειας. ᾿Ακόμα ἂς γρά- 
Ψουμε μιὰ ὁποιαδήποτε περιφέρεια 1’, ποὺ νὰ ἐφάπτεται στὶς εὐθεῖες 
ΟΧ νι ΟΝΧ’. 

Τὸ Ο Φάναι κέντρο εὐδείας ὁμοθεσίας γιὰ τὶς δυὸ περιφέρειες Ι 
καὶ 1’. Οἱ ὁμόλογες ἀκτῖνες θάναι τότε ἀνὰ δύο παράλληλες: 18/1 Β’, 
ΙΓ ΤΓ Γ΄ κι ἀπ᾿ τὰ ὅμοια τργ. Β1Γ, ΒΊ΄ Γ΄ θἄᾶχουμε: 

ΡΤ ᾖἵΤτ' λος ΒΤ΄ ΟΥ 
στ πι ο Ἡππ ο) 

Δηλαδὴ μποροῦμε νᾶχουμε τὸ ἐπιθυμητὸ µῆκος ΟΙ σὰν τετάρτη 

ἀνάλογο τῶν γνωστῶν μηκῶν: ΕΒΕ’ Γ’, ΒΓ--α ΟΙ’. 


Πρόβλημα: «Νά γράψετε περιφέρεια, ποὺ νὰ περνάει ἀπὸ ση- 
μεῖο Ῥ καὶ νὰ ἀφάπτεται σὲ δρομένη εὐθεῖα Χ χαὶ περιφέρεια 0». 


Ίη περίπτωση: Οἱ δυὸ περιφέρειες ἐφάπτονται ἐξωτερικά. 
Στὺ σχ. 208 1 ἂς εἶναι τ' ἄγνω- 


στο κέντρο. Γῥράφουμε τὴν 
ΙΑ 1 Χ, καθὼς καὶ τὴ διάµετρο ΒΓ 


τῆς ΟΙ Χ. 


Ἡ εὐθεῖα ΑΒ ἑγώνει τ᾽ ὄκρα πα- 
ραλ)λήλων κι ἀντιρυόπων ὀκτίνων καὶ 
συνεπῶς περνάει ἀπ᾿ τὰ κέντρο τῆς ἀντί- 
στροφής ὁμοθεσίας, δηλ. ἀπ᾿ τὸ σημεῖο 


ἐπαφῆς Μ. 


Ὀνομάζουμε Ε΄ τὸ δεύτερο όη- 
μεῖο τομῆς τῆς ΒΡ καὶτῆς περιφέρεια; Ι. 
Ἐναι (δύναμη σηµεἰου ὡς πρὸς κύχλο): 


ἀκτῖνα 


Α 
Σχ.2068 


ΒΡ’ .ΒΡ -- ΒΗ. ΒΛ. Εξ ἄλλου τὸ τειράπλευρο ΑΔΓΜ εἶναι ἐγιρά- 
ψιµο, ἀφοῦ οἳἵ δυὸ ἀπέναντι γωνίες του Δ καὶ Μ εἶναι ὀρδές: 


Εἶναι λοιπὸν ἐπίσης: 


ΡΓ. ΒΔ -- ΒΜ: ΒΑ. 


Συμπεραίνουµε: ΒΡ΄:ΡΡ -- ΒΓ.: Βδ. 
Τὺ µῆκχος ΒΡ΄ παρουσιάζεται σὰν τετάρτη ἀνάλογος τρνῶν γνω- 


στὸν 


«Χὰ γραφεῖ περιφέρεια, 


μηκῶν καὶ τὸ πρόβλημα μετατοπίζεται στὸ ἑξῆς: 


ποὺ νὰ περνάει ἀπὸ ὃδυὸ σημεῖα Β, Ρ’ καὶ 


ἄν 


νὰ ἀφάπτεται σὲ γνωστὴ εὐνεῖα Ἡ περιφἑρεια». 
Αὐτὸ τὸ λύσαμε στὶς σελ. 66, 12. Ὑπάρχουν γενικἀ δυὸ λύσεις. 


2η περίπτωση: Οἱ περιφέρειες ἐφάπτονται ἐσωτερικά (σχ. 209). 


Αν ἐπαναλάβουμε τὴν πιὸ πάνω χατα- 
σκευή, θὰ δοῦμε ὅτι ἡ ΑΓ, ποὺ ἑγώγει τ 
ἄκρα δυὸ παραλλήλων χι ὁμορρόπων 
ἀκτίνων, περνᾶ ἁπ᾿ τὸ κέντρο τῆς εὐθείας 
ὁμοῦεσίας. Ἰαὶ τὸ κέντρο αὐτὸ εἶναι 
πάλι τὸ σημεῖο ἐπαφῆς Μ. 

᾿Εξ ἄλλου τὰ 4 σημεῖα ΑΛ, Δ, Μ, Ὦ 
ἀνήκουν σὲ περιφέρεια μὲ διάµειρο ΑΒ 
κι ἔχουμε ὅπως καὶ πρίν: 

ΓΡ’. ΓΡΞ: ΓΑ: ΡΜ -- ΓΔ: ΓΕ. 

Προσδιορίζουμε λοιπὸν τὸ Ρ΄ απ. 


αν) 
ν 


205 Ἡ µεθοδιχήη λύση τοῦ Υδωματρικοῦ προθλήµατος 


Προβλήματα 


100.- -ὰ χατασκευάσετε μὲ τὸν Χανόνα καὶ τὸ διαβήτη τὰ ὁὀμόθετα δια- 
φόρων εὐδειῶν καὶ περιφερεεῶν μὲ διάφορα Ἀάντρα καὶ λόγους 
ὁμοθασίας (θατικοὺς κι ἀρνητιχούς). 

301.--Νὰ 6ρῆτε τὸ γεωμ. τόπο τῶν κέντρων θάρους τῶν τριγώνων μὲ 
σταθερή θάση καὶ γνωστὴ τὴ γωνία τῆς κορυφῆς. 

102.-- Τόπος τῆς κορυφῆς Α τργ. ΑΒΓ μὲ σταδερὴ τὴ δάση ΒΡ Χαὶ γνωστὴ 
τὴ διάµεσο ὮΜ. 

303.--- Τόπος τῶν κάντρων θάρους τῶν τριγώνων μὲ στανδερὴ δάση καὶ 
γνωστὸ ἀμδαδό. 

3404.- -Νὰ κατασκευάσετε τρίγωνο ἀπὸ μιὰ κορυφή του, τὸ χάντρο 6άρους 
του χαὶ δυὸ εὐθεῖαες ὅπου Ερίσκονται οἱ δυὸ ἄλλες κορυφές. 
305.--Σὲ δοσµάνο τετράπλευρο νὰ ἐγγραφεῖ παραλληλόγραμμο ὅταν δίδεται 

τὸ κέντρο του. 

306.---Σὲ τργ. ΑΒΙΓ δίδονται οἳ πλευρὲς ΑΒ χι ΑΓ καὶ τὸ μῆχος τοῦ τμή- 
µατος ποὺ ἑνώνειτὸ Α μὲ τὸ σημεῖο ποὺ διαρκεῖ τὴ ΒΓ σὲ λόγο 1]. 
1ο Κατασκευάστε γεωματριχκὰ «τὸ τρίγωνο. 
2ο Ὑπολογίοτα τὸ µῆκος ΒΡ συναρτήσει τῶν δοσµένων μηχῶν. 

107.- Νὰ φόρετε τέµνουσα ποὺ νὰ διαιρεῖται σὰ τρία ἴσα µάρη (νὰ τριχο- 
τομεῖται) ἀπὸ δυὸ ὁμόκεντρες περιφέρειες. 

308.--Νὰ γράψετε µέσα σὲ χύχλο τέµνουσα ποὺ νὰ τριχοτομεῖται ἀπὸ δυὸ 
δοσµένες ἀκτῖνας του. 

3090,--Νὰ κατασκευάσετε τρίγώνο ἀπὸ μιὰ πλευρά, τὴν ἀπέναντι γωνία του 
καὶ μιὰ διάµεσο. 

310,.--Νὰ κατασκευάσετα παρ)μο ὅταν γνωρίζετε δυὸ κορυφές του κι ὅτι 
ἄλλες δυὸ ἀνήκουν σὲ δοσµένη πθριφάρεια (ὁ περιπτώσεις). 

311.--Νὰἁ κατασκευάσετε τρίγωνο ἀπὸ δυό πλευρὲς καὶ τὴν περιεχοµένη 
διχοτόµο του. 

1]2.--Νὰἁ χατασκευάσετε τργ. ΑΒΓ ἀπὸ μιὰ πλευρὰ ΒΓ, τὸ ἄθροισμα ἢ τὴ 
διαφορὰ τῶν τετραγώνων τῶν δυὸ ἄλλων πλευρῶν καὶ τὴ διά- 
µεσο ΒΜ. 

313.--Νὰ φέρετε ἀπ᾿ τὴν κορυφὴ Α τργ. ΑΒΓ μιὰ εὐθεῖα Χ τέτοια, ὥστε ο: 
ἀποστάσεις τοῦ Α ἀπ᾿ τὶς προθολὲς Β’, Γ΄’ τῶν Β, Γ πάνω σ᾿ αὑτὴ 

ΑΒ μµ 
νᾶχουν δοσμένο λόγο (αρ πο ) ; 

314.--Σ' ἕνα τρίγωνο ἡ θάση µάνει σταθερή, χατὰ τὴ θέση καὶ τὸ µέγεδος, 
ὅπως ἐπίσης καὶ τὸ ἴχνος τ ἁὐτίστοιχου ὕφους. Νὰ δρῆτα τὸν τόπο 
τοῦ κέντρου θάρους τοῦ τριγώνου. 

3/5.--Νὰ κατασχευασθεῖ ὀρθ. τργ. ἀπ᾿ τὶς δυὸ διάµεσες τὶς ἀντίστοιχες στὶς 
κάθετες πλευρές. 
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δἱ6.--Νὰ κατασκευασθεῖ τργ. ΑΒΓ ὅταν δίδονται ἡ ΒΓ -- α, ἡ 4 Β κι ἡ 


«ἵ ΒΜΓ μεταξὺ τῆς διαμέσου ΏΜ καὶ τῆς ΑΓ. 
417.--'Απὸ δοσμένο σημεῖο Α νὰ φέρετε εὐθεῖα ποὺ νὰ συναντᾶ. δυὸ δοσµάνες 
µ 


ΑΒ 
εὐθεῖες Χ καὶ Ψ στὰ σηµεῖα Β καὶ Τ ἔτσι, ὥστε προσ 


318. -ΔίΔεται περιφέρεια Ο καὶ μιὰ σταδερἡ της διάμετρος ΑΒ. Φάρουμε 
ἀπ᾿ τὸ Α τυχαἰα χορδὴ ΑΓ καὶ τὴν προεκτβίνουµε κατὰ μῆκος 
ΓΑ ἴσο πρὸς τὸν ἑαυτό της. Νὰ βρεθεῖ ὁ τόπος τοῦ αηµδίου τομᾷς 
τῶν 0Δ καὶ ΕΒΓ. 

310, --Σ᾽ ὄνα τραπέζι δίδονται οἱ δυὸ δάσεις καὶ μιὰ ἀπ᾿ τὶς μὴ παράλληλες 
πλευρές. Ἐπὶ πλέον εἶναι γνωστὸ ὅτι ἡ μιὰ δάση μένει ἀμετακί- 
νητη. Νά θρεθεῖ ὃ τόπος τῆς τοµῆς τῶν διαγωνίων. 

420.- -'Απὸ δὀσµένο σημεῖο Α, ἑχτὸς κύκλου, νὰ γραφεῖ τέµνουσα τάτοια, 
ὥστε τὸ γινόμενο δλόκληρης τῆς τάμνουσας ἐπὶ τὸ τμῆμα µέσα 

'. στὸν χύχλο. νᾶναὶ ρισμένο (53). 

12].--Οἱ γειτονικὰὲς πλευρὲς ἑνὸς τετραπλεύρου εἶναι ἀνὰ δύο ἴσες χαὶ μιὰ 
πλευρὰ εἶναι ἁμετακίνητη. Ν᾿ ἀποδείξετε ὅτι αὐτὸ τὸ τετράπλευρο 
ἐφάπτεται πάντοτε σὲ δυὸ περιφέρειες καὶ νὰ θρῆτα τὸν τὀπο τῶν 
Χάνερων αὐτῶν τῶν Περιφερειῶν. | 

322.- -Νὰ κατασκευάσετ ἐγγράφιμο τετράπλευρο ΑΒΓΑ ὅταν δίδονται ἡ 


ὰχ Α, ἡ διαγώνιος ΒΔ, ἡ 4 ΑΛΒά χι ὃ λόγος τῶν τμημάτων στὰ 
δποῖα ἡ ἄλλη διαγώνιος ΑΓ χωρίζεται ἀπ᾿ τὴ ΒΔ. 

323.-- Σὲ τετράπλευρο ΑΒΓΑ ἡ πλευρὰ ΑΒ µέγει σταθερὴ χι ἁματακίνητη, 
ἑνῶ εἶναι γνωστά τὰ µήχη Β5, ΤΑ, ΑΓ. 
1ο Τόπος τοῦ µάσου τῆς διαγωνίου ΒΔ. 
9ο Τόπος τοῦ μέσου τοῦ τμήματος ποὺ ἐγώνδι τὰ µάσα τῶν δια- 
γωνίων. 

324.-- Απ΄ τὴν τομὴ Α δυὸ περιφερειῶν «φάρουµε τυχαία τάμνουσα, ποὺ 
συναντᾶ τὶς περιφέρειες στὰ Β καὶ Τ. Πάνω στὴν εὐθεῖα ΒΑΓ παίρ- 
γουµε μῆχος ΑΜ -- ΑΒ -ἐ- ΑΙ. Τόπος τοῦ Μ. 

325.---Δίδεται κύκλος χι ἡ χορδὴ ΑΒ ἑνὸς τεταρτημορἰου του. ΄Απ’ τὸ Α 
φέρουμε μιὰ στρεφομένη χορδὴ ΑΤ καὶ ζητοῦμε τὸ Υ. τόπο τῆς 
τέταρτης κορυφῆς τοῦ παρ]μου μὸ πλευρὲς ΑΒ χι ΑΓ, 

126.--Νὰ γράφετε περιφέρεια ποὺ νὰ περνᾶ ἀπὸ σημεῖο Α καὶ νὰ ἑφάπτεται 
σὲ δυὸ ἴσες περιφέρειες. 

127.- Περιφέρεια ποὺ νὰ ἐφάπτεται ἑσωτερικὰ σ᾿ ἄλλες τρεῖς ἴσες. 

328.-- Περιφέρεια ποὺ νὰ ἐφάπτεται ἐξωτεριχὰ σὲ τρεῖς ἄλλες, ἀπ᾿ τὶς ὁποῖες 
οἱ δυὸ ἴσες. 

120.- Νὰ ἐγγραφεῖ σὲ τρίγωνο παρ]µο ὅταν δίδονται ὁ λόγος τῶν πλευρῶν 
του καὶ μιὰ χορυφἠ του πάνω στη δάση τοῦ τριγώνου. 

330.---Νὰ ἑγγραφεῖ σὸ χυχλικὸ τμῆμα ὀρθογώνιο ὅμοιο μ’ ἄλλο γνωστὀ. 
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391.--Νὰ ἐγγραφεῖ τατράγωνο σὲ χυχλικὸ τοµέα, 

332.--Νὰ ἐγγραφεῖ σὲ τρίγωνο παρ)μο ὅμοιο μ᾿ ἄλλο γνωστό. 

433. -Δίδονται περιφέρεια 0 χι εὐθεῖα Χ. Νὰ γράφετα ἄλλη περιφέρεια ποὺ 
νὰ ἐφάπτεται στὴν 0, νᾶχει τὸ κέντρο της πάνω στὴ Χ καὶ νὰ 
περνάει ἀπὸ σημεῖο Α αὐτῆς τῆς εὐθείας. 

394.---Δίδοντα. 4 αὐθεῖες Χ, Ἡ, 7, Ί. Νὰ γραφεῖ εὐθεῖα | Ἐ ποὺ νὰ χωρί- 
ζεται σ᾿ ἴσα µέρη ἀπ' τὶς ὃ ἄλλες. 

315.---Δίδεται ζ ΧΟΨΒ. ᾽Απὸ κάποιο σημεῖο τῆς ΌΨ φέρουμε τή 
ΜΑ | ΟΧ καὶ πάνω στὴν ἢ πρὸς τὴν ΟΧ παίρνουμε ΜΗ -- ΜΑ. 
Τόπος τοῦ Β. 

336. -Νὰ ἑγγραφεῖ σὲ τρἰγωνο ὀρθογώνιο μὲ ὖνωστὴ περίμετρο ὁτ. 

137.-- Τόπος τῶν σηµείων ἐπαφῆς τῶν εὐθειῶν ποῦναι || πρὸς γνωστή διεύ- 
θυνση χι ὀφάπτονται σ᾿ ὅλες τὶς περιφέρειες τὶς ἐφαπτόμενες στὶς 
δυὀ πλευρὲς δοσμένης γωνίας. 

338.- Τόπος τοῦ σηµείου Μ μὸ τῆν ἰδιότητα : Αν γραφοῦν οἱ κάθετες ΜΕΡ 
χαὶ ΜΤ πρὸς τὶς πλευρὲς μιᾶς γωνίας, ἡ ΡΤ νάναι || πρὸς γνωστή 


διεύθυνση. 
130.- -Σὲ τρίγωνο ΑΒΓ νὰ ἐγγραφεῖ ἄλλο ΔΕΖ ὅταν εἶναι γνωστὴ ἡ κο- 
ρυφη ἂΔ, ὁ λόγος -ᾱᾱ- ΞΞ --- κι ἡ διεύθυνση τῆς Ε2. 


340. Δίδεται «ἅ ΧΟΨ.Νὰ 6ρῆτε τὸν τόπο τῶν σημείων Α τέτοιων, ὥστε ἂν γρά- 
ψετε τὶς παράλληλες ΑΒ χι ΑΓ πρὸς τὶς πλευρὲς τῆς γωνίας, νᾶχετς 
ΑΒ µ 
αἲ ο νο κ 

341.-- Απὸ σημεῖο Δ τῆς θάσης ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ νὰ γραφοῦν οἱ τέµνου- 
σες ΔΕ χαὶ ΔΖ παράλληλες πρὸς γνωστὲς διευθύνσεις, ὥστε νᾶναι 
ΔΕ -- Δ7Ξλ. 

342.---Δίδονται δυὸ περιφέρειες ἑφαπτόμενες στὸ Α. Στὴ μιὰ ἀπ᾿ αὐτὰς φὲ- 
ρουµε τυχαία (ορδηῆ ΑΒ καὶ µέσα στὴν ἄλλη τὴ χορδὴ ΑΓ 1 ΑΒ. 
Τόπος τῆς προθολῆς τοῦ Α πάνω στὴ ΒΓ. 

343.--Νὰ ἐρῆτε μιὰ διεύθυνση τέτοια, ὥστε, ἂν φέρουμε ἀπ᾿ τὶς πκορυφὲς 
ἑνὸς τριγώνου τὰ παράλληλα πρὸς αὐτὴ τµήµχτα ΑΑΛ΄ Ξξ-κ, 
ΒΒ΄ Ξ- ται, ΡΕ" Ξπ µμὲ γνωστὰ μήκη, τὰ τρία σημεῖα Α΄, Β’, Γ’ 
νὰ βρίσχονται ἐπ᾿ εὐθθίας. 

44.- -«Δίδονται δυὸ εὐθ, τμήματα ΑΒ γαὶ ΓΔ. Νὰ θραθεῖ ὃ τόπος τῶν ση- 
µείων 3 τέτοιων, ὥστε τὰ τρίγωνα ΜΑΒ χαὶ ΜΓΑ νᾶναι ἰσοδύναμα. 

345.--Δίδονται ὃ εὖν, τμήματα ΑΒ, ΓΔ, Ε7. Νὰ δρεθεῖ σημεῖο 0 «ότοιο, 
ὥστε τα τρίγωνα 0Α8Β, 0ΓΔ, ΟΚ7 νάνα. ἰσοδύναμα. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ Χ 


ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ 


Α. Μέρος 


Εἰσαγωγικὸ πρόβλημα: κ«Αίδονται δυὸ σημεῖα 0 κι 
Α χι ἕνα µῆχος Ἱ. Ζητεῖται νὰ Αρεθεῖ πάνω στήν εὐθεῖᾳ ΟΑ ἕνα 
σημεῖο Α΄, γιὰ τὸ ὁποῖο: (ΟΑ’) .(0Α) --- 2». 

Ἡ κατασκευἠ φαίνεται στὸ 
διπλανὺὸ σχ. 910: Φέρουμε τὴν 
ΟΚ Ι ΟΑ, µπαίρνουμε µμῆκος 
(ΟΚ) --κ καὶ γράφουμε τὴν 


ο 
ΚΑ΄ 1 ΚΑ. 

Κατὰ τὸ Πυθαγόρειο Θεώ- 
ϱηµα εἶναι : 


(0Α”): (0Α) -- οκ)” -- κ». ὃν αι 

Τὸ μῆχος ΟΛ΄΄ μπορεῖ τώ- 
ρα νὰ παρθεῖ καὶ πρὺς τὰ δεξιὰ τοῦ Ο, στὴ θέση ΟΛ’. 

“Ορισμοί. Κάνουμε καὶ δῶ μιὰ παραδοχἢ ἁντίστοιχη μὲ χείνη 
γιὰ τό λύγο τῆς ὁμοθεσίας. Δεχόμαστε δηλαδἡ ὅτι τὸ γινόμενο Κ εἶναι 
δετικό, ὅταν τὰ τµήµατα ΟΑ΄ κι ΟΑ εἶναι ὁμόρροπα: ἀλλοιῶς δεχόµα- 
στε ὅτι τὸ γινόμενο εἶναι ἀρνητικὸ (--- Κ3). 

Τὸ σημεῖο Α΄ (ἢ Α’), ποὺ καθορίζεται μὲ τὸν παραπάνω τρόπο, 
τ ὀνομάζουμε ἀντίστροφο τοῦ Α μὲ κέντρο ἢ πόλο ἀντιστροφῆς τὸ Ο ΄ 
καὶ δύναμη ἀντιστροφῆς (- Κ3). Ὅταν ἡ δύναμη εἶναι θετική, ἢ ἀντι- 
στροφἡ λέγεται εὐθεῖα, ἀλλοιῶς λέγεται ἀντίστροφη ἀντιστροφή. 
το Ἡ συνθήκη τῆς ἀντιστροφῆς γράφεται χι ἔτσι: (ΟΑ):(ΟΑ’)-- κ». 
Αὐτὸ σηµαίνει ὅτι δὲν ἐνδιαφέρει ποιὸ ἀπ᾿ τὰ σημεῖα Α ἢ Α΄ θά παίρ- 
νουµε στὴν ἐξίσωση πρῶτο (ἐνῶ γιὰ τὴν ὁμοθεσία ἦταν ἀνάγκη νὰ συµ- 
φωνήσυυµε ὅτι στὸ λόγο δὰ προηγεῖται τὸ μῆκος ΟΑ΄’) χι ἀκόμα ὅτιτὸ 
Λ εἶναι ἐξ ἴσου ἀντίστροφο τοῦ Α΄ μὲ τὸν ἴδιο πόλο Ἀαὶ δύναμη ἀντι- 
οτροφῆς (ἐνῶ ὅ λόγος τῆς ὁμοδεσίας ἀντιστρεφόταν). 

Τὰ σημεῖα λοιπὸν Α, Α΄ μποροῦν νἁ λέγονται ἀντίστροφα µεταξύ 
τους ἢ ἁπλῶς ἀντίστροφα. Θὰἀ τὰ λέμε ἐπίσης ὁμόλργα καὶ τὶς εὐθεῖες 
ΟΑ., ΟΛ’ ὀμόλογες ἀκτῖνες ἀντιστροφῆς. 

Στὸ σχ. 910 φαίνεται καὶ δεύτερος τρόπος κατασκευῖς τοῦ µήχους 


ΟΛ’. Αὐτὸς γίνεται φανερὸς ὅτον γράψουμε τὴν ἐξίσωσι τῆς ἀντιστρο- 
ΟΑ κ 
πο ο ΟΑ’΄ 

Τὸ ΟΑ΄ παρουσιάζεται τότε σὰν μιὰ τετάρτη ἀνάλογος, 

Τέλος ξαναλέμε τὴν ἀντιστοιχία μεταξὺ ἀντιστροφῆς χι 
ὁμοῦεσίας: ὍὉ λόγος τῆς τελευταίας ἀντικαθίσταται ἀπ᾿ τὸ γινόμενο τῆς 
πρώτης, Ὡστόσο δὰ δοῦμε ἀμέσως ὅτι οἱ γεωμετρικοὶ μετασχηματισμοὶ 
μὲ τὴν ἀντιστροφὴ εἶναι πολὺ διαφορετικοὶ ἁπ᾿ τῆς ὁμοθεσίας. 


φῆς μὲ τὴ µορφὴ ἀνολογίας : 


᾿Αντίστροφα σχήματα : «Ὁ γεωµ, τόπος τῶν ἀντιστρόφων σημείων 
ἑγὲς σχήματος (9) μὲ πόλο ἕνα σημεῖο Ο καὶ δύναμη (-- Κ3), εν 
ἕνα νέο σχῆμα (9’), ποὺ λάγαται κατ’ εὐθεῖαν ἀντίστροφο τοῦ (95) 
μὲ στοιχεῖα ἀντιστροφῆς (πόλος Ο, δύναμη -{- Κ3) ». 
Τὸ (9) εἶναι προφανῶς ἐπίσης κατ’ εὐδεῖαν ἀντίστροφο τοῦ (5΄) μὲ τὸν 
ἴδιο πύλο καὶ δύναμη, δἠλ. τὰ δυὸ σχήματα εἶναι ἀντίστροφα μεταξύ τους. 
Ὅταν ἡ δύναμη εἶναι (--- Ι3), ὃ γεωμ. τόπος ποὺ ἀναφέρουμε στὸν 
ὁρισμό, εἶν᾽ ἕνα σχῆμα (5΄’) ἀντίστροφα ἀντίστροφο τοῦ (5). 
Τὰ (95/) καὶ (5) εἶναι ἴσα καὶ συμμετρικὰ ὡς πρὸς τὸν κοινὸ.πόλο. 


Ἀντίστροφο εὐθείας: «Τ) ἀντίτροφο εὐθείας Χ 
ὡς πρὸς πόλο Ο ἑκτὸς αὐτῆς εἶναι περιφέρεια, ποὺ περνάει ἀπ᾿ τὸν 
πόλο». 


Ας εἶναι Α τυχαῖο σημεῖο τῆς εὐθείας Χ κι Α΄ τ ὁμόλογό του 
{σχ. 211): (ΟΑ’):(ΟΑ) «1. 

"Ας φέρουμε ἐπίσης τὴν Ο8Β Ι.Χ κι ἂς προσδιορίσουμε τ᾽ ὁμόλογο 
σημεῖο Β΄ τοῦ Β: (08’):(08) -- κ’, 

Αὐτὲς οἱ δυὸ ἰσότητες, δίνουν: (Ο0ΟΑ3.(ΟΑ)ΞΞ(08Β/ (08). 


Χ. Α. ᾿Αντιστροφὴ 201. 


"Αρα τὸ τετράπλευρο ΔΒΒ΄Α΄ εἶναι ἐγγράψιμο σὲ κύκλο (σελ, 190) 
κι ἑπομένως (σελ. 21): | ἆ Β'ΑΑ -- ἅ ΒΕΑ -- 90ο 

Μ’ ἄλλα λόγια ἡ -ᾱ ΟΛ΄Β΄ εἶναι ὀρθὴ καί, καθὼς τὸ τμῆμα Ο8Β’ 
εἶναι σταθερό, κατὰ τὴ θέση καὶ τὸ µέγεῦὂος, τὸ τυχαῖο σημεῖο Α΄ τοῦ 
τόπου ἀνήκει σὲ περιφέρεια μὲ διάµετρο Ο0Β’. 

Ζεύγη σὰν τὶς εὐδεῖες ΑΒ χι Α΄Β΄ μὲ τὶς ἀπέναντι γωνίες Β κι Α᾿ 
ποραπληρωματικὲς λέγονται συγήθως ἀντιπαράλληλες εὐθεῖες. 

᾿Αντίστροφα. Ἑφόσον τὸ: Α΄ εἶναι σημεῖο τῆς περιφέρειας 08’, ἡ 
ΟΑ΄ θά συναντᾶ πάντοτε τὴ Χ σὲ χάποιο σημεῖο Α χι οἱ γωνίες Α΄ καὶ 
Ἡ θᾷναι ὀρθές. "Αρά οἳ ΑΒ κι Α Β΄ θᾶναι ἀντιπαράλληλες εὐθεῖες (τὸ 
ΑΒΕΒ΄Λ΄ ἐγγοάψιμο) χι ἑπομένως: (Ο0Α3:(ΟΑ)Ξ(08’):(08Β) -- 14, 

Γιὰ τὴν κατασκευὴ τοῦ τόπου διακρίνουμε δυὸπεριπτώσεις (σχ. 211): 

Ίῃη περίπτωση: κ«ΟΒ, ἀπ' ὅπου ΟΒ’ «08. 

Γράφουµε ἡμιπεριφέρεια μὲ διάµετρο ΌΒ κι ἔπειτα τὸ τόξο (0Ο, κ). 
Τὸ δεύτερο κόβει τὴν πρώτη στὸ Μ καὶ φέρουμε τὴ ΜΒ’ {1 08. 

ὃη περίπτωση: ἹΣ08, ἀπ ὅπου: Ο8Β΄ } 08. 

Γράφουµε τόξο (Ο, Κ), ποὺ κόβει τὴ Χ στὸ Μ. "Ἔπειτα φέρουμε 
τὴ ΜΕ΄ Ι ΟΜ. 

Δύναμη ἀντιστροφῆς ἀρνητικὴ δὰ σήμαινε νὰ πάρουµε τὸ μῆκος 
ΟΒ’ πρὸς τὴν ἀντίθατη κατεύθυνση : 

τὴν εἰδικὴ περίπτωση ὅπου ὁ πόλος Ο εἶναι ση- 
μεῖο τῆς εὐθείας Χ, τότε αὐτὴ ἡ ἴδια ἡ εὐθεῖα εἶναι ἀντίστροφη τοῦ 
ἑαυτοῦ της. 


Ἀντίστροφο περιφέρειας: Ἰο. «Τὸ ἀντίσιροφο 
περιφέρειας μὲ πόλο ἕνα σημεῖο τῆς εἶναι εὐθαῖα κάθετος πρὸς τὴ 
διάμετρο, ποὺ περιάχει τὸν πόλο», 


Ας ὑποθέσουμε τὴ δύναμη ἄρνη- 
τικὴ (-- 2) κι ἃς εἶναι Α΄ τυχαῖο ση- 
μεῖο τοῦ τόπου ὁμόλογο τοῦ Α 
(0ΟΑ΄:ΟΑ----κ3) καὶ Β΄ τ᾽ ὁμόλογο τοῦ 
ἄλλου ἄκρου ὮἩ τῆς διαμέτρου ΟΒ 
(08Β’ .ΟΕΒ -- ---3), 

Τότε (σχ. 219): 

(ΟΑ’):(ΟΑ) -- (08) (08). 

"Αρα οἱ εὐθεῖες ΑΒ κι Α΄Β΄ εἶναι ἀντι- 
παράλληλες (ὑπάρχει περιφέρεια ποὺ 
περνάει ἀπ᾿ τὰ Α, Β, Α΄, Β΄) κι ἑπομένως: -ᾱἵ Ο0Β΄Α’- ἆ ΟΑΒ -« 90. 

Τὸ Α΄ ἀνήχει λοιπὸν στὴν κάθετο στὸ γνωστὸ σημεῖο Β΄ πρὸς 
τὴ σταθερη εὐθεῖα 08. 
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Ἡ ἀντίστροφη πρόταση ἀποδείχνεται εὔχολα. 
Γιὰ τη κατασκενἡ τὀῦ Β΄ ὑψώνουμε τὸ κάθετο τμή- 
μα ΟΜ Ξ- Κ, ἑνώνουμε τὸ Μ μὲ τὸ Β καὶ φέρουμε τὴ ΜΒ’ | ΜΒ. 


2ο, «Τὸ ἀντίστροφο περιφέρειας μὰ πόλο ἑκτὸς αὐτῆς εἶναι μιὰ ἄλλη 
περιφέρεια». 


"ὰς εἶναι Α τυχαῖο σημεῖο τῆς περιφέρειας Κ, ποὺ θέλουμε νὰ µετα- 

σχηµατίσουµε μὲ τὴν ἀντιστροφὴ (σελ. 3189). Γιὰ τ' ὁμόλογό του Α΄ θάναι 
(ΟΑ’ :(ΟΑ) -- τς», | 

"Ας ὀνομάσουμε ἀχόμα ἆ: (Ξ- ΟΕ)) τὴ δύναµη τοῦ πόλου Ο ὡς 
πρὸς τὸν κύκλο ΚΚ. Εφόσον Ἡ εἶναι τὸ δεύτερο σημεῖο τομῆς 
τοῦ χύχλου ΕΚ μὸ τὴν εὐθεῖα ΟΔ, θάχουμε: (ΟΑ).(Ο08) -- ἆ). 

Διαιρόντας κατὰ µέλη τὶς δυὸ ἰσότητες βρίσχουµε : ση ΞΞ : 

Ἑρμηνεύουμε τὴν ἀναλογία αὐτὴ δεχόµενοι ὅτι τὸ σημεῖο Α΄ ἀνή- 
κει στ᾽ ὁμόθετο τῆς Κ μὲ κέντρο ὁμοθεσίας Ο καὶ λόγο 13: ἆν. “Ὁ λό- 
γος αὐτὸς ὑπάρχει, γιατὶ ὑποθέσαμε ὅτι τὸ Ο δὲν ἀνήκει στὴν περι- 
φέρεια Κ κι ἑπομένως ἆ π0. 

Τ’ ἀντίστροφο λοιπὸν τῆς Κ εἶναι ἡ ὁμόθετη (Ο, 13/2) περιφέρεια Λ. 

Κι ἂς µῆ ξεχνᾶμε ὅτι τὰ σημεῖα Α, Α΄ τἄᾶχουμε ἤδη 'ὀνομάσει 
ἀντιομόλογα (στὴν ὁμοθεσία, σελ. 189) κι ὅτι ἀποδείξαμε ἐχεῖ πῶς τὸ γι- 
γύµενο τῶν ἀποστάσεών τους (ΟΑ)"(ΟΑΊ -- σιαῦ. 

Αὐτὸ ἁπλουστεύει ἀρκετὰ τὰ πράγµατα, γιατὶ ὅλες οἱ ἰδιότητες, 
ποὺ ἀναφέραμε γιὰ τὶς ὁμόθετες περιφέρειες, ἰσχύουν ἁἀντίστοιχα Χαὶ 
γιὰ τὶς ἀντίστροφες. Π.χ. δυὸ τυχαῖες περιφέρειες εἶναι µεταξύ τους 
κατ’ εὐθεῖαν ἢ ἀντίστροφα ἀντίστροφες. ὍὉ πόλος τῆς ἀντιστροφῆς, τὸ 
κέντρο ὁμοθεσίας καὶ τὸ κέντρο ὁμοιότητας ταυτίζονται. 

Μὲ τὶς ἰδιότητες αὐτὲς ἡ περιφέρεια προβάλλει σὰν ἕνα κανονικό, 
πλῆρες σχῆμα -- συμμετρικὸ χι ἁρμογνικό. 

ι Ἐκεῖνο, ποὺ µένει ἀχόμα, εἶναι ἡ γεωμετρικὴ ἑρμηνία τοῦ λόγου 
τῆς ἀντίστοιχης ὁμοθεσίας 3 : ἆλ. Τράφουμε τὸ λόγο αὐτὸ μὲ τὴ µορφή : 


Κὸ µ ι λ -ϕ π - νά 9 ) 4 
αν ο ντ λ. ὅπου λ εἶναι τυχαῖο μῆκος καὶ τὰ µ καὶ ν προσδιοριστέα, 


Χ. Α, ᾿Αντιστροφὴ 909 


Κατασκευάζουµε πρῶτα τὸ µ ἀπ᾿᾽ τὴν (ἱκανὴ ὁλλ᾽ ὄχι καὶ ἀναγκαία) 
συνθήκη : κ Ξ- μ.λ. (κατασκευἡ τετάρτης ἀναλόγου). Ἔπειτα, ἀπ᾿ τὴν 
ὅμοια συνθήκη ἆλ -- ν.λ, κατασχευάζουµε τὸ ν. Κι ἔχούμε τὸ λόγο 
τῆς ἀντίστοιχης ὁμοθεσίας µ: ν: 

Παρατηρήσεις: Αν ἡ δύναμη τῆς ἀντιστροφῆς παρῦεῖ 
ἴση μὲ τὴ δύναμη τοῦ πόλου (13 Ξ- ἆλ), τότε ἡ ἀντίστροφη περιφέρεια 
ταυτίζεται μὲ τὴ δοσµένη. 

Γενικἁ τὸ κέντρο τῆς ἀντίστροφης περιφέρειας δὲν εἶναι ὁμόλογο 
τοῦ κέντρου τῆς ἀρχικῆς. 


Οἱ ὁρισμοὶ στὸ κεφάλαιο αὐτὸ δοθήκανε ἀδιάκοιτα γιὰ ἐπίπεδα ἢ 
στερεὰ σχήµατα. Επίσης τὰ θεωρήματα ποὺ «ἀποδείξαμε ἰσχύουν ἀντί- 
στοιχα καὶ γιὰ τὸ χῶρο. Διατυπώνουμε λοιπὸν τὶς ἀντίστοιχες αὐτὲς πφο- 
τάσεις, ἀφίνοντας γιὰ τὸν ἀναγνώστη τὴν πλήρη ἀπόδειξή τους : 


” Τ’ ἀντίστροφο ἐπιπέδου (Ρ) μὲ πόλο ἔξω ἀπ᾿ τὸ ἐπίπεδο εἶναι ἐπιφά- 
γεια σφαίρας, ποὺ περνάει ἀπ τὸν πόλο. 

». Τ’ ἀντίστροφο ασφαιρικῆς ἐπιφάνειας (9) μὲ πόλο ἕνα σημεῖο της 
εἶνχι ἐπίπεδρ κάθετο πρὸς τὴ διάμετρο, ποὺ περνάει ἀπ᾿ τὸν πόλο. 

Ἡ. Τ’ ἀντίστροφο σφαιρικῆς ἐπιφάνειας (9) μὲ πόλο ἔξω ἀπ᾿ αὐτή εἶναι 
μιὰ ἄλλη σφαιρικἠ ἐπιφάνεια. 

”. Οἱ ἐπιφάνθιες δυὸ σφαιρῶν σχετίζονται πάντοτε μ᾿ εὐθεῖα ἢ ἀντί- 
στροφη ἀντιστροφή. 

” Τ' ἀντίστροφο περιφέρειας μὲ πόλο ἔξω ἀπ᾿ τὸ ἐπίπεδό της, εἶναι πε- 
ῥριφέρδια (τομ τῆς σφαίρας τῆς ἀντίστροφης τοῦ ἐπιπέδου τῆς πε- 
ρ'φάρειας καὶ τοῦ ἐπίπεδου τοῦ ἀντίστροφου τῆς σφαἰρας ὅπου ἀγή- 
χουν ἡ περιφέρεια χι ὁ πόλος). 


Γενικὸ πρόβλημα: «Ἔχουμ δυὸ σχήματα (9/) καὶ (59) 
χι ἕνα σημεῖο Σ. θέλουμε νὰ φέρουμε ἀπ᾿ τὸ Σ μιὰ τέµνουσα ΣΑΒ, 
ποὺ νὰ συναντᾶ τὰ σχήματα στά σημεῖα Α χαὶ Ἡ καὶ νᾶναι : 
(ΣΑ).(Σ8Β) -- κῇν, 

Φθάνει νὰ προσδιορίσουμε ἕνα ἀπ᾿ τὰ σημεῖα Α εἴτε Β : 

1ο Τὸ Α ἀνήκει σιὸ σχῆμα (51) καὶ στ ἀντίστροφο τοῦ σχήματος 
(51) μὲ πύλο τὸ Σ καὶ δύναμη κΚὸ. 

2ο Τὸ Β ἀνήκει στὸ (59) καὶ στ) ἀντίστροφο τοῦ (Φι) μὲ τὰ ἴδια 
στοιχεῖα ἀντιστροφῆς (5, Κ2), 

Αὐτὸ τὸ πρύβλημα κι ἡ λύση του ἀναφέρεται ἐξ ἴσου στὸ ἐπίπεδο 
καὶ στὺ χῶρο. 


κ : 
ο.) κ. 
ν 


Πρόβλημα: «Απὸ σημεῖο Α, µέσα στὸ ἄνοιγμα μιᾶς «τος, νὰ 
γραφεῖ τέµνουσα ΒΑΓ ἔτσι, ὥστε : (ΑΒ) (ΑΓ] -- Χ'». 


- 
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Τὸ σημεῖο Τ ἀνήνει : 

1ο Στὴν ἡμιευθεῖα ΟΨ (σχ. 914). 

20 Στὸ ἀντίστροφο τῆς ΟΧ μὲ πόλο τὸ Α καὶ δύναμη Κ:. 

ο Γιὰ νὰ κατασκευάσουµε τὴ 2ὴ γραµ- 
μὴ γράφουμε τὴν ΑΔ 1 ΟΧ καὶ προσ- 
Διορίζουμε τὸ σημεῖο Δ’ σὲ τρόπο, ποὺ 
γάναι: (ΑΔ΄).(ΑΔ) -- κό. 

Ἡ περιφέρεια μὲ διάµετρο ΑΛ΄ κὀ- 
βει τὴν ΟΝΨ στ᾽ ἄγνωστο σημεῖο Γ. Ύ- 
πάρχουν γενινὰ ὃδυὸ λύσεις. 

Τὸ πρόβληµα αὐτὸ λύθηκε σὰν 
ἄμεσι ἐφαρμογὴ τοῦ παραπάνω γενικοῦ 


προβλήματος. 
χ Ἐλάχιστο τοῦ 7: "Ας γράψουμε 
Σχ, ὰ49 τὴν περιφέρεια μὲ τὸ κέντρο της πάνω 


στὴν ΑΔ’, ποὺ νὰ περνάει ἀπ᾿ τὸ Α καὶ νὰ ἐφάπτεται στὴν ΟΨ. 

Τὸ ἐλάχιστο τοῦ Κ3 εἶναι τὸ γινόμενο {ΑΛ).(ΑΕ]. Γι’ αὐτὴ τὴν ἀκρό- 
τατη τιµή ὑπάθχει μιὰ μόνη λύση. Γιὰ μεγαλύτερες τιμὲς ἔχουμε πάντοτε 
δυὸ λύσεις, γιατὶ τὰ σημεῖα Γ καὶ Γ΄ βρίσκονται πέρα ἀπ᾿ τῆν εὐθεῖα ΜΝ 
κι οἱ εὐθεῖες ΓΑ καὶ Τ΄Α συναντοῦν τὴν ΟΧ κι ὄχι τὴν προέκτασή της. 

Κατὰ τὴν ἄκδεση τοῦ προβλήματος Ὀεωρήσαμε τὴ δύναμη ἀντι- 
στροφῆς κατ’ ἀπόάλνυτη τιμή καὶ παραλείψαµε τὸ ἀργητικὸ πρόσημο τοῦ 
γινομένου «--- 21. 


Πρόβλημα: «Απ'τὸ οημαῖο τωμῆς Α δυὸ περιφερειῶν, νὰ 
“ράψετε πέμνουρσα. πού νὰ συναντά τις περιφέρειες στὰ σημεῖα Β 
καὶ ἰ ἡσξιὰ πι ἀρ'στερὸ ἀπ τὸ Α χαὶ νᾶνας: (ΑΒ) '(ΑΕΡ) -- κ». 

Ῥὺὸ 1 οἶνοι ἡ τοµῆ τὴς 
περιφέρειας Ὁ)΄ καὶ τοῦ 
ἀντίστροφου (ΔΑ, κ) τῆς ϐϱ 
(αχ. 215). 

τὴν ποοέκταση τῆς 
ΟΔ προσδιοοίζουµε τὸ 
σημεῖο 1, ὥστε νάναι : 

(ΑΙ) (ΑΜ) --- κ. 
Ἔπειτα ἡ νάθετος πρὸς 
τὴν ΟΙ στὸ 1 Ἱόρει τὴν 
Ο' στὸ ζητούμενο σημεῖο [., 

Μέγιστο τοῦ κ: "Ας φέρουμε τὴν ἐφαπτομένη ΔΕ τῆς Ο’ τὴν 
1 ΟΛΑ. Τὸ μέγιστο τοῦ ΑΙ εἶναι τὸ ΑΕ, κι ἑκομένως τὸ μέγιστο τοῦ γινο- 
µένου Κὂ εἶναι (ΑΜ) : (ΑΕ). Αὐτὸ ἀντιστοιχεῖ στὴν τέµνουσα Δ' ἆ. 

Μὲ τὴ βοήδεια τῆς τριγὠνοµετρίας δὰ μπορούσαμε νὰ ὑπολογί 
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σουµε τὴν τιµή αὐτοῦ τοῦ μέγιστου συναρτήσει τῶν ἀκτίνων καὶ τῆς 
Ὑωγίας τῶν δυὸ περιφερειῶν. 
Ἐργαστήκαμε καὶ δῶ μὲ δύναμη ἀντιστροφῆς ἀρνητική. 
Πρόβλημα: κ«ἈΑπ᾿ τὰ σημεῖα Α καὶ Β μιᾶς περιφέρειας νά 
φέρετε δυὸ παράλληλες κι ὀμόρροπες χορλὲς μὲ γινόμενο 13». 

"Ας ὑποθέσουμε πὼς οἱ χορδὲς ΑΔ 
γαι ΒΓ τοῦ σχ. 216 εἶναι ἐκεῖνες, γιὰ 
τὶς ὁποῖες : (ΑΔ): (ΒΓ) -- κ. 

θὰ σχεφθοῦμε φυσικὰ νὰ µεταφέ- 
ὂουµε τὸ τμῆμα ΒΓ στὸ Α, γιὰ νᾶχου- 
µε τὰ δυὺ μήκη μὲ τὸ γνωστὸ γινόμενο 
πάνω στὴν ἴδια εὐθεῖα. 

Παίρνουµε λοιπὸὺὸν ΑΕ -- ΒΓ. Τυύ, 
τε (ΑΔ) (ΑΕ) -- Κ2 καὶ τὸ σημεῖο Ὦ 
βρίσχεται πάνω στὴν εὐθεῖα Χ -- ἀντί- 
στροφη τῆς περιφέρειας ΌὉ μὲ στοιχεῖα 
(πόλος Α, δύναμη Κ2). 

Αὐτὸ δὲ φτάνει γιὰ νὰ μαθδορίσουµε τὸ Ἑ, Εναν ἀνάγκη νὰ κατ α- 
σκευάσουµε πρὶν τὸ κέντρο 1 τοῦ παραλληλογράμμου ΑΒΓΕ, σημεῖο 
ποὺ ἀνήκει: α) Στ’ ὁμόθδετο τῆς Χ μὲ κέντρο Ὦ καὶ λόγο 1:35 -αἱ 
Β) Σι’ ὁμόθετο τῆς περιφέρειας Ο μὲ κέντρο Α καὶ λόγο ἐπίσης { : ὁ. 

Ὕστερ) ἀπ αὐτὸ προσδιορίζουµε τὸ Ὦ στὴν τοµὴ τῆς Χ καὶ τῆς 
εὐδείας Β] κι ὁλοκληρώνουμε τὴν κατασκευή. 

Θὰ μπορούσαμε νὰ λύσουμε καὶ γὰ διερευνήσονµε τὸ πρόβλημα ἐξ 
ἴσου καλὰ μὲ τὴ βοήθεια τοῦ θεωρήματος τοῦ Πτολαιμαίου (σελ. 24). 


- 


σι λίο 


Χ. ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ 
Β. Μέρος 


Θεώρημα: κ«( ἑφαπτόμενες σὲ λωὸ ὁμόλωγ» σημεῖα ἀντιστρόφων 
γραμμῶν οχηματίζουν ἴσες γωνίες μὲ την ἀντίστοιχη ἂγ ἴνα ἄντι- 
στροφῆς». 

Ὃλς εἶναι (σχ. 1 ϱ) (π) 
κιὶ (Ν) δυὺ ἀντίσιροφες 
γραμμὲς καὶ ΟΛ΄Λ, ΟΒΒ 
͵ δυὺ γειτονικὺς ἀχτῖνες ἀν- 


”.. 


α τιστροφῆς. 
 ὤδ Οἄχουμε: 
- ( (ΟΑΊ.(ΟΛ) -- (08308), 
)Ε' ν δηλαδή τὸ ΛΑ ΠΒ εἶναι 


ἐγγράψιμο χι οἳ γωγίες 
ΟΗΒ΄Α΄ καὶ Λ8Β εἶναι ἴσες. 
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-- 2... -.-ο.---- 


Κρατόντας τώρα τὴν ΟΑ΄Α σταδερή, ἂς στρέψουµε τὴν ἀκτῖνα 
ΟΒ Ώ γύρω ἀπ᾿ τὸ Ο σὲ τρόπο, ποὺ αὐτὴ νὰ πλησιάζει διαρκῶς στὴν ΟΑ. 
Στὴν ὁριακἠ θέση, ὅπου οἱ δυὸ ἀκτῖνες ταυτίζονται, οἵ ἄντιπα- 
ϱάλληλες χορδὲς Α΄Β’, ΑΒ γίνονταν ἐφαπτόμενες Α΄’, ΑΤ (σελ. 18) κι 
οἵ πιὸ πάνω ἴσες πάντοτε γωνίες παίρνουν τὶςίθέσεις ΟΑ΄Τ’ καὶ ΟΑΤ. 
"Αὖα: «ἆ ΤΑ΄Α -- «ἅ ΤΑΛ’, δηλ. τὸ ἀποδεικτέο. 


Θεώρημα: «Ἡἢ γωνία δυὸ γραμμῶν ἰσοῦται μὲ τὴ γωνία τῶν 
ἀντιστρόφων τους». 


Στὸ σχ. 918 οἱ ἐφαπτόμενες 
Ἑ,, Τι καὶ Ἐν, Τ"ς ἂς εἶναι ὁμόλογες. 

Κατὰ τὸ προηγούμενο θεώρημα 
Τε θἄᾶναι τότε: 

ἂ τ. Α΄ -- ἆἅ Τ. Α΄Α καὶ 
ἆἅτ, Α΄ -- ἅ τ’ Α΄Α. 
᾽Αφαιρόντας χατὰ µέλη, βρίσχουµε: 

«ἨΤ.ΑΤ, -- ἅ τ’ Α’Τ'. 

Σύμφωνα μὲ τὸ θεώρημα αὐτὸ τ) ἀντίσιροφα δυὺὸ ἐφαπτομένων 
γοαμμῶν (ποὺ σχηματίζουν δηλ. μηδενικὴ γωνία) εἶναι γραμμὲς ἐπίσης 
ἐφαπτόμενες. 

Τὸ θεώρημα αὐτὸ σηµαίνει γενικὀ ὅτι οἵ γωνίες διατηροῦνται 
νατα τὴν ἀντιστροφή. “Ἡ διαπίστωση τούτη μᾶς ἐπιτρέπει νὰ µετασχη- 
µατίζουµε ὡρισμένσ προβλήµατα σ’ ἄλλα εὐκολώτερα. 


΄ 


ο - Σχ-246 οὐ 


π 
κ Χ 


Πρόβλημα: «Νὰ γραφεῖ περιφέρεια, ποὺ νὰ περνᾶ ἄπ᾿ ἕνα 

σημεῖο Α καὶ νὰ ἐφάπτετα'. σὲ δυὸ περιφέρειες», 

"Ας ἀντιστρέψουμε τὸ σχῆμα μὲ πόλο τὸ Α καὶ δύναμη Κ ποὺ 
στὴν ἀρχὴ δὰ τὴν πάρουμε τυχαία, 

Οἱ δοσµένες περιφέρεες Ο κι Ό΄ µετασχηµατίζονται σὲ δυὺ νέες 
περιφέρειες Ό, και Ο’ι. 'Ἡ ἄγνωστη περιφέρεια, ἀφοῦ περνάει ἀπ᾿ τὸν 
πὀλο Α μετασχηματίζεται σὲ μιὰ εὐθεῖα Χ. Αὐτὴ ἡ εὐθεῖα δὰ ἐφάπτε- 
ται ἐπίσης στὶς Ὁ, κι Ο’,. 

Κατασκευή: Φέρουμε μιὰ κοινἠ ἐφαπτομένη Χ στὶς δυὸ 
περιφέρειες Οι κι Ό΄ι -- τὸ πρόβλημά µας ἔχει τὸ πολὺ 4 λύσεις. 

Αν πάρουμε σὰν δύναμη ἀντιστροφῆς τὴ δύναμη τοῦ σημείου Α 
ὡς πρὸς τὸν ἕγα κύκλο, π. χ. τὸν Ο, τότε αὐτὸς ἂὲν μεταβάλλεται κατὰ 
τὴν ἀντιστροφή. Προτιμᾶμε λουτὸν αὐτὸ τὸ 2. 

Στὴν περίπτωση ὅμως, ὅπου οἱ Ο κι Ο’ τέμνονται σὲ κάποιο ση- 
μεῖο Ἑ, προτιμᾶμε νὰ κάνουμε τὴν ἀντιστροφὴ ὡς πρὸς αὐτὸ τὸ σημεῖο- 


κ. Ε. Αντιστροφή 215 


Οἱ κύκλοι Ο χι Ο΄ µετασχηματίζονται τότε στὶς εὐθεῖες Ψ καὶ Ψ΄ καὶ 
τὸ πρόβλημα μετατοπίζεται στὸ νὰ γράψουμε περιφέρεια, ποὺ νὰ περ- 
νάει ἀπ᾿ τὸ Α΄ ὁμόλογο τοῦ Α καὶ νὰ ἐφάπτεται στὶς εὐθεῖες Ψ καὶ Ψ’, 
τὴν περίπτωση αὐτὴ ὑπάρχουν δυὸ λύσεις. (Βλ. ἄλλη λύση σελ. 19]. 


Πρόβλημα: «Νὰ γράφετε πθριφέρεια, ποὺ νὰ περνάει ἀπ᾿ ἕνα 
σημεῖο Α, νὰ ἐφάπτεται σ᾿ εὐθεῖα Χ καὶ νὰ κόδει δοσµένη περιφέ- 
ρ8ια 0 κατὰ γωνία ὦ». 
᾿Αντιστρέφουμε ὅλο τὸ σχῆμα μὲ πόλο τὸ Α καὶ δύναμη ἀντιστρο- 
φῆς τὴ δύναμη τοῦ σηµείου αὐτοῦ ὡς πρὺς τὸ δοσμένο κύκλο. Ἡ εὖ- 
δεῖα Χ. µετασχήματίζεται σὲ μιά περιφέρεια Ε κι ἡ ἄγνιωστη πδριφέρεια 
σὲ μιὰ εὐθεῖα, ποὺ ἐφάπτεται στὴν Κ χαὶ κόβει τὴν Ο ὑπὸ τὴ γνωστὴ 
ὰ ω (η Ο δὲν μεταβάλλεται κατά τὴν ἀντιστροφύ). 


Πρόβλημάἁ «Νὰ γραφεῖ περιφέρεα, ποὺ νὰ ἐφάπτεται σὲ τρεῖς 
περιφέρειες μὲ κοινὸ ἕνα σημεῖο Α». 

Αν πάρουμε τὺ Α σὰν πόλο ἀντιστροφῆς, τὸ πρόβλημα µετατοπί- 
ζεται στὸ νὰ γράψουμε περιφέρεια ἐφαπτομένη σὲ τρεῖς εὐθεῖες. Γεν 
ὑπάρχουν 4 λύσεις καὶ 2 µόνο, ὅταν δυὸ ἀπ᾿ τὶς δοσµένες περιφέρειες 
ἐφάπτονται μεταξύ τους (ἡ γενικὴ περίπτωση στὴ σελ. 1943). 


Προβλήματα 


346.- Δίδονται ὃ σημεῖα Α, Β, Τ μιᾶς εὐθείας. Γράφουμε τυχαία περιφέρεα 
ποὺ νὰ περνᾶ ἀπ᾿ τὰ ἩΒ καὶ Τ. κι ἀνώνουμα τὸ σημθῖο Α μ’ ἕνα 
ἀπ' τὰ µέσα τοῦ τόξου ΒΓ. Τόπος τῆς τομῆς αὐτῆς τῆς εὐθσίας καὶ 
τῆς περιφέρειας. 

347.---Δίδέται Ἱδριφάρεια χαὶ μιὰ χορδή της. Νὰ φέραται ἀπὸ σημεῖο Ρ τῆς 
περιφέρειας τἆάµνουσα, ποὺ νἁ συναντᾶ στὰ Α Καὶ Ὦ ἀντίστοιχα τὴ 
χορδὴ χάὶ Εὴν περιφέρεια ἔτσι, ὥστα (ΡΑ) (ΡΕ) --- Κ.. 

348.--Δίδεται κάχλος 0 καὶ σημείο Μ. Γράφουμε τυχαία περιφόρεια ἀπ᾿ τὰ 
σημεῖα Ὁ καὶ ἨἩ καὶ σημειώνουμε μὲ Μ΄ τὴν τομῆ τῆς χοινης 
χορδῆς μὰ τὴν ΟΜ. Τόπος τοῦ σηµαίου 1 ὅταν τὸ Ἰ χινεῖται 
πάνω σὲ δοσµόνη οὐθοία Χ. 

349.- “Νὰ χατασχουάσετε τργ. ΑΡΒΓ ἀπ᾿ τὴ δάση ΒΓ --α, τὸ ὕφος ΛΗ -- Ἡ 
καὶ τὸ γινόμανο (ΓΑ)(ΓΑ) µιᾶς ἀπ᾿ τὶς ἄλλες πλευρὲς ἐπὶ τὴν πρθ- 
6ολὴ τῆς δάσης πάνω σ᾿ αὑτή. .. 

"359.---᾿Απὸ σηµεῖο Ι ἔδω ἀπὸ μιὰ γωνία γὰ γραφεῖ τάμγουσα ΙΑΒ τῆς Τω- 
νίας ἔτσι, ὥστε (5Α) (18) -- Ιε. 
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351.- Νὰ κατασχευασθεῖ τργ. ΑΒΓ ὅταν δίδονται ἡ πλευρὰ τοῦ ἐγγεγραμ- 
µένου τετραγώνου μὲ δυὸ χορυφάς του πάνω στὴ ΒΓ, ἡ 4 Α καὶ 
τὸ γινόμενο τῶν τμημάτων ποὺ μιά κορυφὴ τοῦ τετραγώνου καθο- 
ρίζει στὴν πλευρὰ ΑΒ. 

352.--θεωροῦμε χύχλο Ο καὶ δυὸ σκαθερὰ σημεῖα, τὸ Α µάσα καὶ τὸ Β 
ἔξω ἀπ τὸν κύκλο. ᾿Απ’ τὸ Ἡ φέρουμε τυχαία τέµνουσα ΒΓΔ καὶ 
χαράσουµο τὶς χορδὲς ΓΑΕ, ΔΑΖ. Νὰ θρῆτε τὸ γεωμ. τόπο τοῦ 
κέντρου τοῦ κύκλου τοῦ περιχεγραμµάνου στὸ τργ. ΑΕΖ. 

153.- Νὰ γραφεῖ περιφέρεια ἐφαπτομένη αὲ δυὀ δοσµένες περιφέρειες ὅταν 
πρέπει νὰ περνᾶ ἀπὸ κάποιο σημεῖο Α τοῦ ριξικοῦ τους ἄξονα. 

154.- Νὰ Υραοφεῖ περιφἑρεια ποὺ νὰ περνᾶει ἀπὸ σημεῖο Α καὶ νὰ ἐφάπτεται 
σ᾿ εὐθεῖα Χ χαί περιφέρεια 0. 

455.- Νὰ γραφεῖ περιφέρεια ποὺ νὰ περνάει ἀπὸ σημεῖο Α καὶ νὰ τἆμνει δυὀ 
δοσµένες περιφέρειες ὑπὸ γνωστὲς γωνίες. 

156.--Νὰ γραςεἵ περιφἑρεια ποὺ νὰ περνάει ἀπὸ σημεῖο Α καὶ νἁ τάµνει 
ὀρθογώνια δυὸ δοσµένες περιφέρειες. 

157.--Νὰ γραφεῖ περιφέρεια ἁπὸ δυὸ σημεῖα της Α καὶ Β, ὥστε νὰ τέμνεῖ 
ὀρδογώνια ἄλλη δοσμάνη περιφἑρεια. 

356.--Οἱ ἀπέναντι πλευρές  ῥἑνὸς ἀρθρωτοῦ ρόμδου μὲ πλευρὰ 
(σχ. 219) συνδόονται πρὸς σταθερὸ σημεῖο Ο μὲ στελέχη ἴσου µή- 
χρυὺς Ὁ, ἀρθρωμένα ἑπίσης. 

1ο. Ν’ ἀποδείξετε ὅτι τὰ Ὁ σημεῖα 0, Δ, Β δρἰσκονται πάντοτε 
ἐπ᾽ εὐθείας. 

2ο. Ν’ ἀποδείξετε ὅτ. τὸ γινόμενο (08) (08) εἶναι σταθερό. 

δο. Νὰ θρῆτε τὸν τόπο τοῦ Δ ὅταν τὸ Ἡ κινεῖται πάνω σὰ δο- 
σµένη εὐθεῖα. 


359. Θεωροῦμε 4 ἀρθρωτὲς εὖθεῖες ἀνὰ δυὸ ἴσες : 
ΑΒ -- ἴὕδα, ΑΓΓ ΝΒΑ Ὁ ᾖ(σχ 220). 

1ο. Ν᾿ ἀπρδείξετε ὅτι σὲ χάθε 9έση τὸ μεταθλητὸ σχῆμα ΑΒΓΛ 
εἶναι τραπέζιο. 

2ο. Αν ἀπ τὸ µέσο Ἡ τῆς ΑΒ φάρουµε τὴ ΜΕΖΝ |) πρὸς τὴ 
ἑάση ΒΥ, ἔχουμε ᾖ(ΜΕ)(ΝΜΖ) -- σταθ. 
Ὁο Νὰ Ερῆτε τὸν τόπο τοῦ Ἄ ὅταν τὸ σημµεῖο Ε γράφει πε- 
ριμέρεια ποὺ νὰ περνάε: ἀπ᾿ τὸ Ἡ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Χ 


Γ. Διάφορες µέῦὂοδες σὸ συνδιασμὸ 


Στὰ προηγούμενα κεφάλαια εἴδαμε διάφορες µέθοδες καὶ μάλιστα 
τὶς χοησιµοποιήσαµε συγδιασµένες σὲ ἀρκετὲς ἐφαρμογές. 

Πραγματικά, ἡ ἱκανότητα στὴ λύση ἑνὸς προβλήματος, βρίσκεται 
στὴν ἐκλογὴ τῆς κατάλληλης μεθόδου εἴτε στὸν πετυχιµένο συνδιασμὸ 
ἀπὸ περισσότερες, ὅταν χρειάζεται, µέθοδες. 

Μὲ τὸ νὰ ξεχωρίζουμε στὴ µελέτη |ιας αὐτὲς κι αὐτὲς τὶς µέθοδες 
λύσης, δὲ δά πεῖ καθόλου πώς ἔχουμε σχοπὺ γὰ δύσουµε στὸν ἀναγνώ- 
στη σἁ νὰ ποῦμε χλειδιὰ αὐτόματης λύσης τῶν πρυβλημάτων. Δίνουμε 
ἁπλῶς τὰ µέσα, τοὺς τρόπους, μὲ τοὺς ὁποίους ἡἢ σκέψη μπορεῖ καλύ: 
τερα νἁ λειτουργήσει. Ὀργανώνουμε δηλαδὴ τὸ συλλυγισμµό. 

Στὰ πιὸ κάτω τελευταῖα προβλήματα, δὰ δοῦμε µερικοὺς τρόπους 
συνδιασμοῦ τῶν μεθόδων κι ἰδιαίτερο τῆς στροφῆς μὲ τὴν ὁμοδεσία εἴτε 
τὴν ἀντισιροφή. Ὅλ᾽ αὐτὰ τὰ παραδείγματα ἀφοροῦν τοὺς γέεωμ. τόπους, 
μὲ τοὺς ὁποίους ἀνοίξαμε καὶ κλείνουμε τὴ µελέτη µας. 

ας 

Πρόβλημα: «Ἑνώνουμε σταθερὸ σημεῖο Α μ’ ὅλα τὰ σημεῖα 
μιᾶς εὐθείας Χ χαὶ πἀνω σὲ χάθε τέτοιο τμῆμα ΔΕ κατασγευά- 
ζουμε τργ. ΑΒΓ ὅμοιο μ) ἄλλο γνωστό. Ζητοῦμε τὸν τόπο τῆς τρἰ- 

της κορυφῆς Γ» 
Ὀνομάζουμε ὦ τὴ σταῦε- 
ρὴ τιµή τῆς 6 ΒΑΓ καὶμ/ν 
τὸ σταθερὸ λόγο τῶν πλευ- 


οῶν της: πῃι τν 


Αν σημειώσουμε πάνω 
στὴν ΑΒ τὸ σημεῖο Β΄, γιὰ τὸ 
ὁποῖο ο. -- -Ε. 

ΑΒ᾽ ν 
θάναι ΑΒ’ -- ΑΓ κι ἂν τὸ 
τμῆμα ΑΒ’ στραφεῖ γύρω ἀπ᾿ 
τὸ Α κατὰ τή «ἕ ω, τὸ Β΄ δάρ- 
δει στὴ θέση Γ (σχ. 231). 

”Λλλωστε τὸ Β΄ ἀνήνει σ᾿ 
εὐθεῖα Ψ, ὁμόθετη τῆς Χ μὲ κέντρο Α καὶ λόγο ὁμοδεσίας µ/ν. 
Κατασκευάζουµε τὴν Ῥ ἂν γράψουμε τὴν ΑΗ Ι Χ Ἱαὶ πάρουμε 


ΑΙ μµ ς 
υτῦ Ξ-- Ἡ (ΨΙ ΛΗ στο Ὀ. 


Σχ.224 


216 Ἡ μεθρδική λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήµατος 

ῦὸ συμπέρασμα εἶναι πὠὼς ἂν τώρα ἡ εὐθεῖα Ἡ στραφεῖ κατὰ 
(Α, «Γω), στη νέα θέση της Ζ, θὰ περιέχει τὸ Ε, Ἱζατασκευάζουμε τὴ Ζ, 
ὕταν σχηµατίσουµε «ΚΙΑΙ --ω, πάρουμε ΑΙ΄ -- ΑΙ καὶ φέρουμε τὴν 
κάθετο πρὺς τὴν ΑΙ΄ στὸ Ι’. 


Αὐτὴ ἡ σταδερὴ εὐθεῖα Ζ περιέχει ἀναγκαῖα κάθε σημεῖο τοῦ τόπου. 


Γιά τὴν ἀντίστροφτη πρόταση ἂς εἶναι Γ τυχαῖο ση- 
μεῖο τῆς 2. Γράφουµε τὴ ΓΑ καὶ μὲ φορά ἀντίδετη τῆς προηγούμενης 
σιροφῆς οχηματίζουµε τὴ ὰ ΓΑΗΒ -- ω. Πρέπει νὰ δείξουμε ὅτι 

ΑΓ μµ 
ΑΒ Ἱ  ν 
ν 

Ὅταν ἢ 4 ΑΓΖ οστραφεῖ κατὰ (Δ,-- ὦ), τὸ ΤὮ ἔρχεται πάνω 
στὴν ΑΒ νι ἡ Ζ ταυτίζεται μὲ τὴν Ψ. Τὸ ΓΡ, σὰν σημεῖο τῆς Ζ καὶ τῆς ΑΙ», 
ἔρχεται ταυτόχρονα πάνω στὴν ΑΒ΄ καὶ στὴν Ψ, ἔρχεται δηλ. στὴν τομὴ 
Β΄ τῶν ΑΒ΄ καὶ Ψ. ρα τὺ Γ ταυτίζεται μὲ τὸ Β΄ ποὺ κατασκευάστηκε, 


ὥστε νἆναι: ο οταν 
Ἱ ΑΒ. ον 

ν 3 ο) ῃ ΄ ” ας ιό ΑΓ μον. µ. 

ἵχι ἐπειδὴ ἀκόμα ΑΒ’ - ΑΓ, ἔπεται πο ας 


Αν δέλουμε νὰ σχηµατίζουµε τ᾽ ὅμοιο τργ. ΔΒΙ ἀπ᾿ τὴν ἄλλη µε- 
ριὰ τῆς ΛΒ, τότε πρέπει νὰ στρέψουµε ἀντίδετα τὴν Ἡ καὶ βρίσκουμε 
σὰν τόπο μιὰ ὄλλη εὐθεῖα Ζ΄ -- συμμετρικὴ τῆς Ζ ὡς πρὸς τὴν ΑΗ. 


Πρόβλημα: «ΕΒνώνουμε σταθερὸ σημεῖο Α μ’ ὅλα τὰ σημεῖα 
μιᾶς περιφάρειας ϱ παὶ πάνω σὲ χάνὺε τέτοιο Ίμῆμα ΑΒ κατα- 
σκευάζουµε τργ. ΑΒΡ ὅμοιο μ᾿ ἄλλο γνωστό. Βρῇῄτα τὸν τρόπο τῆς 
τρίτης πορυφῆς ΓΡ». 


Χ. Γ. ᾽Αντιστροφὴ 911 


Σημειώνουμε πάνω στὴν ΑΠ τὸ σημεῖο Β’, γιὰ τὸ ὁποῖο: 
πἩΒ --- ο ; οπωτε ΑΗ Ξ- ΑΓ (σχ. 299). 
ὍὉ τόπος τοῦ Β΄ εἶναι μιὰ περιφέρεια ] ὁμόθετη τῆς Ο μὲ στοι- 
ς / , [ Ν 
χεῖα ὁμοθεσίας (κέντρο Α, λόγος . ) : 


Ἂν σιρέψουµε τὴν περιφέρεια 1 καὶ τῆν εὐθεῖα ΑΒ΄ κατὰ (ΑΛ, «Γω), 
τὸ Ἡ΄ ἔρχεται στὸ Ὦ κι ἢ ἶ παίρνει τὴ θέση Ι΄, κατασκευάσιµη ἀπ᾿ ἀρχῆς. 
Ἰὸ σημεῖο Τ ἀνήκει λοιπὸν σ᾽ αὐτὴ τὴν περιφέρεια Ι’, ποὖναι κι 


ρ 8 - 


ὁ τόπος. Ἡ ἀγχτῖνα τής εἶναι βέβαια τὸ μῆκος κ.--- (κ η ἀκτῖνα 
τῆς Ο). 


Πρόβλημα: «Ἔνα τρ. ΛΒΓ ἔχει σταδαρὴ τὴν χορυφὴ Α καὶ 
διατηρεῖ τὸ μέγεθος τῆς ἁ Α Ξ- ω. 'Ὡστόσο μετασχηματίζεται σὁ 
τρόπο πού, καθὼς ἡ χορυφὴ Β γράφει μιὰ αὐθεῖα Χ, τὸ γινόμενο 
(ΑΒ) (ΑΡ) νάναι διαρκῶς --- Κ». Βρῆτε τὸν τόπο τοῦ Γ.. 


Πάνω στὴν ΑΒ παίρνουμε μῆκος 
ΑΒ’ -- ΑΓ (σχ, 3995), ὁπότε βέβαια 
ΑΒ΄ΑΒ΄’ -- κ’. Τὸ Β΄ ἔχει σὰν τόπο 
τὸ ἀντίστροφο τῆς Χ μὲ πόλο Α καὶ 
δύναμη ἀντιστροφῆς Κ:.Ἡ διάµετρος 
ΑΔ τῆς ἀντίστροφης περιφέρενας, πά- 
γω στὴν εὐθδεῖα ΑΗ | Χ, καθορί- 
ζεται ἅπ᾿ τὴ σχέση: ΑΔ.ΛΗ -- Κ.. 

Στρέφουμε τὴν περιφέρεια αὐτὴ 
κατὰ (Α ω). Ἡ ΑΒ’ ἔρχεται στὴ 
δέση ΑΓ καὶ τὸ Γ παρουσιάζεται σὰν 
σημεῖο μιᾶς ἴσης περιφέρειας ]΄.Κατα- 
οχευάζουµε τὴν τελευταία περιφό- 


ρεια ἀπ᾿ τὰ στοιχετα «« ΙΛΙ -- ω, ΑΙ -- ΛΙ. 
Ἔτσι ἔχουμε τὸν τόπο (1’, 1 Α)--ἀποδείετε τὴν ἀντίστρυφη πρόταση 
ὅπως στὸ πρῶτο πρόβλημα σε). 216. 


Πρόβλημα: «Ἑγώνουμε σταθερὸ σημεῖο Α μ᾿ ὅλα τὰ σημεῖα 
μιᾶς περιφέρειας Ὁ καὶ πάνω σὲ κάνε τάτοιο τμήμα ΑΒ χατα- 
σκαυάζουµα τργ: ΑΒΤ ἔτοι ὥστε ὰ Α νὰ Ἴσοῦται πάντα μὰ Ώω- 
στὴ γωνία ω καὶ νᾶναι (ΑΒ){ΑΓ)--]". Βρῆτε τὸν τόπο τῆς τρίτης 


χορυφῆς Μ». 


2919 Ἡ μεθοδικὴ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήµατος 


Παίρνούμε τὸ ἀντίσιροφο τῆς δοσµένης περιφέρειας μὲ πόλο Α 
καὶ δύναμη 13 καὶ κατόπι στρέφουµε τὸ ἀντίστροφο σχῆμα γύρω ἀπ'τὸ Α 
κατὰ 4 ω. 
“Ὁ τόπος εἶναι γενικἁ μιὰ περιφέ- 
ρεια͵ ἀλλὰ γίνεται εὐθεῖα, ὅταν τὸ Α 
δοθεῖ σὰν σημεῖο τῆς περιφέρειας Ο. 


Μ ἑ τὴ βοήθεια αὐτῶν τῶν τόπων,μπο- 
οεῖτε νὰ κάµετε καὶ τὶς ἑξῆς ἐφαρμογές : 
«Νὰἁ ἐγγράφετε σὲ παραλληλόγραμμο 
ρόµδο ὅμοιο μ᾿ ἄλλον γνωστό». 
«Νὰ ἐγγράφετε σὲ παραλληλόγραμμο ρόμδο μὲ ἐμθαδὸ 13», 


Προβλήματα 


360.--Νὰ ἑἐγγράψετε ἀνάμασα σὲ ὃ παρᾶλληλες εὐθεῖες τρίγωνο ὅμοιο 
μ᾽ ἄλλο γνωστό. 

46]1.--Νὰἁ ἐγγράφετε ἀνάμεσα σὲ ὃ ὁμόκεντρες περιφέρειες τρίγώνρ ὅμοιο 
μ’ ἄλλο γνωστό. 

362.--Σὲ τρίγωνο ΑΒΓ νὰ ἐγγράφετε ἄλλο ΔΕΖ ὅταν γνωρίζετε τὴν κο- 
ρυφὴ Δ, τὴ 4 Δ καὶ τὸ γινόμενο (ΔΕ) (7) Ξ- Κ3. 

3009. -Νὰ κατασκευάσετε τρ. ΑΒΕ ὅμοιο μ᾿ ἄλλο Ὑγνωστὸ ὅταν γνωρίζετε 
μιὰ κορυφἠ Α, μιά εὐθεῖα ὅπου ἡ κορυφἡ Β καὶ μιὰ περιφέρεια 
ὅπου ἡ Γ. 

364.--Λίδεται κύκλος καὶ σημεῖο Α. Νὰ φἐρετε µέσα στὸν κύκλο χορδὴ 
ΒΓ τέτοια, ὥστε τὸ τργ. ΑΒΓ νᾶναι ὅμοιο μ’ ἄλλο γνωστό. 

465.--Σὲ Δοσμένη ωχ ΧΟΨ χαὶ μὲ κορυφὴ τὸ σταθδερὸ σημεῖο Α νἁ τοπο- 
θετήσετε δοσµένη -ς ΒΑΓ ἔτσι, ὥστε νᾶχουμε (ΑΗΒ)--9.(ΑΓ). 

3660.--Νὰ ἐγγράφετε σὲ τμῆμα χύκλου τρίγωνο ὅμοιο μ’ ἄλλο γνωστό, ὅταν 
δίδεται μιὰ χορυφή του. 


ΕΡΓΦΑΛΑΙΟ ΧΙ 


ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ 


ΑΔ. Τὸ διάνυσμα 


(Ἡ ἀρχὴ τῆς ᾿Αναλυτικῆς Γεωμετρίας) 


Ἡ πρώτη καὶ γνήσια, ἃς ποῦμε, ἔννοια τῆς Γεωμετρίας -- ἔτσι ὕπως 
τὴ σχέφτηκαν π. χ. οἱ ἀρχαῖοι ἕλληνες σοφοὶ --- δὲ συμπαθοῦσε καθόλου 
τὴν ἀνάμυξή της μὲ τοὺς ἀριθμοὺς καὶ τὴ συνδιασµένη μ᾿ αὐτοὺς µελέτη. 

Τὸ πρῶτο ἀντιπείμενο τῆς Γεωμετρίας ἦσαν οἱ ἔννοιες τῶν στοι- 
χείων τοῦ χώρου μὲ τὶς σχετικές τους ἰδιότητες καὶ προβλήματα κατα- 
σχευῆς εἴτε θέσης. Π.χ. νὰ κατασ»ευασθεῖ ἕνα τρίγωνο, νὰ γραφεῖ μιά 
τέµνουσα, νὰ μελετηθοῦν οἳ ἰδιότητες τῆς περιφέρειας κλπ. ᾽Αργότερα 
χρησιμοποιήθηκε ἢἤ ἔννοια τοῦ μέτρου τῶν γεωμ. μεγεθῶν µέσω αὐγ- 
Χρισης μετοξύ τους. ΠΠ. χ. νὰ μετρηθεῖ ὁ ὄγκος τῆς πυραμίδας. Ὡστόσο 
Ἡ γεωμετρικὴ αὐτὴ σύγκριση δὲν ἐνδιαφέρθηνε εὐθὺς ἀμέσως οὔτε γιό τὸ 
ποιὸς θάναι ὁ κοινὸς ὄρος σύγκρισης (ἡ µονάδα) οὔτε γιὰ τὸ ἀλγεβρικὸ 
πρόσημο τοῦ μέτρου (θετικὸ ἢἡ ἀρνητικό). 

ὍὉ ἀλγεβρικὸς (ἀναλυτικὸς) λογισμὸς μπῆκε δημιουργικἀ στὴ Γεω- 
µετρία στοὺς νεώτερους χρόνους μὲ τὴν ἀνάπτυξη τῆς Μαδηματικῆς 
᾿Ανάλυσης καὶ τῆς Μηχανικῆς. αἱ συγχωνεύεται τόσο µαζύ της, ὥστε 
δὲν μποθρεῖ πιά κανεὶς νὰ κλείσει μιὰ Γεωμετρία ἂν δὲν διαβάσει κι ἕνα 
της Συμπλήρωμα (3). 

Ὕστερα ἀπ᾿ τὴ µελέτη ποὺ κάναμε ώς ἐδῶ, μένει τώρα νὰ προσ- 
θέσουμε μερικά γιὰ τὸ διάνυσμα καὶ τὴν κεντρική προβολή, ἀνοίγοντας 
ἔτσι τὸ δρόµο απρὸς τὴν ᾿Αναλυτικὴ καὶ τὴν Παραστατικὴ Γεωμετρία. 

Ὅρισμοί: «ὉΟνομάζουμε διάνυσμα ἕνα προσανατολισμένο 

τμήμα εὐδείας». (033) 


(ϐ) Τὸ Ἐεφάλαιο αὐτὸ προστίθεται στὴν Ἑλληνικὴ Ἔκδοση γιὰ 
ν ἀνταποκριδεῖ κατὰ τὸ δυνατὸ στὶς ἑλλείφεις τῆς Μέσης µας Ἐκπαίδευ- 
σης στὸ «Συμπλήρωμα τῆς Γεωμετρίας». 

(53) ᾿Ἐμεῖς ἔχουμε ἀσχοληθδεῖ Ίδη μὲ τὶς περισσότερες ἀπ᾿ τὶς γνώσεις 
που περιέχονται στὰ διδακτικἁ «Συμπληρώμάτα Γεωμετρίας» (μεταφορά, 
στροφἡ, δύναμη σημείου, ριζικὸς ἄξονας, ὁμοθεσία, ἀντιότροφὴ κλπ).᾿Αχόμα 
ἀναγχαστήχκαμα αυχνὰ νὰ χρησιμοποιήσουμε πρόσθετες ἁλγθθρικὲς ἔνγνοιες, 
γ' ἀποδόσουμε π.χ. πρόοηµο στὸ λὀγο τῆς ὀμοδεσίας. Όλη πάντως ἦ ἔκθεση 
αὐτὴ παραμένει θέδαια µάσα στὰ πλαίσια τῆς Στοιχειώδους Γεωμετρίας. 

(5394) “0 ὁρισμὸς ὀφείλεται στὸν καθηγητὴ τοῦ ΕΜΠ κ. Ν. Βριτικό. 


»ρ0 Ἡ μµαθρλικὴ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προδλήµατος 


Μὲ τὸν ὅρυ «προσανατολισμένο τμῆμα» ἐννοοῦμε ὅτι πρέπει νὰ κα- 
ὑορίζεται ποιὸ ἀπ᾿ τὰ δυὸ ἄκρα τοῦ τμήματος ΑΔ ἢ Ἡ θάναι πρῶτυ καὶ 
ποιὸ δεύτερο. Αὐτὸ γιὰ τὸν ὁρισμὸ φδάγνει. 

᾽Απὸ κεῖ κι ἔπειτα χρισιμοποιοῦμε τὶς ἑξῆς ὀνομασίες :Ἡ κατεύὂθννση 
ἀπ᾿ τὴν ἀρχὴ Α πρὸς τὸ τέλος Β΄ δηλώνει τῇ φορὰ τοῦ διανύµατος. Ἡ 
εὐθεῖα ΑΒ ὅπου αὐτὺ ἀνήκει εἶναι ὁ ἄξονάς του. ἸΤζαὶ τέλως τὸ μῆκος 
τοῦ τµήµατος (ΑΒ) εἶναι τὸ μῆκος ἢ μέτρο τοῦ διάνύµατος. 


Μεταχειριζόµαστε γενικἀ τὸ συμβολισμό: διάνυµα ΔΗΒ ἢ α. 


Α Ρ ο Μ Α δ -α 
ῶᾖο--------------ο---ὢ---ρο---Ὁ-----------ἕ-----π--- - 


Σχ 225 


Μιὰ ὑποιαδήποτε εὐθεῖα (α) μποροῦμε νὰ τὴ λέμε ἄξονα, ὅταν 
καὺορίσουμε ἕνα σημεῖο της Ὁ σὰν ἀρχὴ κι ἕνα της διάγυσµα ΟΜ 
μὲ µῆχος ἴσο μὲ τὴ µονάδα καὶ μὲ κατεύθυνση ποὺ δὰ τὴ θεωρήσουμε 
θετική. Αὐτὸ τὸ ὉΜ τ) ὀνομάζουμε μοναδιαῖο ἢ διευθύνων διάνυσια 
τοῦ ὄξονα (σχ. 225]. 

Κάδε ἄλλο διάνυσιια τοῦ ἄξονα ὁμόρροπο μὲ τὸ µοναδιαῖο θἀ τὸ ῦεω- 
ροῦμε θετικό---καὶ κάθε ἀντίρροπο ἀρνητ'κὸ. Τὰ µέτρα τῶν δετικῶν διανν- 
σµάτον δὰ μετροῦνται ἀπὸ θετικοὺς ἀριθμοὺς κι’ ἀντίθετα. Γράφουμε π.χ. 
γιὰ τὰ µέτρα (δὲς καὶ σελ. 929) : [98 | ΞἜ- ὢ, ὁπότε | ΒΑ | Ἐν, 

Πρέπει νὰ προσέξουμε ὅτι εἶναι ἀδιάφορο γιὰ τὸ ἀλγεβρικὸ πρό- 
σηµο (0) ἑνὸς διανύσματος ἂν αὐτὸ βρίσκεται στὸ θετικὸ ἡμιάξονα (α) ἢ 
στὸν ἀρνητικό. Ἐκεῖνο, ποὺ ἔχει σημασία, εἶναι ποιὸ ἀπ᾿ τὰ ἄκρα του Α 
ἢ Β παίρνουμε πρῶτο κι ἂν ἡ κατεύθυνση ἀπ τὸ πρῶτο πρὸς τὸ δεύ- 
τερο ἄχρο συμφωγεῖ (πρόσημο -{) ἢ ὄχι (πρόσημο --) μὲ τὴν κατεύ- 
Όννση τοῦ µοναδιαίου διανύσματος. 

Τέλος πρέπει νὰ παρατηρήσονµε ὅτι τὰ δυὸ διανύσματα ΑΒ τοῦ 
σχ. 2207 ἔχουν ὅλα τ’ ἀντίστοιχα στοιχεῖα τους ἴδια. Τὸν ἴδιο ἄξονα, τὸ ἴδιο 
μῆχος, τὴν ἴδια φορά. Τέτοια διανύσματα, καθὼς καὶ κεῖνα ποὔχουν µόνο 
διαφορετικοὺς ἀλλὰ παράλληλους ἄξονες, δὰ τὰ ὀνομάξουμε ἴσα. 

Τὰ ἴσα λουτὸν διανύσματα ἀποτελοῦν μιὰ παράλληλη δέσµη δια- 
γυσµάτων --- π. χ. η δέσµη ἀπ' ὅλα τὰ ΑΒ. 

Λιανύσματα, ποὺ διαφέρουν εἴτε κατὰ τὴ διεύθυνση (ἄλλο διεύ- 
Όυνση δηλ. εὐθεῖα κι ἆλλο κατέθυνσή δηλ. φορἀὰ τοῦ ἆξονα), εἴτε κατά 
τὴ φορά, εἴτε κατὰ τὸ µέτρο εἶναι ἄνισα. 


(0) Ὅ ὄρος, ποὺ προτάθηκε ἐπίσης ἀπ᾿ τὸν κ. Κριτικό, χρησιμοποιαῖται 
ἀντὶ τοῦ «Φλγεβρικὸ σημεῖο» πρὸς διάκριση ἀπ' τὸ γεώμ. σημεῖο (Υερµ. 
Ψουτείομεη -- πρόσημο, ἑνῶ Ῥυπχκέ -- γεωµ. σημεῖο). 


ΧΙ. Α. Συμπλήρωμα 2.1 

"Όταν δυὸ διανύσματα ἔχουν ὅλα τὰ στοιχεῖα τους ἴδια ναὶ µόνο 
ἀντίδετη φορά, θὰ τὰ λέμε ἀντίθετα ἢἡ ἀντιρρόπως ἴσα. 

Πὼς γίνονται οἱ πράξεις -υ- Πρόσδεση : Τὸ διάνυµα, ἔτσι ὅπως τὸ 
ῥρίσαμε, εἶναι ἕνα καινούργιο μαθηματικὸ μέγεθος καὶ πρέπει νὰ δοῦμε 
τί νόηµα ὑδᾶχουν γι αὐτὸ οἱ συνηθισμένες πράξεις τῆς ἀριθμητικῆς. 

Τὰ δισνύσµατα ΑΗ, ΒΓ.. εν τὰ λέμε 
διαδοχικὰ ὅταν τὸ τέλος τοῦ ἑνὸς εἶναι ἀρχὴ 
τοῦ ἑπόμενου (σχ. 226). 

Γιὰ νὰ προσθέσουμε ὁσαδήποτε διανύ- 
σµατα ΑΒ, Β ΤΙ’... θὰ τὰ μεταφέρουμε παράλ- 
ληλα, ὥστε νὰ τὰ κάνουμε πρῶτα διαδοχικά 

”᾿Αδροισμά τους θάναι τότε τὸ διάνυσμα μὲ 
ἀρχὴ τὴν ἀρχὴ ΛΑ. τοῦ πρώτου καὶ τέλος τὸ τέλος 
Ε, τοῦ τελευταίου τροσθετέου. Αὐτὸ τ’ ὀνομάζου- 


µε καὶ γεωμετρικὸ ἄδροισμα τῶν ΔΒ, Ἠ΄Γ',.. 
ἢ καὶ συνισταμένη τους. 

Γράφουµμε (σχ. 226) : 
18 ΒΡΕ ΓΔ -...«-«Λ8Β-ΕΒΡ -- ----ᾱ - ὓ-ε 5 ΑΡ. 

Ισχύουν ὅλες οἱ γνωστές ἰδιότητες τοῦ ἀθροίσματος : 

Τὸ γεωµ. ἄδροισμα διανυσμάτων δὲν µετοβάλλεται ἂν ἀλλάξουμε 
ὁπωσδήποτε τὴ τάξη τους (ἀντιμετάθεση). 

Μποροῦμε σὲ Χάδε γεωμ. ἄδροισμα ν᾿ ἀντικαταστήσουμε ὅσους 
δέλουμε προσθετέους μὲ τὸ ἄθροισμά τους (ἐπιμερισμός). 

Ἡ ἀφαίρεση ἀνάγεται στὴν “πρόσθεση, ὅταν ἀντὶ ν᾿ ἀφαιρέσουμε 
τὸ ὑπ᾿ ὄψη διάνυσμα, προσθέσουμε τ) ἀντίθετό του. 

Στὸ σχ. 221 π. χ. ἔχουμε: 

Λ8 - Επ’ -- Α8 -- ΒΕ -- ΑΓ (πάρθηκε ΒΓ -- --Β5Γ’. 

᾿Ανάλυση διανύσιατος σ᾿ ἄλλα 
διανύσματα εἶναι φανερὸ ὅτι θὰ ὀνο- 
µάσουµε τὴν ἑξῆς πράξη : 


Ἔνστω ὅτι θέλουμε ν᾿ ἀναλύσουμε 
τὸ ΑΓ (σχ. 997) κατὰ δυὸ δοσµένες 
διευθύνσεις (8) κι (ε). Αν οἱ διευθύνσεις 
αὐτὲς δὲν ἔχουν δοθεῖ ἀπ τ) ἄκρα 
Α καὶ Γ, δὰ τὶς μεταφέρουμε παράλ- 
ληλα σ᾿ αὐτὰ καὶ θὰ σχηµατίσουµε τὸ 
τργ. ΑΡΓ. » 


η] 
. 


Οἱ ζητούμενες συνιστῶσες, στὶς ὁ- 


ποῖες μπορεῖ ν᾿ ἀναλυθεῖ τὸ ΑΓ, εἶναι 


τότε τὰ διανύσματα ΑΒ καὶ ΕΒΓΟ. 
κ συ 


Ὁ πολλαπλασιασμός. ᾖΓινόµενο ῥἑνὸς διανύσματος ἐπὶ ἕννα 
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ἀριθμὸ κ΄ εἶν) ἕνα διάνυσµα τοῦ ἴδιου ἄξονα, ὑμόρροπο ἢ ἀντίρροπο 
ἐφόσον ὁ χ εἶναι δετιχὸς ἦ ἀρνητικὸς καὶ μὲ µέτρο |Χ/| φορὲς (κατ 
ἀπόλυτη τιμὴ) τὸ μῆκος τοῦ ἀρχικοῦ διανύσματος. 

Λὐτὸ πάει καλά. Αλλ᾽ ὅμως τί δὰ παριστάνει τὸ γινόμενο διανύσμα- 
τος ἐπὶ διάνυσμα; Τί νόηµα θάχει δηλ. η παράσταση ΛΒ. ΓΔ: 

Δὲν θὰ προχωρήσουμε ἐδώ σὲ τέτοιι δέματα τοῦ Διανυσματικοῦ 
Λογισμοῦ. 

Ἡ διαίρεση. Θὰ ὀνομάσουμε λόγο ὃνὸ παραλλήλων διανυσμάτων 
τὸν ὀἀριδμὸ ἐπὶ τὸν ὑποῖο πρέπει νὰ πολλαπλασιάσουμε τὸ δεύτερο γιά 
νὰ βροῦμε τὸ πρῶτο. 

Ὁ λόγυς ἑνὸς διανύσματος πρὸς τὸ διει)ῦνον διάνυσμα τοῦ ἀξονά 
του, εἶναι τὸ γνωστὸ μέτρο τοῦ διανύσματος. 

Ὀτὸ σχ. 990. π. χ. εἶναι: ΔΒ: ΟΜ --δ καὶ ΒΑ:ΟΝ-- -- 5. 

Ὅταν δοψεῖ ἕνα διάνυσμα ΑΒ καὶ τυχαῖο σημεῖο Μ τοῦ ἄξονά τοι) 
τότε ὁ λόγος ΜΑ : ΜΒ λέγεται λόγος τομῆς τοῦ Μ ὡς πρὺς τὺ ΑΒ 
(στὸ λύγο τομῆς προηγεῖται τὸ σημεῖο Α τῆς ἀρχῆς). 

Ὅταν δυὸ διανύσματα δὲν εἶναι παράλληλα, τότε ὃ λόγος τους δὲν 
θάχει νύηµα ϱ). 

Ἠδῶ τελειώνουν τὰ σχετικὐ μὲ τὶς οτοιχειώδεις διανυσιιατικὲς 
πράξεις. 


Ἡ ὀρχὴ τῆς ᾿Αναλυτωιῆς Γεωμετρίας. Ὠνομάζουμε τετμηµένη ση- 
µείου Ἆι ἑνὸς ὄξονα κ (σχ. 338) τὸ μέτρο τοῦ διανύσματος ΟΛ μ ὀρχὴ 
τὴν ὀρχὴ τοῦ ἄξονα καὶ τέλος τὸ ὑπ ὄψη σημιςεῖο---ὄρος σύγκρισης εἶναι 
φυσικἀὰ τὸ μοναδιαῖο διάνυσμα ΟΜΙ! τοῦ ἄξονα. 

Ἡ τειμηµένη αὐτὴ εἴν ἕνας 
πραγματικὸς ἀριθμὸς -- θετικὸς 
ἢ ὀρνητικός, μηδέν, σύµμµετρος ἢ 
ὀσύμμετρυος. Τὰ σημεῖα τοῦ Όε- 
ολα. τικοῦ ημιάξονα Ον δίνουν Όετι- 
πα Ν, κὲς τετµηµέγες, ἐνῶ τοῦ ἀρνητι- 
” κοῦ ἀρνηνικές. 

Σὲ κάθε σημεῖο ἑνὸς ἄξονα 
Αα ἵ 


- ΄ ν 
νε Αι. α μποροῦμε ν᾿ ἀντιστοιχίσαυμε ἔτσι 
“κ σποτ ππ-ο-ὅρον-- . 


΄ 


μα .... μιὰ τετμηµένη καὶ μιὰ µονάχ)]- 
ἷς ος λα... "᾿Αλλὰ καὶ τ ἀντίσεροφο : δὲ 
ἅ | κάθε πραγματικλὸ ἀριῦδμὸ µπο- 
οοῦμε ν᾿ ἀντιστοιχίσουμε γάποιο 
μοναδικὸὀ σημεῖο ἑγὸς ἄξονα. 
Μιὰ τέτοιο ἁμοιβαία σχέση ἀντιστοιχείας λέγεται ἀμφιμονοσήμαντη 


() Τέτοιο νόημα εἰσάγξται ἀργότερα στὸ Μ.Υχδικὸ Λογισμό. 


ΧΙ. Α. Συμπλήρωμα 230 


κι ἐπιτρέπει νὰ παριστάνουµε τὰ σημεῖα ἑνὸς ἄξονα μὲ ἀριδμοὺς καὶ 
τοὺς ἀριθμοὺς μὲ σημεῖα. 

Προχωροῦμε : 

Παίρνουμε κι ἕνα δεύτερο ἄξονα }Υ κάθετο πρὸς τὸν Χ, μὲ κοινὴ 
τὴν ἀρχὴ Ο καὶ μὲ μογαδιαῖο διάνυσμα ΟΜΑ ἴσου μήκους (σχ. 298). 

Ὅπως σὲ κάθε σημεῖο Αι τοῦ Χ ἀντιστοιχεῖ ἕνας ἀριθμὸς πι. χ. 
-Ἔ 4, ἔτσι καὶ στὸ σημεῖο Α:, τοῦ Υ ἀντιστοιχεῖ ἂς ποῦμε τὸ -- δ. 

Μέουα στὸ ἐπίπεδο (ΣΧ, Υ) γράφουμε τὶς εὐθεῖες ΑιΑ΄ {κ καὶ 
ΑΑΑ΄ 1 ν. Οἱ εὐθεῖες αὐτὲς συναντοῦνται σὲ κάποιο σημεῖο Α΄, Κι εἶναι 
Φφανερὺ ὅτι τὸ σημεῖο αὐτὸ ιπορεῖ νὰ καδορισθεῖ ἀμέσως ὅταν δοθεῖ 
τὸ ζεῦγος (-- 4, -]- δ). 

Ὅ πρῶτος ἀριθμὸς εἶναι ἡ τειμηµένη τοῦ Α΄, τὸν δεύτερο τὸν ὄνο- 
µάξουμε τεταγµένη του. 

Ἡ ἀντιστοιχία εἶναι καὶ πάλι ἀμφιμονοσήμαντη. Δηλαδὴ μποροῦμε 
κι ἀντίστροφα σὲ κάθε ζεῦγος ἀπὸ πραγματικοὺς ἀριθμοὺς ν᾿ ἀντιστοι- 
χίσουµε ἕνα μοναδικὸ σημεῖο τοῦ ἐπιπέδου (χ, Υ). 

:Ῥΐναι λοιπὸν δυνατὸ νὰ παριστάνουµε τὰ σημεῖα ἑνὸς ἐπιπέδου μὲ 
ζεύγη ἀπὸ ἀριθμοὺς καὶ τὰ ζεύγη μὲ σημεῖα. 

Καὶ τώρα στὺ χγῶρο. 

Παΐρνουμε τρίτο ἄξονα 7 κάθετο στὸ Ὁ πρὸς τὸ ἐπίπεδο (Σχ, Υ) 
μὲ ἀρχὴ τὸ Ο καὶ μὲ μοναδιαῖο διάνυσμα ΟΜᾳ ἴσου πάλι μήκους μ᾿ 
ἐκεῖνα τῶν χ καὶ γ. 

Σὲ κάὺε τορίτυ ἀριὺμὸὺ π. χ. -ἕ ὃ, ὃ ἀντιστοιχεῖ ἕνα μοναδικὸ ση- 
μεῖο Ας τοῦ 7. Ας φέρνουμε ἀπ᾿ αὐτὸ ἐπίπιδο παράλληλο πρὸς τὸ (Σ, Υ), 
ποὺ ἂς συναντᾶ στὸ σημεῖο Α τὴν κάῦθετο Α΄Α πρὸς τὸ (5, Υ]. 

Τὸ Α ἀντιστοιχεῖ τότε ἀμφιμονοσήμαντα στὴν τριάδα (-Γ- 4, -- ὃ, 
{- 5,5) -- τετμη]µέγη, τεταγµένη, κπατηγµένη. 

Οἱ τρεῖς αὐτοὶ ἀριθμοὶ εἶναι οἱ παρτεσιανὲς συνταταγρένες τοῦ Δ. 

Μ᾽ αὐτὲς ἔχουμε κιύλας ἕνα τρύπο ἀὀναλυτικῆς παράστασης 
τοῦ χώρον καὶ τοῦτο εἶναι, σηµαντικό. 

Ἡ ᾿Αναλντικὴ Γεωμετρία, ποὺ στηρίζεται ἀνριβῶς στὴν ἀναπαρά- 
σταση αὐτή, ἀποκτᾶ τὴ δυνατότητα νὰ ἐκφράζει ὀναλυτικὰ τὰ γεωµε- 
τρικὰ μεγέθη (εὐθεῖες, ἐπίπεδα κλπ.) καὶ νὰ μελετᾶ μὲ τοὺς ἀριῦ μοὺς 
τὶς σχετικές τους Ὀέσεις. 

”Λς παρατηρήσουμε τέλος καὶ τοῦτο : 

Τὸ σημεῖο Α (-- 8, -|- ὃ. -ἵ- ὃ, ϐ) θὰ μποροῦσε κάλλιστα νά χαθο- 
ρισθεῖ καὶ µόνο ἀπ᾿ τὸ τέλος τοῦ διανύσματος 04. 

Κάδε τριάδα ἀπὸ ἀριῤμούς, καδορίζοντος µονοσήµαντα ἈΧάποιο 
σημεῖο Α τοῦ χώρου, Χαθυοφιζει σύγχρονα κι ἕνα τέτοιο διάνυσμα ΟΛΑ. 
Θὰ μπορούσαμε λοιπὸν νάχουμε ἔτσι καὶ δεύτερη, διανυσματικῇ 
παράσταση τοῦ χώρου. 

Δώσαμε τὴν ἀρχὴ τῆς ᾿Δναλυτινῆς Γεωμετρίας. 
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ο ο νο ο μας οκ. 


᾿Ακολονυθοῦν τώρα μερικὲς ἐφαρμογὲς- κύρια πάνω στὸ λόγο τομῆς. 
κ ὰ 

Ὁποιαδήποτε εὐθεῖα, ποὺ κόβει τὶς πλευρὲς ἑνὺὸς εὐθ. σχήματος 
(αὐτὲς τὶς ἴδιες εἴτε τὶς προεκτάσεις τους) λέγεται τέµνουσα εἴἶτε διατέ- 
µνουσα τοῦ σχήματος. Τέτοια π.χ. εἶναι στὸ σχ. 239 ἡ διατέµνουσα 
Α΄ Η΄ Γ΄ τοῦ τργ. ΑΒΓ. 

Τὰ σημεῖα τομῆς Α΄, Β,... καθορίζουν ὡς πρὸς τὶς πλευρὲς 
ΒΙ’, ΓΑ,... τοῦ σχήματος τοὺς ἀντίστροφους µεταξύτους λόγους τομῆς : 


(ἀνάλογα μὲ τὸ ποιὸ ἀπ' τὰ δυὸ ὄκψα τῶν ΒΓ, ΓΑ,..., ὅταν τὰ δεωροῦ- 
Ιιε σὰν διανύσματα, παίρνουμε σὰν ἀρχή). 

Αὐτοὶ οἱ λόγοι τομῆς εἶναι θετικοὶ ὅταν τὸ σημεῖο τομῆς βρίσκε- 
ται στην προέκταση τῆς πλευρὰς -- αἱ ἀρνητικοὶ ὅταν αὐτὸ βρίσκεται 
ἀνάμεσα στὶς κορυφὲς τοῦ τριγώνου. 

Περισσότεροι λόγοι τομῆς λέγονται διαδοχικοί, ὅταν ὁ ἀριθμητὴς 
τοῦ ἐπυμένου τελειώνει στὸ σημεὶο ὅπου χι ὁ παρονοµαστῆς τοῦ προη- 


γούμενου. π.χ. οἱ λόγοι ------ ο... 


Θεώρημα τοῦ Μενελάου: «Τὸ γινόμενο τῶν τριῶν δια- 
δοχιχῶν λόγων τομῆς, ποὺ μιὰ τυχαία διατέµνουσα καθορίζει ὡς πρὸς 
τὶς πλευρὲς ἑνὸς τριγώνου, ἰσοῦται μὲ (-|- 1). Καὶ τ΄ ἀντίατροφο». 


"Ἰσχυριζόμαστε δηλαδὴ ὅτι εἶναι 
αν (σχ. 929) : 


νε -ἰ-ί (0) 


Αν εἶναι πραγματικὰ ;Ι,πι οἳ 
ἀποστάσεις τῶν ΑΛ, Β,Τ ἀπ τὴ διατέ- 
µνουσα, δάχουμε ἐξ αἰτίας τῶν ὅμοιὼν τριγώνων : 

ΑἙ 1 ΕΤ 11 Αα. κ 


ΑΓ ο. απ ΒΑ κ) Τ 
Πολλαπλασιάζοντας τὶς ὃ αὐτὲς ἰσότητες κατὰ µέλη, βρίσκουμε ἀμέσως 
τὴν ἀποδεικντέα σχέση. 

Τ" ἀντίστροφο τ' ἀποδείχνουμε μὲ τὴ μέθοδο τῆς εἰς ἄτοπο ἀπαγα- 
γῆς: Δεχόμαστε ὅτι ἤ εὐθεῖα Α΄Β΄ τέμνει τὴν ΑΒ ὄχι στὸ Γ'’, γιὰ τὸ 
ὑποῖο ὑποδέτουμε ὅτι ἀληθεύει ἡ σχέση (:), ἀλλὰ σὲ κάποιο ἄλλο ση- 
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μεῖο Γ΄’ καὶ διαπιστώνουμε, ἠφοσμυοντας τὸ θεώρημα τοῦ Μενελάου 


ΓΑ ππ .α ΤΑ 
γιὰ ον. τέµνουσα Α΄Β΄Γ΄, ὅτι τότε θάναι κατ’ ἀνάγκη τα π. Ἕτρ 


δηλ. ὅτι τὰ σημεῖα Γ΄ καὶ Γ΄ ταυτίζονται. "Αρα ἡ γοαμμἠ Α΄ εἶναι 
εὐθεῖα. ..- 
'Ιδοὺ μερικὲς ἐφαρμογὲς τοῦ θεωρήματος τοῦ Μενελάου : 


’ 


θεώρημα τοῦ Όδνα: «Ῥνώνουμε τὸ τυχαζο αημεῖο 0 
οποῦ ὀπιπάδου «ἑνὸς τργ. ΑΒΙ μὲ τὶς ὃ κορυφές του. Αν εἶναι 
Α΄, Β’, Τ΄.οἱ τομὲς τῶν εὐθειῶν ΘΑ, 08, ΟΠ μὲ τὶς ος πλευ- 
. τότε ἰσχύει ἡ σχέση : 
ΑΒ . ο ά . ΣΑ -- --ἰ. Καὶ τ' ο ος 
ΑΤΡ ΡΑ Γ΄ Β 
Ἓ εὐθεῖα Τ’ ος εἶναι διατέµνουσα 
στὺ τοΥ. ΛΒΑ΄ χι ἑπομένως. (Θ. Μεν.) : 


τα ΤΕ ΟΑ΄ 


τε. τα ΄ ὅκ 
Τὸ ἴδιο γιὰ τὴ να ο8Β8Β8 
τοῦ τργ. ΑΛΓ: 


Αν πολ]µε αὐτὲς τὶς δυὸ σχέσεις 
κατὰ µέλη καὶ παρφτηρήσονµε ἀκόμα ὅτι: 


ΟΑ ΟΑ -υ-υ--- ΒΑ΄ Α΄Ώ 
πα. ες, Ἕ ἃ “πο τς -- Ἱ Ἵπ, - ο, 
6Α ΄ ΟΑ΄': "Εντ τα ατ 


φθάνουμε ἀκριβῶς στὴν ἀποδεικτέα σχέση. 
Τ’ ἀντίστροφα τ’ ἀποδείχγουμε πάλι μὲ τὴν εἰς ἄτοπο ἀπαγωγή. 


θεώ ϱ ᾿ µ α: «Αυὸ σχήματα ὀμόθετα πρὸς ' ,πρίτο εἶναί καὶ μεταξύ 
τους ὁμόδετα χαὶ τὰ τρία κέντρα ὁμοθεσίας δρίσκοντᾶι ἐπ' εὐθείας». 


Παίρνουμε δυὸ σημεῖα Α, Β (σχ. 981) ἑνὸς σχήματος (8). Τὰ ὁμόθετα 
πρὺς τὸ ΛΒ τµήµατα Α΄Β’, ΑΒ’ εἶναι βέβαια παράλληλα πρὸς τὸ ΑΒ. 
Εΐναι λοιπὸν καὶ μεταξύ τους παράλληλα. 

Ὀνομάζουμε Ο τὸ σημεῖο, ὅπου ἡ Λ΄Α΄΄ τέμνει τὴν Β΄ Β”. ᾿Απ' 
τὰ ὅμοια τρίγωνα, ἔχουμε : 

οα”. ον” ΑἩ ΑἩ ΑΒ Χολ 

ΟΛ ΟΕ ΑΡ ΑΛ ΑΒ ο ο 
6. Ι,απιαίτε - Ὦ. Βουδούρη Γεωμετρία 16 
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(ὅπου λ΄ καὶ λ΄ οἱ λόγοι ὁμοθεσίας τῶν 8’ καὶ 8’ πρὸς τὸ 9). 


"Αρα τὰ Α΄’, Β΄΄ εἶναι ὁμόθε- 
- τα τῶν Α΄, Β΄ μὲ κένιρο τὸ Ο 


Α (ω7: β καὶ λόγολ’,λΞΞλ. | 
ο | μα ος Αὐτὸ ἀποδείχνεται παρόμοια 
ἳ - ος μαὶ γιὰ κάθε ἄλλο σημεῖο Ττ 


(Γ’, Γ”] ἡ δὲ μέθοδος, μὲ τὴν 
εἰς. ἄτοπο . ἀπαγωγή. βεβαιώνει 
ὅτι χι ἡ εὐθεῖα Γ΄ περνάει ἀπ᾿ 
τὸ ἴδιο, σημεῖο, ο, ο ιο 
«᾽Αποδείξαμε, λοιπόν τ τήν. όμα. 
θεσία, (κέντρο. ο,. λόγος λ). τῶν 


ας κ. πω υ -- (6”) καὶ (5/). μεταξύ, τους. . 
ον λα "Αλλὰ ἰσχυῤιζόμαστε , ἀκόμα 
κα 25 δει. αὐτό τὸ Ο μαξυ, μὲ τὰ κέγ- 


τρα. ὁμοθεσίας, Ο’ κι ο” τῶν 
(8 Ἆ, (5) καὶ (5' Ἰ. {5 βρίσκονται ἐν εὐθείας. Εἴναι πραγματικά : 
ΑΛ’ ος 1’ ον 1 οΑ” Αλ. Νις 
πο ὃν, Οο”Α΄’ τσι , , σα’ σσ . λ’ , 
Πολλαπλασιάξοντας λοιπὸν κατὰ μέλη καὶ παίρνοντας τὰ τμ 
ματα διανυσματικά, βρίσκουμε : 
ον οσα ο . { ν 
᾿ πλ» αι κα τα 1. 
ο) Δ σα" ον 1 μα 


' "λρα, σύμφωνα μὲ τ ἁγείστροφο, που ο... πὸδ. λέρνολάον, 
τὰ σημεῖα, τομῆς Ο’, Ο”, Ο τοῦ τργ. ΑΑ΄Α”. βρίσκονται ἐπ᾽ εὐθείας. Ἡ 
εὐθεῖα 00/0, λέγεται καὶ ἄξονας ὁμοθεσίας τῶν τριῶν σχημάτων. -- 
μα Μεόνκήἡ. περίπτωση αὐτοῦ τοῦ θεωρήματος εἶναι ἡ 
ἑξῆς πρόταση τοῦ ἀΑἰεπιδετί : 


«Τὰ τρία Αξωτερικὰ κέντρα ὁμοιότητας,, πριῶν πόριφέρειᾶν, σπα τίς 
παίρνουμε Δνὰ δύο, θῥίσκονται ἐπ' αὐθείας. 'Ἐπίσης δυὸ: ἐσωτερικὰ άντρα 
ὁμοιότητας, καὶ τὸ ἐξωτερικό, ποὺ ἀντιστοιχαῖ στὸ τρίτο ἑσωτερικό, θρίσκον- 
ται ἐπ' εὐδαίας». 


ΧΙ. ΣΥΜΠΛΗΡΟΜΑ 


Β. ἩΗ κεντρικὴ προβολὴ 
(Ἡ ἀρχὴ τῆς Παραστατικῆς Γεωμετρίας) 


Σχ. 2322 


"Ας εἶναι Ο. ἕνα σημεῖο τοῦ χώρου καὶ (Ρ΄) ἕνα ἐπίπεδο, ποὺ δὲν 
περιέχει ἀὐτὸ τὸ σημεῖο (σχ. 2395). Ἔστω ἀκόμα Μ ἕν᾽ ἄλλο τυχαῖο ση: 
Μεῖο τοῦ χώρου. 

Τὸ ἴχνος Μ΄’ τῆς εὐθείας ΟΜ πάνω στὸ (Ρ’) ὀνομάζεται κεντρικὴ 
προβολὴ ἢ προοπτικὴ τοῦ σηµείου Μ πάνω στὸ ἐπίπέδο (ϱ). . 
Τὸ Ο εἶναί τὸ κέντρο, τὸ (Ρ τὸ προβολικὸ ἐπίπεδὸ ἢ ἢ ὁ πίνακας 

ες προβολῆς χι ἡ εὐθεῖα ΟΜΜ’ εἶναι μιά προβάλούσα ἢ προβολικὴ 
ἀκτῖνα. 

| Ἐϊναι πιὰ φανερὸ τί θὰ ὁ ὀνομάσουμε κεντρικὴ προβολή τοῦ τυχαίου 
σχήματος (8). Αὐτὴ θᾶναι ὁ γἐὼὠμ. τόπος (56) ποὺ ὀχήματίζουν οἳ 
πουοπτικὲς ὅλων τῶν σημείων τοῦ 6). 

᾿Αλλ’ ἄραγε γιὰ κάθε σημεῖο τοῦ χώρου ὑπάρχει πάντοτε κατὰ τὸν 
ὁρισμὸ μιά χεντρυή προβολή ; Ὄχι. ᾿Γιατὶ ἃς ᾽ ᾽πάρουμε ἕνά σημεῖο Ν 
πάνώ στὸ ἐπίπεδό' (ϱ) [ (Ρ’) ἀπ' τὸ Ο. Ἡ ἀκτῖνα ΟΝ δὲν θά συνανίῄσέι 
ποτὲ τὸ προβολικὸ ἑίπεδο ἁφοῦ τοῦ εἶναι παῤάλληλη. κ 

| Ὡσιόσο, πια ν ΄ ἀπὸδόόσυμε συθέχειὰ « στὸν ν δρίσμό μας, δεχόµαατο 


298 Ἡ µεθοδικῆ λύση τοῦ γεωμετρικοῦ προθλήματος 


ὅτι 1ι ἡ ἀγτῖνα ΟΝ συναντᾶ τὸ (Ρ᾽) σὲ κάποιο σημεῖο του σ᾿ ἄπειρη 
(ὁσοδήποτε µεγάλι]) ἀπόσταση «καὶ δεωροῦμε τὸ σημεῖο αὐτὸ σὰν προ- 
βολή τοῦ Ν. 

Εϊναι ἡἤ γνωστὴ παρσδοχἡ τοῦ ἐπ᾽ ἄπειρο σημείου (δὲς καὶ σελ. 18). 
Σύμφωνα μ’ αὐτὴ κι ὁλόκληρο τὸ ἐπίπεδο (Ρ) προβάλλεται στὴν ἐπ᾽ 
ἄπειρο εὐθεῖα τοῦ (ρ’). ., 

Ὅταν τὸ Ο ἀπομακρύνεται σ᾿ ὑῥσοδήποτε µεγάλη ἁἀπόσταση κατὰ 
νὰ. διεύθνση (δ), ὅλες οἳ προβυλικὲς ἀκτῖνες γίνονται παράλληλες πρὸς 
τὴ διεύθυνση αὐτὴ κι ἡᾗ προβολὴ λέγεται τότε παράλληλη. 

τὴν εἰδικώτερη περίπτωση, ὅπου ἡἢ διεύθυνση (ϐ) εἶναι κάδετη 
πρὸς τὸν πίνακα (Ρ᾽), ἔχουμε τὴ γνωστή µας ὀρθὴ προβολή. 

Ἰδοῦ τώρα μερικὲς ἰδιότητες τῆς κεντρικῆς προβολῆς : 


Ὢ Ἡ πεντρικὴ προβολή μιᾶς εὐθείας (ε), ποὺ δὲν περνάει ἀπ᾿ τὸ χέντρο 
ϱ οὔτε ἀνήνει στὸ ἐπίπεδο (Ρ) || ᾽ἀπ' τὸ Ο πρὸς τὸν πίνακα (Ρ’), 
εἶνα. ἐπίσης μιὰἀ εὐθεῖα (α΄) τοῦ πίνακα (σχ. 209). Ἡ προοπτικὴ 
αὐτὴ παρνᾶ ἁπ᾿τὸ ἴχνος 1ΞΙ΄ τῆς εὐδθείας (ε) πάνω στόν πίνακα (Ρ’). 

Σ Ἡ προοπτική μιᾶς δέσµης εὐθειῶν (πλῆθος ἀπὸ αὖθεῖες μὲ κοινὸ ἕνα. 
σηµεῖο Κ) εἶναι ἐπίόης δέσμη οὐθειῶν τοῦ πίνακα μὲ κέντρο (Σὲς 
σελ. 16) τὴν κεντρική προδολὴ Ε΄ τοῦ]. 

5 "Όταν τὸ Ν ἀνήκει στὸ ἀπίπεδο (Ρ), ϱἳ προθολὲς εἶναι εὐθεῖες παβάλ- 

ο ληλες. 

"Όταν ἡ λἐσμΥη τῶν εὖθε.ῶν ἀποτελεῖται ἀπὸ παράλληλες εὐθεῖες, 
τότε οἱ προοπτικές τους περνᾶνε ὅλες ἀπ' ἕνα σταθερὸ σημεῖο 
τοὺ πίνακα (σχ. 359) -- τομὴ τοῦ πίνακα καὶ τῆς παράλληλης 
προθάλουσας ἀπ᾿ τὸ πρὀδολικὀ Κέντρο Ὁ. Τὸ ᾧ λέγεται «σημεῖο 
φυγῆς» τῆς δέσμης ᾿κῶν παραλλήλων ἢ μιᾶς Ἐὐθείας ἀπ᾿ αὐτές. Καὶ 
τ΄ ἀντίστροφο (2ὐδεῖες μὰ τὸ ἴδιο σημεῖο φυγῆς εἶναι παράλληλες).᾽ 

Ἐ Ῥοθστες παράλληλες μεταξύ τους καὶ πρὲς τὸν πίνακα κάὶ ποὺ δὲν 
ἂνήκουν στὸ ἐπίπεδο (ϱ). χοσέ; πανε αν σος πο 

κ. ληλας ' εὐδεῖες.. 


ψ 


ο 


Ὄμ τι θὰ ὀνομάσουμε' εὐδεῖα φύγῆς ἐπιπέδου ;᾿ 


1: « α.. 
ζ νι ὀκλδ ἲ ’ ... ἁ 4. Ὁ ου] : π ἐν δὲ το ὄνν αλ  α 


"ΜΕ τὴ Ῥοήδεια τῶν προβολῶν, Ἡποροῦμε νάχύυμε ᾿καινούργιανξ, - . 
Όχι ἀναλυτικοὺς τρόπους ἀναπαράστασης τοῦ χώρου, ἀλλὰ ᾽ λαθωρὰ γεώ- ἵ' 
μετρικούς. Τὴν ἄρχή τοὺς τὴ βθήκαμε΄'κιόλας στὸ Κεφ. Υ.Β. σελ. 198. 

Παίθνουμε ἕνα ᾿ὁποιοδήποτε προβολικὸ ἐπίπεδὸ “Ρ .. όχι. 9 δα). Τὸ -᾿ 
τυγαξο ημεξο Α τοῦ λώρου μπορεῖ νὰ καδορισθεῖ ἀπ᾿ τὴν προβολή του 
Α΄ στὺ (Ρ’) κι ἀπ᾿ τὸ μῆκὸς. τῆς προβάλλοὺδας ΛΑ, ποὺ τ ὀνομάξουμέ 
ὑψόμειρο.- τοῦ ΑΛ. στ : 

Ἂν. εἶναι π. χ. (ΑΑ’) -- 96πι, τότε Ὅ-- συμβολικά : 

το σημεῖο Α (Α’, ὁ οι). 
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Μὲ τὸν ἴδιο τρόπο μποροῦμε νὰ παραστήσουµε κι οιαν 
ἆλλο σημεῖο τοῦ χώρου, π. χ. τὸ (8, ἱ επι). 


Εἶναι ἤδη φανερὸ ὅτι ἔχουμε ἔτοιμη καὶ τὴν παράστασῃ τῆς εὖ- 
Φείας ΑΒ (Α΄, ὀσσπι - Β', | οσι). 


᾿Απὸ κεῖ καὶ πέρα ἡἢ παράσταση τοῦ ἐπιπέδου κι ὁποιουδήποτε 


Σχ.223 


ἄλλου γεωμετρικοῦ σχήματος, καθὼς χι ἡ ἔρεννα γιὰ τὶς σχετικὲς θέ- 
σεις καὶ τὶς ἰδιότητές τους ἀναπτύσοέταν κανονικά. 


᾽Αλλ᾽ ὁ τρόπὀς αὐτὸς χρησιμοποιεῖ ἀκόμη ἀριθμοὺς--τὰ ὑψόμετρα 
ΑΑ΄, ΒΒ.,...' Εἶναι δυνατὸ γἁ τοὺς ἀποφύγουμε, ἂν μεταχειρισθοῦμε΄ 
κι ἕνα δεύτερο προβολικὸ ἐπίπεδο (Ρ’’) κάῦετο πρὸς τὸ πρῶτο. 

Τότε µέσα στὸ προβάλον ἐπίπεδο τοῦ-σηµείου Ἀ τὸ κάθετο πρὸς τὸν 
ἄξονα τομῆς κκ τῶν δυὸ προβολικῶν ἐπιπέδων, φάνταζόμάστε τὴ δεύτερη 
προβάλλουσα ΑΑ”. Εἶναι φανερὸ ὅτι τώρα γιὰ τὸν καθορισμὸ τοῦ ση- 
µείου Α πρέπει καὶ ἀρκεῖ νὰ δοθοῦν µόνο αἱ δυὸ προβολές του (Α', Α΄. ' 

-:Δὲν τελειώσομε ἀκόμη. Οἱ γεωμετρικὲς κατασκευὲς εἶναι. δυνατὲς 
μονάχα : ὕταν ἐργαζόμαστε σ’ ἕνα µόνο ἐπίπεδο κι ὄχι σὲ δυό. ὅπως ἔχου- 
µε ἐδῶ τὰ (ϱ) καὶ (ρ”). ἳ 

Παίρνουμε λοιπὸν σἀὰν δεύτερο προβολικὸ ἐπίπεδο (ρ΄) τὸ ἐπίπεδο 
τοῦ χαοτιοῦ κάὶ ᾿κατακλίνόυμε πάνω σ᾿ αὐτὸ τὸ (ϱ)) στρἐφοντάς το 
γύρω ἀπ' τὸν ἄξονα κἁ (σχ. 258 β). Τὰ ἴχνη τοῦ προβάλοντος τὸ Α 
ἐπιπέδου ἔρχονται σὲ μιὰ εὐδεῖα Α΄΄ΛοΑ΄ | κχ. Τὰ τµήµατα Α”Αυ καὶ 
Α΄ Ας εἶναι ἀντίστοιχα ἴσα μὲ τὰ μήκη τῶν προβαλουσῶν ΛΑ΄ καὶ ΛΑ”. 


200 ἩἨἩ μαθοδικἠ λύση τοῦ γεωμετριχοῦ προδλήµατος 


πο μπω ως ϱ-- -------------- ου ο ο ου ..-.. 


Μὲ τὸν ἴδιο τρόπο ἔχει παρισταδεῖ καὶ τὸ σημεῖο ἩΒ (Β’, Β΄]. 
Ἡ παράοταση τῆς εὐθείας ΑΒ δίνεται ἀμέσως ἀπ τὶς δυὸ προβο- 
λές της: ΑΒ (Α΄ Β’, Α” Β΄]. 

Τὰ προβλήματα ποὺ ἀχολουθοῦν εἶναι τῆς μορφῆς: Νὰ κατα- 
σκευισθεῖ ἡ τομὴ εὐθείας χι ἐπιπέδου. Νὰἀ σχεδιασθεῖ εὐθεῖα κάθετος 
πρὸς ἐπίπεδο κλπ. 

Δόσαμε τὴν ἀρχὴ τῆς Παραστατικῆς Γεωμετρίσς. 


- 


Γενικὰ Προβλή ματα " 


467.--᾿Απὸ δοσμένο σημεῖο Ῥ νἁ Ὑραφεῖ τέµνουσα ποὺ νὰ συναντᾶ τὶς 

πλευρὲς μιᾶς 6 ΧΟΨ στὰ σημεῖα Α καὶ Β τέτοια, ὥστε: 
Ιο 0Α:08Β -- ΑΒ: ο ΟΑ’ --- 0Β: --9ΑΒ., 

368.-.Κὰἁ θρῆτε τὸν γεωμ. τόπο τοῦ σηµείου Ἡ τέτδιου, ὥστε, ἂν γραφοῦν 
οἱ κάθετες ΜΑ καὶ ΜΒ πρὲς τὶς πλευρὲς μιᾶς γωνίας, νᾶχουμε 
ΜΑ -ἵ- 2ΜΗΕ -- Κ. 

369.- Νὰἁ δρῆτε πάνω στὴν προέκταση μιᾶς διαμέτρου ΑΒ ἕνα σημεῖο Ρ 
τέτοιο, ὥστε, ἂν αλὰς τὴν ἐφαπτομένη΄ ΡΜ πρὸ τὴν ὑπ ὄψη 


περιφέρεια, νᾶχετε τς σα 


370.-- Δίδονται ὃ εὐθεῖες ΣΧ, Ἡ, ἤ καὶ ζητεῖται νὰ Ὑραφεῖ τέµνουσα . 
1. πρὸς τὴν Ἑ στὸ Ἡ χι ἔτοι, ὥστε ΒΓΡ -- 2Λ8Β. 
37].--Δίδεται τργ. ΑΒΓ καὶ σημεῖο 4 τῆς πλευρᾶς ΑΒ. Ζητεῖται τὸ ση- 
μεῖο ἐχεῖνο τῆς πλευρᾶς ΑΡ, ἀπ᾿ τὸ ὅποῖο τὰ τμήματα ΑΔ καὶ 
ΔΒ υὰ φαίνονται ὑ]τὸ ἴσες γωνίες. ἳ 
3172.- Νὰ ἐγγράφετε ἀνάμεσα σὲ ὃ δοσµένες εὐθεῖες ΟΣ, ΟΦ, 07 μιᾶς δέ- 
σµης μὲ κέντρο Ό, ἕνα τρἰγωνο ἴσο μ’ ἄλλο γνωστό. 
373.--᾿Απὸ τυχαῖο σημεῖο ΜἩ εὐθείας ΟΨ «φέρουμε τὴ ΜΑ |. πρὸς ἄλλη 
εὐθεῖα ΟΧ καὶ πάνω σ᾿ αὐτὴ τὴν κάθετο παίρνουμε µῆκος ΜΒ 
τέτοιο, ὥστε ΜΑ -- ΜΒ -- Ι. Τόπος Μοῦ Β. 
Σὰν ἐφαρμογὴ νὰ ἐγγράφετὲ σὲ τρἰγωνό ὀρδογώνιο μὲ Ἵνρση 
περίμμετρο. 
374. --Δίδονται Ὦ εὐθεῖες Χ, Ψ, 3. Φέρουμε μιὰ τέταρτη εὐθεῖα | αρὰς 
ὡρισμένη διἐύθυνση, ποῦ τέμνει τὶς δοσμένὲς εὐθεῖες στὰ Α, Β, ΓΡ. 


Νά δρῆτε τὸν τόπο τοῦ σημείου. Δ, γιὰ τὸ. δποῖο ἆδ- ο. 
ν 


(ϐ) Πολλά ἀπ᾿ τὰ Φέµατα τοῦ ὅλου θιθλίου ἔχουν δοθεῖ στὶς εἰσαγω- 
Τινὲς ἐξείάσεις τοῦ Ε.Μ.Π., τῶν νου τῆς Αν. Γεωπονικῆς, ᾿ τῆς 


ἀ 


Ἀχρλῆς Δοχί ος ας 
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37δ.---Δίδονται δυὀ γωνίες καὶ ζηταῖται νὰ γραφαῖ αὐθεῖα | πρὸς δοσµένη 
λισύθυγση καὶ τέτοια, ὥστε τὰ τµήµατα ποὺ ἀποχκόδουν οἵ γωνίας 
ἀπ᾿ αὐτὴ νὰ δρίσκονται σ’ ὡρισμένο λόγο μήν. 


376. -Δίδεται εὐφεῖα ΧΨ καὶ δυὀ σημεῖα Α, Ώ πάνω αἱ ἄλλη εὐθεῖα 
ΑΒ 1.ΧΦ. Ἑνώνουμα τυχαῖο σημεῖο Γ τῆς χα μὲ τὰ Α ααὶ Ὦ. 
καὶ φάρουµε τὶς κάθατες ΑΜ, ΒΜ πρὸς τὶς ΑΓ, ΒΓ. Τόπος τοῦ Μ. 


41. -Δίδονται. δυὸ παράλληλες Αὐθαῖας, ΑΧ, Βψ καὶ πάνω σὲ καθε- 
μιὰ ἀνὰ ἂνα σταθρρὸ σημεῖο Α, Β, Νὰ γραφεῖ. ἀπὸ Δοσμένο ισή- 
μεῖο Ῥ τέµνουσα ΡΓΔ-- 1, Δ τὰ σήηµεῖα τομῆς-- ὥστε νᾶναι 


ἀἱᾱ- νι θρῆτε σημο[ο Μ μιᾶς αὐδείας κ ποὺ νὰ ἰσαπάχει ἀπ) ἄλλη εὖ- 
θεῖα φ κι ἀπ᾿ ἕνα σημµεῖο ΑΛ. ἱΤομὴ παραδολῆς κι’ αὐθείας, 
δλ. σελ. 146). 


ᾱ4ἷό, --Δίδονται δυὸ σημαῖα Α καὶ Β πάνω σὺ μιὰ πλευρὰ ὀρθῆς Ὑωνίας. Νὰ 
θρῆτε πάνω ατὴν ἄλλη πλευρὰ ἕνα σημαῖο. ΤΏ τέτοιο, ὥστε ἂν ένα- 


Φεῖ μὲ τὰ. Α καὶ Β νἆναι ος ΑΓΕΞΞ Ξ .9ᾷ ΛΕΡ, 


40. Νὰ κατασχαυάσατε τρίγωνο ἀπὸ μιὰ γωνία, τὴ διχοτόµο της καὶ τὸ 
ἐμδαδὸ τοῦ τριγώνου. 


48|. ο Νὰ κατασχαυάσετε ὀρθ. τρίγωνο ὅταν Υνωρίζετα. τὸ ὖφος ποὺ ἁντι- 
στοιχαῖ στὴν ὑπατείνουσα καὶ μιὰ διάµεσα ἀντίστοιχη σὰ μιὰ ἀπ' τὶς 
κο . κάθετες πλευράς. 
442. --σὲ πραπίέζιο μιά μὴ, παράλληλος πλανρὰ μένθι σταθερὴ, κατὰ τὴ θίση 
καὶ τό Μέγεδος, ἐνα οἱ δάσεις ἔχοιν γνωστὰ μήκη. Τόπος τῆς 
᾿ τοµῆς τῶν διαγωνίων. 


390. σι τραπέζιο μιά δάση μάνει Δμεταχίνητη, . ἐνῶ ναι ὀκόμη Ὀωστὰ 
τὸ µῆκος. τῆς ἄλλης θάσης χι ὁ λόγος τῶν μὴ παρἀλλήλων πλου- 
ρῶν., Νὰ θρῆτε τόν τόπφ τοῦ σημείου τομής : : 
1ο τῶν μὴ παραλλήλων πλουρῶν 

. «39 τῶν διαγωνίαν. 

ἀδ.. νά, κατασκευάσετέ τρ. Α8Ρ ὁ ἀπ' τὸ ὄφος ΑΗ, τὸ δύροιόμα κΕ-Αἴ 
καὶ τὸ κά 


484. Νά κατρσκαυάσετα ερίΓώνα ἀπὸ μιά πλευρᾶνπου, (τὸ ἄδροιομα τῶν 
δυὸ ἄλλων πλαυρῶν καὶ τὴν ἀκτῖνα τοῦ ἐγγεχραμμάνου΄ κύκλου. 


496. -- ταν δίδεται ἆ Χου καὶ μα Α, νὰ δρῆτε πάνω σὲ μιά ἀπ’ τὶς 
πλευρὶὲς τῆς Ταγίας δημεῖο Χ τάτοιο, ὥστα ἡ Απόστασή του ἀπ᾿ τὴν 
| ἄλλη πλευρὰ νάναι διπλάσια ἀπ᾿ τὴν ἀπόσταση ΜΑ. 


984, --Σὲ κύκλο μὲ διάμετρο ΑΒ φέρουμε τυχαία χορδὴ ΑΓ καὶ πάνω 


952 Ἡ μµεθοδικἡ λύσηΏτοῦ γεωμετρικοῦ προβλήματος 


σ’ αὐτὴ προσλδιορίζουµε δῶθε καὶ χεῖθε ἀπ' τὸ Τ τὰ σημεῖα Δ καὶ Δ 


Ἆ Δ΄ 
τέτοια, ΄ ὥστε εν ν- αν ες : 


ΓΒ ΓΕ ν 


10 Τόπος τῶν σημείων Δ καὶ Δ’. 
ὢο Τόπος τοῦ ὀρβόκεντρου τοῦ τργ. ΑΒΔ Ἡ τοῦ ΔΗΛ. 
80 Τόπος τοῦ κέντρου τοῦ κύκλου τοῦ ἐΥγεγραμμένου στό τργ. ΒΔΔ’. 


988.- -Δίδονται δυὀ ὁ "μόκεντρες περιρέρειες καὶ σημεῖο Ῥ τῆς μικρῆς.. Απ 
. τὸ σημεῖο αὐτὸ φέρουμε δυὸ τυχαῖες κάθετες χορδὲς ΡΑ µέσα. 
στὴ. µικρή καὶ ΒΡΓ. µέσα στὴ µεγάλη. 
Ιο ᾽Αποζείξτε ὅτι ΡΑΣ -{- ΡΒ: -|- ΡΓ: -- στὃ. 
90 ᾽Αποδείξτε ἐπίσης ὅτι ΑΒ2 -|-- ΒΓ2 - ΓΑ2 :- στθ. 
Ἆ» Τὸ κέντρο 6άρους τοῦ τργ. ΑΒΙΤ εἶναι σταθερό. 
4ο Τύπος τῶν µέσων τῶν πλευρῶν τοῦ τργ. ΑΕΒΓ.. 


830.-- Δίδονται ὃ πχρἀλληλεέ εὐθεῖες Χ, ὕ, 7 καὶ δυό 'σταδερὰ σημεῖα Ρ 
«καὶ Τ. Νὰ γραφεῖ ἁπὸ δοσμένο σημεῖο Μ μιὰ τέµνουσα, ποὺ νά. 
συναντᾶ τὴ Χ στὸ Α καὶ τῇ Ψ στὸ Ἑ ἔτσι, ὥστε οἳ εὐθεῖες ΡΑ 

ο καὶ ΤΒ νὰ συναντοῦνται πάνω στὴ 7. 

990.- Νἁ δρῆτε πάνω στὴ θάση ΒΓ ἑνὸς τρ. ΑΒΙ σημεῖο Μ τέτοιο, ὥστε. 
ἂν φέρετε τὶς κάθετες ΜΑ χαὶ ΜΕ πρὸς τὶς ΛΒ χι ΑΓ 'νᾶναι 
ΑΔ -|- ΑΕ -- {ς. 


9891.--Νὰ ἐγγράφετε σὲ χύχλο τρίγωνο, ὅταν μιὰ πλευρά του πρέπει νάναι 
[ πρὸς Ῥοσμένη διεύθυνση κι οἱ ἄλλες δυὸ νὰ. περνοῦν ἀπὸ δυὀ. 
᾿δοσμένα σημεῖα. 

302.--Δίδονται δυὸ περιφἑἐρειες Ο κι Ο΄ μὲ σημεῖα τομῆς Β καὶ Γ. Εγώ- 
γόυµε τυχαῖο σημεῖὀ Α τῆς πρώτης μὲ τὰ σημεῖα Β καὶ Γ καὶ. 
σηµειώνοὺμε μὲ Β’, Γ΄ τὶς τομὲς τῶν εὐθειῶν ΑΒ, ΑΓ μὲ τὴ δεύ- 
τερη περιφέρεια. | | | 
1ο Νὰ ὑδπολοχγισθεῖ ἡ γωνία τῶν εὐθειῶν ΑΟ καὶ ΒΊ’.. 


20 Τόπος τῆς τομῆς τῆς διχοτόµου τῆς χ Α καὶ τῆς χαθέτου. 
ἀπ τὸ Ο΄ πρὸς τὴ ΒΊ". 


ια 


303. «Μὲ κέντρο ἕνχ αημεῖο ΛΑ νὰ Ἰγραφεῖ περιφέρεια ποὺ νὰ τέμνει ὑπὸ. 
δοσµένη γωνία μιὰ ἄλλη περιφέρεια καὶ μιὰ κα 
494. --Λίδεται περιφέρεια χι ἕνα ἑξωτεριτὸ σημεῖο Α Απ΄ τὸ σημεῖο ον 
φέρουμε τὶς τέµγουσες ΑΒΤΓ, ΛΛΕ ποὺ συναντοῦν τὴν περιφέρεια 
στὰ Β καὶ Γ, Δ καὶ Β. Γράφουµε ἀκόμη "τὶς περιφέρειες (Δ.Β,Ε) 
καὶ (Α,Δ,ΤΓ). Τόπος τῶν σημείων τομῆς αὐτῶν τῶν περιφερεαιῶν, 
ὅταν οἱ δυὸ τέµνουσες στρέφονται περὶ τὸ Α. 
495.-- Ενώνουμε δυὸ σταθερὰ σημεῖαϊΑ καὶ Ὦ μιᾶς περιφέρειας μὲ τρίτο µετα- 
βλητὸ σημεῖο Μ τῆς ἴδιας περιφέρειας χι ἁπ᾿ τὸ µέσο Ν μιᾶς ἀπ' τὶς 


ΧΙ. ΡΒ. Συμπλήρωμα 9289 


χορδὲς π.χ. τῆς ΑΜ «φέρουμε εὐθεῖα ΝΠΙ πρὸς τῆν ἄλλι. Τό- 
πος τοῦ ἴχνρυς Π. 

306. Νὰ κατασκευάσετε τρίγωνο ὅταν γνωρίζετε δυὀ πλευρὲς καὶ τὴν προ- 
θολὴ πάνω στὴν τρίτη πλευρὰ τῆς ἀντίστοιχης διαμέσου. 

«307.--- Αίδεται τργ. ΑΒΓ καὶ σταθερὸ σημεῖο Ῥ τοῦ ἐπιπέδου του. 
1ο, Φέρηυμε τὴν τυχαία εὐθεῖα ΡΧ καὶ ζητοῦμε Ένα σημεῖο της 

Μ, γιὰ τὸ ὁπορῖο τὸ ἄθρρισια ΜΑ" -ἰ- ΜΒΣ -- ΥΓ" νὰ γί- 
νεται ἑλόχιστο. 
9ο Τόπης τοῦ Μ ὅταν ἡ Χ στρέφεται περὶ τὸ Θ, 

308.- Λίδονται δυὀ σημεῖα Α χαὶ Β καὶ ζητεῖταχι ὁ τόπος τῶν σημείων 
τέτοιων, ὥστε ἡ ἀπόσταση ΑΝ νᾶχει δοσμένο λόγο πρὸς "ἣν ἀπό- 
σταση τοῦ Β ἀπ᾿ τὴν εὐθεῖα ΑΜ. 

390, --.Λίδονται δυὸ ἑφαπτόμενες περιφέρειες Ο κ. 0’ καὶ ζητεῖται νὰ θρενεἴ 
πάνω στὸ ριζ.κό τους ἄξονα σημεῖο Α τέτοιο, ὥστε οἱ ἐφαπτέόμε- 
"ες ΑΒ κ. ΑΒ’ πρὸς τὶς δυὸ περιφέρειες νάναι κάθετες μεταξύ τους, 

400.--"Ὅταν δίδονται δυὸ περιφέρειες μὲ σημεῖα τομΏς Α κ. Α΄, νὰ κατα- 
σκευάσετε παραλληλόγραμμο ὑπὸ τὶς ἑξῆς συννῆκες : 

Γη. Μιὰ χορυφἠή του νἆναι τὸ Α. 

2η. Καθεμιὰ ἀπ᾿ τὶς ἄλλες κορυγὲς νυν ἀνήχε: σὲ µιχ ἀπ᾿ τὶς δρσμέ- 
νες περ:φἑρειξς. 

ὃ. Ἡ μιὰ ἀπ' τὶς πλευρές, ποὺ Σὲν περνᾶ ἀπ τὸ Α. νἁ περνᾶ 
ἀπ᾿ τὸ Λ’. 

401.--Νὰ Χατασκευάσετε Τρίγωνο ὅτα) γωρίζετε τὴν πλευρὰ α. τ ἀντί- 
στο!χο ὕψος Ἆα Χι ὅτι ἡ μιά τωνία ἀπ᾿ τὶς προσκείµενες στὴ 
Ῥοσμέ!η πλευρά εἶναι διπλάσιχ ἀπ᾿ τὴν ἄλλη. 

402.--Δυὸ περιφέρειες 0 κ' Ο0΄ τέμνονται στὰ σημεῖα Α καὶ Β. Ενώνουμε 
τυχαῖο σημεῖο Ῥ τῆς πρώτης μὲ τὰ ΑΛ καὶ ΗΒ μ’ εὐθεῖες ποὺ συναν- 
τοῦν τὴ δεύτερη περιφέρε'α στὰ Ε καὶ Δ. Τόπος τοῦ Χέντρου Εὰ- 
ρρῦς τοῦ τργ. ΑΓΔ. 

403 --Δίδονται ὃ περιφέρειες 0. 0’. 0’ καὶ ζητεῖτα: νὰ αατασκευασθεῖ τρί- 
γῶνο μὲ τὶς πορυφές του ἀνὰ μίχ πάω σ᾽ αὐτὲς χαὶ μὲ τὶς πλευ- 
ρές του || πρὸς τὶς πλευρὲς τοῦ τργ. 00/0”. 

404.- Νἁ θρῆτε πάνω στὸ ἐπίπεδο ἑνὸς τριγώνου σημεῖο μὲ τὸ ἐλάχ.στο 
ἄλροισμα ἀποστάσευν ἀπ᾿ τὶς κορυφὲς τοῦ τριγώνου. 

405.---Ἀίδεται χύχλος 0 μ᾽ ἀκτῖνα Ἡ κι ἕνα ἐσωτερικὸ σηµεῖο Α σα ἀπό- 
σταση ἀπ᾿ τὸ κέντρο ΌΛλ--α. Πάνω στην εὐθεία ΟΑ Ἠπρρσδιορί- 
ζουμε ἕνα σημεῖο Β τέτοιο, ὥστε ϐΟΑ.ΟΒ -- Ε2. Ἰητεΐτι νὰ 
γραφεῖ ἀπ᾿ τὸ Ὦ μιὰ τέµνουσα ΒΓΑ τέτοια, ὥστε τὸ τμῆμα της 
ΔΓ µόσα στὸν χύχλο νά ἰσοῦται μὲ ΔΛ.» 

406.--Νὰ χατασκευάσετε τρίγωνο ὅταν γνωρίζετε την περίµετρ», τὸ λόγο 
Συὸ πλευρῶν του καὶ τὸ µῆχος τῆς ἐσωτερικῆς διχ2τόµρυ τῆς γω- 
γίας αὐτῶν τῶν πλευρῶν. 


9δἀ Ἡ µεφοδική λύση τοῦ γεωμετριχοῦ προδλήµατος 


Θέματα δοσµένα στὸ Ε. Μ. Πολυτεχνεῖο. 


407.--ἶο. Τ! ἑνομάζεται γεωµ. τόπος σημείου. Χρησιμότητα τῶν γεωμ. τό- 

πων στὴ λύση τῶν προβλημάτων. ᾿Αναφέρετε ἕνα τέτοιρ πρόθληµα- 

9ο. Δίδουτα. δυό παράλληλες αὐθεῖες καὶ σημειο ὃ ἕξω ἀπ 
τὴ λωρίδα τς καὶ µέσα στὸ ἐπίπεδό τους. 'Απ᾽ τὸ Ἑ «φόρουµε 
τυχαίχ τέµνουσα ΣΑΒ τῶν παραλλήλων καὶ μὲ διάμετρο τὴν ΑΒ 
γράφουμε περιφέρεια. Τέλος φέρουμε ἀπ᾿ τὸ Σ τὶς ἑφαπτόμενες 
πρὸς τὴν περιφέρεια αὑτή. Νὰ βρῆτε τό Υ.τ. τοῦ σημείου τομῆς 
τῆς τἐµνουσας ΣΑΒ καὶ τῆς χορδῆς τῶν ἐπαφῶν (1951). 

. 408.-Δίδεται εὐδ. τμῆμα ΑΒ κι Ένα σημεῖο του Μ (ΑΜ ΕΕ ΜΒ). Νὰ γρα- 
φοῦν δυό περιρέρφιᾶς ἀφαπτύμενες μεταξύ τους καὶ τῆς ΛΡΒ. ἡ μιὰ 
στὸ Α πι ἡ ἄλλη στὸ Β, χι ἔτσι, ὥστε ἡ διχοτόµος τῆς ᾱ- ΑΣΒ (Σ 
τὸ σημεῖο ἐπαφῆς τῶν δυὸ περιφερειῶν) νὰ περνᾶ ἂπ᾿ τὸ ἥ (19951). 

409. ---Δίδονται ὃ ἀσύμβατες εὐθεῖες παράλληλες πρὸς 72σμένο ἐπίπεδο. Αν 
μιά ἄλλγ αὐθεῖα τέμνει τὶς προηγούμενες καὶ σγηµατίζει μ᾿ αὑτὲς 
ἴσες Ὑγωνίες, τότε νὰ δείξετε ὅτι ἡ τετόρτη εὐθεῖα αἶναι γά9ετος 
πρὸς τὸ ἐπίπεδο (1951). 

410.-- θεωροῦμο δυὸ ἀσύμδατες εὐθεῖες καὶ τὸ ἐπίπεδο ποὺ Ἰἰσαπέχει ἀπ᾿ 
αὐτές. δὰἁ Ερῆτε πόνω στὸ ἐπίπεδο τὸν τὀπο τοῦ κέντρου σφαί- 
ρας, ἑφαπτομένης- στὶς δυὸ αὐφεῖες (1951), 

4{1.--᾿Απὸ σημεῖο Ρ τῆς θάσης ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ «φέρουμε εὐθεῖα ΡΜΝ 
ἣ πρὸς τὴ διάµασο ΑΔ ποὺ συναντᾶ τὶς πλευρὲς ΑΒ γχιΑΓ στὰ Ἡ 
καὶ Ν. Ν΄ ἀποδείξετε ὅτι ΡΜ -- ΡΝ -- σταθ. γιὰ κάθε Ρ. 

412.--Νὰ διαιρεθεῖ τρἰγῶνο σὲ δυὀ µέρη ἰσοδύναμα μὲ οὖθεῖα φερόμενη 
ἀπὸ δοσμένο σηµεῖο τῆς περιµέτρου του. 

413.---Νἁ γράφετε περιφέρεια ποὺ νὰ περνᾶ ἀπὸ δοσμένο σημεῖο, νᾶχει τὸ 
κέντρο της σὲ γνωστὴ εὐθεῖα καὶ ν᾿ ἀποκόθει ἀπὸ ἄλλη εὐθεῖα 
γνωστὸ τμῆμα. 

414.- -Δίδονται ὃ παράλληλες εὖδεῖες γι ἀπὸ τυχαῖο σημεῖο Σ τῆς πρώτης 
φέρουμε δυὸ τυχαῖες τέµνουσες ΣΑΑ’, ΣΒΒ’. Τόπος τῆς τοµῆς Μ 
τῶν ΑΒ΄ καὶ Α΄Β ὅταν τὸ Σ χι οἳ τέµνουσες ἀλλάζουν θέση. 

415.--Δίδετα: τατράπλευρο ΑΒΓΑ. Ζητεῖται νὰ χατασκευασθεῖ τρίγωνο ἰσο- 

«δύναμ» μ᾿ αὐτό, ποὺ νᾶχει σὰν μιὰ πλευρά τὴ διαγώνιο ΑΓ κι 
ὄΌψος ἀπ) τὸ Α τὸ μῆκος ΑΧ, ὅπου Ἡ τὸ σημεῖο τομῆς τῶν διαγωνίων. 
46.--Τόπος τῶν σημείων τομῆς τῶν εὐθειῶν ποὺ ἐγώνουν ἁντίστοιχα 
τ ἄχρα τῆς διαμέτρου ἑνὸς δοσµένου ἡμικυχλίου μὲ τ ἄχρα δυὰ 
καθέτων ἀκτίνων του, ὅταν οἱ τελευταῖες στράφονται περὶ τὸ πόντρο. 
417.--Δίδεται τργ. ΔΒΓ. ᾿Απ' τὸ ὀρθόκεντρο φέρουμε τυχαία διατέµνουσα 
καὶ σγεζιόύςουµε τὶς συμμετρικές της ὡς πρὸς τὶς τρεῖς πλευρὲς τοῦ 
τριγώνου, Ἀ’ ἄποδε-ξετε ὅτι οἳ συμμετρικὲς αὑτὲς εὐθεῖας περνοῦν 

ἀπ τὸ αὐτὸ σημεῖο τῆς περιγεγραµµένης περιφέρειας (1942). 


ΧΙ. Β. Συμπλήρωμα )ῦ 


419. Νὰ ἐγγρα-εῖ σὲ δοσµέν2 τρίγωνο ἄλλο μὲ τὶς πλευρὲς του ἀντίστοιχα 
παράλληλες πρὸς τὰ ὕψη τοῦ δοσµένου τριγώνου (1942). 

49. -ΙΠάνω στὶς πλευρὲς ἑνὸς τργ. ΑΒΓ καὶ πρὸς τὰ ἔξω κατασχευάδουμε 
τὰ ἱσόπλευρα τρἰγωνα ΑΒΓ’, ΒΡΑ’, ΓΑΡ’. Ν᾽ ἀποδείξατα : 

1σ "Οτι οἱ εὐθεῖες ΑΑ΄, ΒΒ’, ΓΓ΄ περνοῦν ἁπ'τὸ αὐτὸ σημεῖο καὶ 
2ο "Ότι τὰ τμήματα ΑΛ’, ΒΒ’, ΓΓ΄ εἶναι ἴσα (1949). 

420.---Σὲ χανονικὴ πυραμίδα μὲ τετραγωνικὴ θάση κι ἀπὸ μ.ὰ ἀκμὴ τῆς ῥρά- 
σης της νὰ φέρετε ἐπίπεδο ποὺ νὰ χωρίζει τὴν πυρσµίδα σὲ δυὸ 
ἰσαδύναμα µέρη (19490). 

421. -Σὲ ὀρθ. τργ. ΒΑΙ φέρουμε τὸ ὕψος ΑΗ χαὶ στὰ δυὸ νέα ὀρθ. τρίγωνα 
ΑΒΗΒ, ΑΗΓ ἐγγράφουμε κύκλους. "Αν τι, Το 9ἱ ἀχτῖνες τους καὶ ς 
ἡ ἀχτῖνα τοῦ ἐγγεγραμμάνού στὸ ΒΑΓ κύκλου, ν’ ἀποδαίξετε ὅτι 
εἶναι τι" -- το -- τὸ (1949). 

422.--Νὰ κατασκευασθεῖ τρίγωνο ἀπὸ τρἰα σημεῖα ποὺ διαιροῦν τὶς πλευρές. 
του σὲ δοσμένο λὀγο (1949). 

423.- Τὰ τρίγωνα τὰ ἑγγεγραμμένα στὸν ἴδιο κύκλο μὲ σταθερὸ τὸ κέν- 
τρο βάρους τους, ἔχουν σταθερὸ καὶ τ ὀρθόχεντρό τους (1949). 

424.- Τρισορθογώνιος στερξὰ γωνία ὄχει τὴ σταθερὴ κορυφή της πάνω οὲ 
μιὰ σφαῖρα, ὅπου εἶναι ἐγγαγραμμένη. Νὰ δειχθεῖ ὅτι τὸ χέντρο 
θάρους τοῦ τριγώνου, μὲ κορυφὲς τὰ σημεῖα τομῆς τῶν ἀχμῶν τῆς 
τριέδρου μὲ τὴ σφαῖρα, μένει σταθερὸ ὅταν ἣ τρίεδρος στρέφεται 
περὶ τὴν κορυφήν της (1946). 

245.--- Αν σ᾿ να τετράεδρο τὰ δυὸ ὕφη του τέμνονται, τότε τέμνονται καὶ 
τὰ δυὸ ἄλλα. Κι ἂν τὰ τρἰα ὕψη συντρἑἐχουν, τότε καὶ τὸ τέταρτο 
ὄψος συντρέχει στὸ κοινὸ σημεῖο τομῆς (19460). 


